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MEMOIRE 

SUR  LA  PROPAGATION  DU  MOUVEMENT  DANS  LES  CORPS 

» 
ET  SPfiCIALEMENT  DANS  LES  GAZ  PARFAITS  ('); 

Par  H.  HUGONIOT, 

R^p^titeur  de  Mecanique  k  I'Ecole  Polytechnique. 


PREMIERE   PARTIE. 


INTRODUCTION. 

I.  Les  questions  qui  font  Tobjet  de  ce  Memoire  interessent  aussi  bieYi 
TAnalyse  que  la  Physique  mathematique,  Les  mouvements  des  corps  na- 
turels  sont  regis  par  des  equations  auK  derivees  partielles  dont  la  theorie 
est  encore  aujourd'hui  bien  obscure.  Tout  progres  fait  dans  Tetude  de  ces 
mouvements  fournit   un  renseignement  nouveau  sur  la  nature  de  ces 

(*)  Ce  Memoire  est  le\.tuellement  celui  qui  a  ete  presente  a  l^\cadeInie  des  Sciences  par 
M.  Hugoniot  et  depos^  au  Secretariat  de  Tlnstitut  le  26  octobre  i885. 

L'Auteur,  enleve  par  une  mort  premaluree,  n'a  pu  apporter  a  sa  redaction  primitive  les 
modifications  et  les  complements qu'il  avait,  paratt-il,  Tintention  d'y  introduire  encore;  mais, 
tel  qu'il  est,  ce  Memoire  suffira  pour  faire  apprecier  au  lecleur  le  talent  61eve  que  possedait 
Hugoniot  et  T^lendue  de  la  perte  que  la  Science  a  faite  en  sa  personne. 

Youlant  respecter  la  pensee  de  TAuteur,  nous  n'avons  fait  subir  aucune  retouche  a  son 
travail;  nous  nous  sommes  homes  a  le  diviser  en  deux  Parties,  en  vue  des  necessites  de 
rimpression  :  la  seconde  Parlie  sera  inseree  dans  un  prochain  Gahier. 

Dans  celle  que  nous  publions  aujourdliui,  le  lecteur  reconnaitra  plusieurs  resultats  qui 
ne  sont  pas  nouveaux;  c'est  la  preuve,  non  d^un  defaut  d'erudilion,  mais  du  souci  constant 
qu'avait  I'Auteur  de  presenter,  dans  chacun  de  ses  Memoires,  tout  ce  qui  etait  necessaire 
pour  le  comprendre  en  son  entier.  {/Vote  de  la  /Redaction.) 
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equations,  specialement  sur  les  relations  qui  existent  entre  les  di verses 
integrales. 

L'esprit  eprouve  d'ailleurs  le  besoin  de  donner  aux  resultats  trop 
abstraits  de  T  Analyse  une  forme  plus  concrete.  C'est  ainsi  que  Ton  rend 
beaucoup  plus  nette  la  theorie  des  equations  aux  derivees  partielles  a 
deux  variables  iiidependantes  par  une  representation  geometrique,  en 
les  considerant  comme  definissant  une  classe  de  surfaces.  Mais,  quand  les 
variables  iiidependantes  sont  au  nombre  de  trois  ou  quatre,  cetle  repre- 
sentation devient  impossible,  a  moins  de  faire  intervenir  Tespace  a  quatre 
ou  cinq  dimensions,  ce  qui  exige  un  nouveau  degre  d'abstraction. 

Un  grand  nombre  d'equations  a  trois  ou  quatre  variables  prennent  au 
contraire  une  signification  precise  quand  on  les  regarde  comme  definis- 
sant le  mouvement  d'un  corps. 

2.  Je  ne  m'occuperai,  dans  ce  premier  travail,  que  du  cas  le  plus 
simple,  celui  ou  le  mouvement  du  corps,  s'eflectuant  par  tranches  paral- 
leles,  est  regi  par  une  equation  a  deux  variables  independantes.  Chaque 
integrale  pent  alors  etre  representee  par  une  surface  aussi  bien  que  par 
un  mouvement;  a  chaque  mouvement  correspond  une  surface,  a  chaque 
propriete  de  la  surface,  une  propriete  du  mouvement.  Souvent  les  pro- 
prietes  s'apercoivent  plus  aisement  par  la  representation  geometrique ; 
dans  d'autres  cas,  la  representation  mecanique  les  met  plus  nettement  en 
evidence.  En  un  mot,  pourTetude  des  integrales,!' Analyse,  la  Geometric 
et  la  Mecanique  se  pretent  un  mutuel  concours. 

3.  L' equation  aux  derivees  partielles  qui  regit  le  mouvement  d'un 
corps  n'est  qu*une  condition  generale  a  laquelle  tons  les  mouvementspar- 
ticuliers  doivent  satisfaire.  A  la  verile,  chaque  integrale  represente  un 
mouvement  possible  qui  subsisterait  generalement  sans  modification,  si  le 
corps  etait  indefini  dans  les  deux  sens. 

Mais  d'ordinaire  le  probleme  qu'il  s'agit  de  resoudre  est  le  suivant  : 
£tant  donne  un  corps  limite,  on  connait  Tetat  initial  ou  plutot  Tintegrale 
qui  represente  son  mouvement  a  Tinstant  initial.  Les  extremites  sont  sou- 
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mises  a  des  conditions  determinees.  On  demande  le  mouvement  ulte- 
rieur. 

Je  donne  la  methode  generale  que  Ton  doit  employer  pour  resoudre 
ce  probleme,  c  est-a-dire  que  j'indique  avec  precision  les  conditions  ana- 
lytiques  anxquelles  doivent  satisfaire  les  integrales  qui  en  expriment  la 
solution. 

Je  vais  exposer  sommairement  les  principes  de  cette  methode. 

Quand  le  mouvement  d'un  corps  s'effectue  par  tranches  paralleles,  il 
pent  arriver  qu'il  soil,  a  un  instant  donne,  divise  en  deux  parties  par  une 
section  ^  perpendiculaire  a  la  direction  des  vitesses,  le  mouvement  etant 
represente,  d'un  cote  de  ^,  par  une  certaine  integrale  et,  de  Tautre  cote, 
par  une  autre  integrale. 

La  tranche  ^  est  generalement  le  siege  d'un  phenomene  complexe,  par 
suite  duquel  de  nouvelles  integrales  prennent  naissance.  Toutefois,  dans 
certains  cas.  Tune  des  integrales  s'etend  purement  etsimplement  aux  de- 
pens  de  I'autre,  de  sorte  qu'a  Tinstant  suivant  les  mouvements  sont 
encore  representes  paries  integrales  primitives;  seulement  la  section  de 
separation  n'est  plus  la  menie. 

Lorsqu'il  en  estainsi,  je  dis  que  les  deux  mouvements  sont  compatibles 
entre  eux.  L'un  de  ces  mouvements  se  propage  dans  Tautre  avec  une 
certaine  vitesse  qui  est  la  vitesse  de  propagation. 

Quand  les  deux  mouvements  ne  sont  pas  compatibles,  il  nait,  dans  la 
tranche  de  separation,  un  nouveau  mouvement  compatible  avec  les  deux 
autres,  quise  propage  ensuite,  dans  les  deux  sens,  aux  depens  des  mouve- 
ments primitifs. 

4.  Le  mouvement  initial  d'un  corps  etant  donne,  ainsi  que  les  condi- 
tions imposees  aux  extremites,  il  se  developpe,  en  ces  derniers  points,  des 
mouvements  compatibles  avec  le  mouvement  primitif  et  qui  se  propagent 
a  ses  depens  chacun  dans  un  sens  oppose,  de  sorte  qu'ils  finissent  par 
faire  disparaitre  le  mouvement  initial  et  viennent  se  rencontrer,  Au  point 
de  renccintre nait  un  mouvement  compatible  avec  les  deux  precedents;  il 
se  propage  sans  modification  dans  les  deux  sens  jusqu'a  ce  qu'il  rencontre 
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une  des  extremites.  La  prend  naissance  un  nouveau  mouvement  qui  se 
propage  comme  les  precedents,  et  ainsi  de  suite. 

La  determination  analytique  du  mouvement  d'un  corps,  dans  les  con- 
ditions oil  Ton  s*est  place,  exige  done  que  Ton  calcule  une  infinite 
de  fonctions  analytiques,  differentes  les  unes  des  antres,  et  dont  chacune 
represente  le  mouvement  d'une  partie  du  corps  pendant  un  certain 
temps.  En  d'autres  termes,  il  ne  s'agit  pas  de  determiner  un  mouvement 
unique,  mais  une  infinite  de  mouvements  qui  se  succedent  suivant  une 
certaine  loi. 

Quand  Tun  de  ces  mouvements  prend  naissance  a  Tune  des  extremites, 
il  doit  satisfaire  a  la  condition  imposee  a  cette  derniere  et  etre  compatible 
avec  le  mouvement  primitif.  Cela  suffit  a  le  definir. 

Lorsque  le  nouveau  mouvement  prend  naissance  au  sein  du  corps,  an 
point  de  rencontre  de  deux  autres  mouvements,  il  doit  atre  compatible 
avec  les  deux  premiers,  et  ces  conditions  suffisent  encoi  2  pour  le  deter- 
miner. 

S.  Ce  sont  les  conditions  de  compatibilite  qui  fournissent  les  regies 
necessaires  a  la  determination  des  diverses  integrales  qui  representent  le 
phenomene.  Je  donne  dans  ce  Memoire  Texpression  analytique  des  condi- 
tions de  compatibilite. 

Celles-ci  prennent  une  forme  particulierement  remarquable  quand  les 
deux  mouvements  en  presence  donnent  constamment,  pour  la  section 
commune,  la  meme  vitesse,  la  meme  dilatation  et  la  meme  pression,  c'est- 
a-dire  quand  il  ne  se  produit  pas  de  discontinuite. 

Le  mouvement  que  Ton  etudie  pent  etre  represente  par  une  surface 
dont  Tordonnee  verticale  est  le  deplacement  u  d'une  tranche  x  a  Tinstant  f , 
les  coordonnees  horizontales  etant  Tabscisse  et  le  temps. 

On  saitque  ces  surfaces,  qui  figurent  les  integrales  d'une  meme  equa- 
tion aux  derivees  partielles,  peuvent  etre  regardees  comme  engendrees 
par  certaines  courbes  appelees  caracteristiques. 

Or,  quand  il  ne  se  produit  pas  de  discontinuites,  on  pent  enoncer  le 
theoreme  suivant  : 
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Les  surfaces  representatwes  des  deux  mouvements  compatibles  se  rax:- 
cordent  le  long  de  la  ligne  d' intersection  qui  est  une  caracteristique  com- 
mane  aux  deux  surfaces. 

II  en  resulte  que  la  vitesse  de  propagation  d'un  mouvement  A  dans  un 
mouvement  B  est  egale  au  coefficient  angulaire  de  la  projection  horizontale 
de  la  caracteristique  commune. 

Ce  theoreme  permet  de  calculer  la  vitesse  de  propagation  quand  on 
connait  seulement  le  moavement  B.  En  particulier,  si  ce  nionvement  est  le 
repos,  on  pent  calculer  la  vitesse  de  propagation  au  moyen  de  I'equation 
aux  derivees  partielles,  sans  effectuer  aucune  integration. 

6.  La  principale  application  de  la  methode  precedente  est  relative  aux 
fluides  non  conducteurs  et,  particulierement,  aux  gaz  parfaits,  renfermes 
dans  des  tuyaux  cylindriques.  Je  donne,  sous  forme  finie,  les  integrates 
representant  tousles  mouvements  qui  peuvent  se  propager  dans  ces  corps, 
supposes  primitivement  en  repos.  Ces  integrales  sont  representees  geome- 
triquement  par  des  surfaces  developpables. 

II  est  des  lors  facile  d'etudier  le  phenomene  de  la  deformation  des  ondes, 
jusqu'au  moment  ou  interviennent  les  reflexions. 

Les  integrales  dont  je  fais  usage  etaient  connues  depuis  longtemps ; 
mais  personne,  du  moins  a  ma  connaissance,  n  avait  songe  a  en  deduire 
les  proprietes  du  mouvement  des  fluides. 

Je  montre  ensuite  que  Tequation  aux  derivees  partielles  du  deuxieme 
ordre,  dont  on  fait  usage  d'ordinaire,  ne  represente  que  des  cas  trespar- 
ticuliers  du  mouvement  des  gaz.  Elle  doit  etre  modifiee  des  que  des  dis- 
continuites  s'introduisent.  Le  phenomene  n'est  represente  completement 
que  par  deux  equations  simultanees  du  qnatrieme  ordre  que  Ton  pent 
d'ailleurs,  par  des  changements  de  variables,  ramener  a  une  seule  equa- 
tion du  troisieme  ordre. 

7.  Le  Memoire  est  divise  en  cinq  Chapitres. 

Lespersonnes  qui  s'occupent  exclusivement  de  Mecanique  ou  de  Phy- 
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sique  sont  sou  vent  peu  familiarisees  avec  les  caracteristiques,  dont  on  fait 
im  si  grand  usage  dans  la  Geometric  superieure.  Le  Chapitre  1"  renferme 
une  theorie  sommaire  de  ces  courbes,  bien  suHisante  pour  Tintelligence 
des  Chapitres  suivants. 

Je  n'attache  a  ce  Chapitre  qu'une  importance  secondaire.  Toutefois 
j'y  donne  une  definition  precise  des  caracteristiques,  que  j'm  tout  lieu  de 
croire  nouvelle,  et  qui  conduit  immediatement  aux  deux  equations  spe- 
ciales  a  ces  courbes,  quel  que  soit  I'ordre  ou  la  forme  de  Tequation  aux 
derivees  partielles  a  deux  variables  consideree.  Cette  definition  se  genera- 
lise sans  difficulte  et  s'applique  aux  equations  a  n  variables  et  meme  aux 
systemes  d'equations  renfermant  plusieurs  fonctionsinconnues,  ainsi  que 
je  le  montrerai  dans  un  prochain  travail. 

8.  Le  Chapitre  II  est  consacre  a  la  recherche  des  equations  du  mouve- 
ment  par  tranches. 

On  admet  d'ordinaire  sans  demonstration  suffisante  que,  dans  le  mou- 
vement  d'un  gaz  parfait,  qui  ne  re^oit  pas  de  chaleur  du  dehors,  et  dont 
on  neglige  la  conductibilite  propre,  la  detente  de  chaque  tranche  s'ef- 
fectue  conformement  a  la  loi  adiabatique,  quel  les  que  soient  les  variations 
de  vitesse  que  subissent  les  molecules.  Je  demontre  rigoureusement,  au 
moyen  du  principe  del'equi valence,  que  cette  hypothese  est  exacte  quand 
la  variation  de  vitesse  s' effect ue  d'une  maniere  continue. 

Mais  les  choses  se  passent  d'une  maniere  bien  differente  quand  il  s'in- 
troduit  des  discontinuites  dans  le  mou vement.  Lorsqu'une  tranche  subit 
Teffet  d'une  discontinuite,  la  relation  primitive  entre  la  pression  et  le  vo- 
lume est  brusquement  modifiee. 

On  est  ainsi  conduit  a  laisser  subsister,  dans  Tequation  du  second  ordre 
qui  regit  le  mouvement,  une  fonction  arbitraire  dont  Texpression  initiale 
peut  changer  dans  le  cours  du  mouvement,  et  dont  Telimination  conduirait 
a  deux  equations  simultanees  du  quatrieme  ordre  ayant  une  caracteris- 
tique  commune. 

J'applique  une  methode  analogue  a  la  formation  des  equations  du 
mouvement  des  autres  fluides  non  conducteurs;  enfin  j'ai  encore  forme 
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ces  equations  pour  le  cas  oil  le  mouvement  s'effectue  par  couches  sphe- 
riques  concentriques. 

9.  Le  Ghapitre  III  renfernie  la  theorie  de  la  propagation  du  mouve- 
ment quand  il  ne  se  produit  pas  de  discontinuites.  La  methode  generale 
de  determination  des  integrales  y  estexposee  avec  details.  On  y  trouvera 
la  demonstration  dn  theoreme  d'apres  lequel  deux  integrales  compatibles 
ont  une  caracteristique  commune,  d'oii  il  resulte  que  la  vitesse  de  propa- 
gation est  representee  par  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  a  la  pro- 
jection liorizontale  de  la  caracteristique;  j*en  deduis  les  valeurs  de  la 
vitesse  de  propagation  pour  les  divers  corps  naturels. 

Certaines  consequences  meritent  d'etre  signalees. 

Dans  un  gaz  parfait  en  repos«  la  vitesse  de  propagation  est  egale  a  la 
vitesse  normale  du  son,  quel  que  soit  le  mouvement  qui  se  propagc,  jus- 
qu'au  moment  oil  il  s'introduit  des  discontinuites.  Cette  vitesse  est  la 
meme,  que  le  mouvement  s'effectue  par  tranches  paralleles  ou  par  cou- 
ches spheriques.  Enfin  elle  n'est  aucunement  modifiee  par  les  frottements 
ou  la  viscosite,  du  moins  si  Ton  regarde  cette  derniere  comme  n'ayant 
d'autre  effet  que  d'introduire  une  resistance  fonction  de  la  vitesse.  II  en  est 
de  meme  pour  tons  les  Huides  non  conducteurs. 

Je  donne  une  application  de  la  methode  de  determination  des  integrales 
au  mouvement  d*une  tige  elastique  verticale,  Bxee  a  sa  partie  superieure, 
el  portant  un  poids  a  Fautre  extremite,  probleme  dont  la  solution  n'avait 
pas  encore  ete  donnee  en  termes  finis. 

10.  L'etude  du  mouvement  d'un  fluide  non  conducteur,  renferme  dans 
une  enveloppe  cylindrique  impermeable  a  la  chaleur,  fait  Tobjet  du  Gha- 
pitre IV.  On  neglige  les  forces  exterieures,  les  frottements  et  la  viscosite. 

Le  fluide  etant  homogene  et  en  repos,  on  suppose  que  Tune  de  ses 
extremites  est  soumise  a  une  condition  determinee,  par  exemple,  qu'on 
lui  imprime  un  mouvement  connu.  Quelle  que  soit  la  condition  imposee  a 
cette  extremite,  pourvu  qu'elle  ne  comporte  pas  de  discontinuites,  je  de- 
montre  que  le  mouvement  qui  prend  naissance  en  ce  point  est  represente 
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geometriqueinent  par  une  surface  developpable.  Pour  un  fliiide  donne, 
toutes  ces  surfaces  developpables  appartieniient  a  une  meme  classe  definie 
par  une  equation  du  premier  ordre,  facile  a  deduire  de  I'equation  du 
second  ordre  qui  regit  le  mouvement.  Les  aretes  de  rebroussement  de 
toutes  ces  surfaces  ont  meme  indicatrice  spherique. 

Le  mouvement  correspondant  a  une  surface  developpable  se  propage 
dans  lefluideavec  une  vitesse  constante  jusqu'a  ce  qu'il  parvienne  a  Tautre 
extremite  oil  se  produit  un  phenomene  de  reflexion.  Toutefois,  un  phe- 
nomene  nouveau  prend  naissance  quand  le  mouvement  rencontre  I'arete 
de  rebroussement  de  la  surface.  II  se  developpe  alors  une  discontinuite 
dans  la  tranche  extreme  atteinte  par  le  mouvement.  Le  developpement  de 
cette  discontinuite  s'opere  ordinairement  d'une  maniere  progressive; 
mais,  a  partir  du  moment  ou  eile  a  pris  naissance,  Tequation  primitive  du 
second  ordre  cesse  de  regir  I'ensemble  du  mouvement;  car  la  relation 
entre  la  pression  et  la  dilatation  se  trouve  brusquement  modifiee  pour 
toutes  les  tranches  qui  en  subissent  Teffet. 

On  pent  meme  iraposer  a  Textremite  des  conditions  telles  que  la  dis- 
continuite en  question  prenne  naissance  brusquement.  Dans  ce  cas,  la  sur- 
face representative  du  mouvement  se  reduit  a  un  cone. 

H.  J'applique  ensuitela  theorie  generale  aux  gaz  parfaits,  et  je  donne, 
pour  ces  corps,  des  formules  completement  determinees  et  qui  convien- 
nent  quelle  que  soit  la  valeur  du  rapport  des  chaleurs  specifiques.  II  est 
cependant  necessaire  de  considerer  a  part  le  cas  ou,  ce  rapport  etant  egal 
a  r unite,  le  gaz  suivrait  la  loi  de  Mariotte,  car  un  grand  nombre  des  for- 
mules generales  deviennent  alors  illusoires. 

Je  donne  quelques  exemples  en  determinant  la  condition  imposee  a 
Textremite  et  j'etudie  la  maniere  dont  se  deforme  la  courbe  qui  repre- 
sente,  pour  un  instant  donne,  la  dilatation  ou  la  vitesse  des  differents 
points  du  gaz.  D'apres  la  theorie  ordinaire,  seule  enseignee  dans  lesCours 
de  Physique,  la  courbe  des  dilatations  se  deplacerait,  sans  se  deformer, 
avec  une  vitesse  constante.  En  realite,  la  courbe  se  deforme,  suivantune 
loi-d'nilleursextremement -simple. 
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Ainsi  qu'on  Ta  dejafait  observer,  le  phenomene  cesse  d'etre  represente 
completement  par  ces  formiiles  quand  ie  mouvement  rencontre  I'arete  de 
rebroussement  de  la  surface  representative.  I^a  distance  a  laquelle  a  lieu 
cette  rencontre  depend  naturellement  de  la  condition  imposee  a  Textre- 
mite.  Pour  I'air  atniospherique  dans  les  conditions  normales  de  tempera- 
tare  et  de  pression,  elle  est  inferieure  a  9™  lorsque  rextremite  du  tuyau 
est  fermee  par  une  lame  vibrante  faisant  5oo  vibrations  completes  a  la 
seconde,  avec  une  amplitude  de  a""".  Elle  est  en  raison  inverse  de  Tampli- 
tude  et  du  carre  du  nonibre  des  vibrations. 

Enfin  je  determine  la  loi  du  mouvement  qu'il  faudrait  donner  a  Textre- 
mite  pour  qu'il  se  produisit  brusquement,  a  une  distance  donnee  X,  une 
discontinuite  dansia  vitesse  des  tranches,  ainsi  que  dans  leur  dilatation, 
auquel  cas  la  surface  developpable  representant  Tintegrale  se  reduit  a  un 
cone. 

12.  Ce  Chapitre  renferme  encore  quelques  autres  resultats  interessants. 
Ainsi  je  determine  la  vitesse  limite  d'ecoulement  du  gaz,  vitesse  qui,  du  reste, 
ne  pourrait  elre  atteinte  que  si  le  fluide  conservait  les  memes  proprietes, 
meme  quand  sa  temperature  s'abaisse  au  zero  absolu.  Cette  vitesse  est 

egale  a  — -— ?  a  designant  la  vitesse  normale  du  son  dans  le  gaz  et  m  le 

rapport  des  chaleurs  specifiques. 

Je  considere  aussi  un  probleme  pose  par  Lagrange  et  auquel  Piobert  a 
consacre  la  plupart  de  ses  travaux,  a  cause  de  ses  applications  a  la  balistique 
interieure.  Une  colonne  gazeuse  est  en  repos;  Tune  de  ses  extremites  est 
fixe,  Tautre  limitee  par  un  piston  soumis  uniquement  a  la  pression  du  gaz  ; 
il  s'agit  de  determiner  le  mouvement  de  ce  piston.  Je  fais  voir  que,  con- 
trairement  aux  idees  de  Piobert,  le  mouvement  du  mobile  ne  pent,  pas 
plus  que  celui  du  gaz,  etre  represente  par  une  integrale  unique,  mais  qu'il 
depend  d'une  infinite  d'mtegrales  dont  chacune  represente  le  mouvement 
pendant  un  certain  temps,  Je  calcule  la  premiere  de  ces  integrates  qui  ren- 
fermerait  a  elle  seute  la  solution  du  probleme  si  la  colonne  gazeuse  avait 
une  longueur  infinie.  Dans  ces  conditions  la  vitesse  du  mobile  converge- 
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rait  vers  une  limite,  independante  de  sa  masse^  et  qui  serait  precisement 
egale  a  la  vitesse  liniite  d'ecoulement  -— — 

13.  J'aborde  dans  le  Chapitre  V  Tetiide  des  plienomenes  qui  se  pro- 
duisentquandil  s'introduit  des  discontinuites  dans  le  mouvement. 

Deux  cassonta  distinguer,  suivant  que  la  relation  qui,  dans  une  tranche, 
existe  entre  la  pression  et  la  dilatation,  depend  ou  ne  depend  pas  des 
transformations  qu'elle  a  subies. 

Quand  la  relation  entre  la  pression  et  la  dilatation  de  la  tranche  est  in- 
variable, le  mouvement  est  toujours  regi  par  la  meme  equation  aux  deri- 
vees  partielles  du  second  ordre.  C'est  ce  qui  a  lieu  pour  un  fluide  dont 
la  temperature  est  maintenue  constante  en  tons  les  points ;  on  pent  aussi 
admettre  quMI  en  est  de  meme  pour  un  solide  elastique. 

Dans  ce  cas,  la  condition  de  compatibilite  de  deux  mouvements 
s'exprime  par  une  equation  unique,  malgre  les  discontinuites.  Les  surfaces 
representant  les  mouvements  compatibles  se  coupent  suivant  des  courbes 
(jui  peuvent  etre  regardees  comme  la  generalisation  des  caracteristiques. 
Quand  Tequation  du  mouvement  est  absolument  lineaire,  ces  courbes  se 
confondent  encore  avec  les  caracteristiques;  la  condition  de  compatibilite 
est  alors  la  meme,  qu*il  s'introduise  ou  uoii  des  discontinuites. 

14.  Mais,  lorsque  la  relation  entre  la  pression  et  la  dilatation  d'uue 
tranche  depend  des  transformations  qu'elle  a  subies,  ainsi  que  cela  arrive 
pour  un  fluide  non  conducteur  auquel  on  ne  comnumique  pas  de  chaleur 
du  dehors,  le  phenomene  devient  plus  complexe.  Les  conditions  de  com- 
patibilite sont  au  nombre  de  deux. 

Deux  mouvements  A  et  B  non  compatibles  etant  en  pr^ence,  il  s'en 
developpe  un  autre  dans  chacune  des  deux  tranches  qui  sont  en  contact, 
et  les  deux  nouveaux  mouvements,  A'  et  B',  se  propagent,  le  premier  dans 
un  sens,  le  second  dans  Tautre,  aux  depens  des  mouvements  primitifs. 
La  tranche  commune  aux  deux  mouvements  A'  et  B^  est  toujours  la  meme; 
pour  cette  tranche,  les  vitesses  sont  egales,  ainsi  que  les  pressions;  mais  il 
n'en  est  pas  de  meme  des  dilatations. 
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lo.  Je  me  suis  borne  a  faire  {'application  de  ces  theories  generates  aiix 
gaz  parfaits  renfermes  dans  des  tuyaiix  cylindriques.  Parmi  les  resultats 
que  j'ai  obtenus,  plusieurs  meritent  d'etre  signales. 

Lorsqn'une  discontinuite  se  produit  dans  un  gaz  parfait,  cliacune  des 
tranches  qui  en  subitTeffeteprouve,  commeonsait,  nne  variation  brusque 
de  pression  et  par  suite  de  densite.  Or  je  demontre  que  le  rapport  entre 
la  densite  nouvelle  et  la  densite  primitive  est  toujours  compris  entre  deux 
limites  egales  a  — ^^^  et  — -—  >  in  designant  le  rapport  des  chaleurs  spe- 
cifiques.  Ce  theoreme,  qui  semble  paradoxal,  est  cependant  une  conse- 
quence directe  du  premier  principe  de  la  Thermodynamique. 

16.  Lorsque  deux  colonries  gazeuses  homogenes,  animees  chacune  d'un 
mouvement  de  translation  uniforme,  se  trouvent  juxtaposees,  les  mouve- 
ments  qui  prennent  naissance  dans  les  tranches  en  contact  sont  analogues 
aux  mouvements  primitifs,  c'est-a-dire  que,  pour  toutes  les  tranches 
atteintes  par  Tun  d'entre  eux,  la  vitesse,  la  pression  et  la  dilatation  sont 
les  memes.  Les  vitesses  sont  egales  dans  les  deux  nouveaux  mouvements; 
il  en  est  de  meme  des  pressions. 

La  pression  commune  aux  deux  mouvements  est  donnee  par  une  equa- 
tion algebrique  du  sixieme  degre  qui  possede  toujours  une  racine  reelle 
repondant  a  la  question. 

17.  Une  colonne  gazeuse  etant  en  repos  et  limitee  par  un  piston,  on 
peut  concevoir  qu'on  imprime  brusquement  a  ce  dernier  une  vitesse  finie 
que  Ton  maintient  ensuite  constante.  Dans  ces  conditions,  le  mouvement 
qui  prend  naissance  et  se  propage  dans  le  gaz  est  un  mouvement  uniforme 
de  vitesse  egale  a  celle  du  piston;  toutes  les  tranches  successivement 
atteintes  par  le  mouvement  acquierent  instantanement  cette  vitesse  et  su- 
bissent  une  variation  brusque  correspondante  de  pression  et  de  dilatation. 

Si  le  mouvement  du  piston  est  dirige  de  maniere  a  comprimer  le  gaz, 
la  vitesse  de  propagation  est  snperieure  a  la  vitesse  normale  du  son ;  elle 
augmente  indefiniment  en  meme  tenips  que  la  vitesse  du  piston. 

Mais,  quand  le  mouvement  du  piston  est  dirige  de  maniere  a  dilater  le 
gaz,  il  existe  une  vitesse  au  dela  de  laquelle  le  vide  absolu  se  produit  a 
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Tarriere  du  piston.  Cette  vitesse  est  egale  a  at/     .  ^_    >  a  designant 

comme  precedemment  la  vitCwSse  normale  du  son  et  m  le  rapport  des  cha- 
leurs  speciBques. 

La  vitesse  du  piston  croissant  de  zero  a  ai/'  ,     — r^  la  vitesse  de 

^  \    ni{nt  —  i) 

propagation  du  mouvement  diminue  depuis  a  jusqu'a  ^\/— —  " 

18.  La  question  de  la  resistance  que  Tair  oppose  au  mouvement  des 
corps  est  d'une  haute  importance,  surtout  au  point  de  vue  de  la  balistique 
exterieure;  mais  sa  determination  theorique  presente  des  difficultes  que 
Ton  ne  peut  encore  aujourd'hui  pretendre  a  surnionter.  Les  tentatives  de 
Newton,  dont  la  theorie  fondee,  il  est  vrai,  sur  des  hypotheses  plus  que 
contestables,  conduit  a  des  resultats  completement  en  desaccord  avec  les 
faits  observes,  ne  sont  pas  de  nature  a  encourager  les  recherches  des  geo- 
metres. 

Ge  qui  rend  la  question  si  difficile,  et  presque  inabordable  au  calcul, 
c'est  que  Fair  chasse  en  avant  par  le  projectile  s'ecoule  lateralement. 
dependant  I'etnde  du  mouvement  dun  mobile  d^ns  un  cylindre  empe- 
chant  Tecoulement  lateral  du  gaz  peut  fournir  a  ce  sujet  quelques  indica- 
tions utiles. 

On  trouvera  encore  cette  etude  dans  le  Chapitre  V.  Je  demontre  que  la 
resistance  opposee  par  le  gaz  au  mouvement  du  mobile  est  a  peu  pres 
proportionnelle  a  la  vitesse  quand  cette  derniere  est  tres  faible.  Le  coef- 
ficient de  proportionnalite  croit  avec  la  vitesse  ;  et,  quand  celle-ci  devient 
tres  grande,  la  resistance  est  sensiblement  proportionnelle  a  son  carre. 

II  est  a  remarquer  que  ce  dernier  resultat  est  d'accord  avec  les  expe- 
riences executees  dans  I'air  libre  (*);  toutefois  le  coefficient  de  propor- 
tionnalite est,  comme  on  devait  s'y  attendre,  inferieur  a  celui  qui  corres- 
pond au  mouvement  dans  le  cylindre,  II  en  est  environ  les  -^  pour  les 
boulets  cylindriques  lances  par  les  canons  rayes;  quand  il  s'agit  de  pro- 


(*)  HfiLiK,    Halistif/uc   experimentale,  2*^  edition,  t.   11,  p.  17761388.  Paris,  Gaiithier- 
Viliars;  1884. 
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jectiles  a  tete  hemispherique  ou  ogivale,  la  difference  est  encore   plus 
sensible. 

19.  On  me  pardonnera  de  n'avoir  pas  cite  les  noms  des  geometres 
qui,  avantmoi,  se  sont  occupes  de  ces  questions.  Un  historique  coniplet 
eut  exige  de  longs  developpements.  Get  historique  se  trouve  du  reste  en 
grandepartie  dans  la  Notice  que  M.  de  Saint- Venant  a  placee  en  tete  de 
son  commentaire  aux  OEuvres  de  Navier. 

II  est  vrai  que,  depuis  la  publication  de  cet  Ouvrage,  ont  paru  des  tra- 
vaux  importants,  parmi  lesquels  il  faut  citer  en  premiere  ligne  ceux  de 
M.  de  Saint- Venant  lui-meme  sur  le  choc  longitudinal,  et  un  remarquable 
Memoire  de  M.  Phillips  sur  le  mouvement  des  prismes  elastiques  soumis  a 
des  efforts  longitudinaux.  C'est  dans  ce  Memoire  de  M,  Phillips  qu'ap- 
paraissent  pour  la  premiere  fois  les  solutions  en  termes  finis  de  problemes 
que  les  geometres  traitaient  jusqu'alors  par  le  moyen  des  series  trigonome- 
triques. 

Je  dois  aussi  citer  M.  Darboux  dont  les  beaux  travaux  sur  les  equations 
aux  derivees  partielles  du  second  ordre  ne  pourront  manquer  de  trouver 
prochainement  leur  application  dans  la  Mecanique  el  la  Physique  mathe- 
matique. 


CHAPITRE  I. 

THfiORIE  DES  CARACTfiRISTlQUES. 


I.  —  Observations  generales. 

20.  L'etude  dw  mouvement  des  corps  naturels  conduit  a  des  equations 
aux  derivees  partielles  a  quatre  variables  independantes.  Considerant  en 
effet  trois  axes  de  coordonnees  Oxy  Oj,  Oz,  chaque  point  du  corps  est 
defini  par  les  trois  coordonnees  or,  j,  2,  correspondant  a  un  etat  deter- 
mine auquel  on  compare  tons  les  autres. 
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A  un  certain  instant  /,  les  coordonners  x^  r?  z  du  point  sont  devenues 
;v  -h  w,  r  -f-  t',  z  -f-  U\  Les  quantites  w,  i^,  cv  sont  des  fonctions  des  quatre 
variables  independantes  ^r,  /,  2,  t  et  satisfont  en  general  a  trois  equations 
aux  derivees  partielles  dont  la  forme  depend  de  la  nature  du  corps. 

Dans  certains  cas  le  mouvenient  du  corps  s'effectue  par  tranches  pa- 
ralleled^. II  exisle  alors  dans  I'espace  une  direction  MM',  telle  que  tons  les 
points  cPune  nieme  section  perpend iculaire  a  MM'  ont  a  chaque  instant 
des  vitesses  egales  et  paralleles  a  cette  droite. 

Si  Ton  prend  alors  MM'  pour  axe  des  Xj  on  pent  poser  constamment 
(^  =  (V  =  o;  la  fonction  u  reste  seule  a  determiner,  niais  elle  depend  uni- 
quement  des  deux  variables  j:et  t.  Le  mouvement  est  alors  regi  par  une 
seule  equation  aux  derivees  partielles  a  deux  variables  independantes 
seulement. 

Je  n'etudierai  dans  ce  travail  que  les  mouvements  par  tranches  paral- 
leles, me  reservant  de  generaliser  plus  tard  les  resultats. 

Mais  il  est  indispensable  de  presenter  d'abord  quelques  considerations 
generates  sur  les  equations  aux  derivees  partielles  a  deux  variables  inde- 
pendantes, considerations  qui  seront  d'un  grand  secours  pour  Tintelli- 
gence  des  phenomenes  du  mouvement. 

Cette  etude  preliminaire  est  Tobjet  de  ce  Chapitre.  Les  theories  qui  s'y 
trouvent  exposees  ne  sont  pas  ahsolument  nouvelles;  mais  elles  sont 
actuellement  disseminees  dans  les  Ouvrages  de  Monge  et  d' Ampere  et 
n'ont  point  encore  ete,  du  nioins  a  ma  connaissance,  rennies  de  maniere  a 
former  un  corps  de  doctrine, 

21.  Dans  les  equations  aux  derivees  partielles  du  second  ordre  qui 
regissent  les  mouvements  par  tranches  paralleles,  on  represente  d'ordi- 
naire  par  u  la  fonction,  par  or  et  t  les  variables  independantes  dont  Tune 
designe  Tabscisse  de  la  tranche  et  Tautre  le  temps.  Mais,  quand  on  consi- 
dere  les  equations  aux  derivees  partielles  a  un  point  de  vue  purementana- 
lytique,  il  est  plus  commode  de  faire  usage  des  notations  de  Monge  et 
d' Ampere,  qui  seront  adoptees  dans  ce  Chapitre. 

IjB  fonction  sera  done  designee  par  z  et  les  variables  independantes  par 
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X  et  /.  On  posera  ensuite 

dz  dz 

(}'  z  d'^z  <)'  z 

ox-  ax  oj  Oj- 


On  passerait  de  ces  notations  a  celles  qui  seront  usitees  dans  les  Gha- 

du  du 


pitres  suivanls  en  remplacant  z  par  w,  j  par  tj  p  par  ^,  q  par  -^^  etc 


22.  Toute  relation  entre  la  fonction  z^  les  variables  x  et  /,  et  les  de- 
rivees  p^  q^  r,  s^t^  ...  constitue  une  equation  aux  derivees  partielles  a 
deux  variables  independantes.  L'ordre  decette  equation  est  celui  des  de- 
rivees les  plus  elevees. 

Parmi  les  equations  d'ordre  /?,  celles  qui  sont  lineaires  par  rapport  aux 
derivees  de  l'ordre  le  plus  eleve  jouissent  de  proprietes  particulieres  et 
doivent  etre  distinguees  des  autres. 

Vine  equation  est  absolument  llneaire  quand  toutes  les  derivees  aiiisi 
que  la  fonction  n'y  entrent  que  lineairement,  de  sorte  que  les  coefficients 
de  Zy  p^  q,  ry  Sy  tj  ...  sont  simplement  des  fonctions  de  x  ely. 

23.  Toute  fonction  z  de  a?  et  j  qui,  substituee  dans  Tequation,  la  rend 
identique  est  dite  une  integrale  de  V equation. 

Les  equations  absolument  lineaires  jouissent  d*une  propriete  reniar- 
quable,  consistant  en  ce  que  la  somnie  de  deux  integrales  est  encore  une 
integrale. 

line  equation  aux  derivees  partielles  admet  une  infinite  d'integrales. 
Dans  certains  cas  tres  particuliers,  toutes  les  integrales,  a  Texception  de 
quelques-unes ,  dites  integrales  singulieres ,  peuvent  etre  representees 
par  une  seule  expression  analytique  qui  se  presente  sous  forme  explicite 
ou  implicite  et  constitue  ce  que  Ton  appelle  V integrale  generale. 

Mais  d'ordinaire  il  n'en  est  pas  ainsi ;  il  faut  se  borner  a  rechercher  les 
proprietes  generales  des  integrales  d'une  equation  donnee,  sauf  a  deter- 
miner, pour  chaque  probleme  particulier,  Texpression  analytique  de  Tin- 
tegrale  qui  en  exprime  la  solution. 

LVW  Cahier.  3 
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Toute  integrale  d'une  equation  aux  derivees  partiellesa  deux  variables 
independantes  peut  etre  regardee  comme  Tequation  d'une  surface  rap- 
portee  a  trois  axes  de  coordonnees  rectangulaires  Oj?,  Oy,  Oz.  La  consi- 
deration de  cette  surface,  dite  surface  integrale,  est  d'une  grande  utilite. 

L'equation  aux  derivees  partielles  est  la  traduction  d'une  propriete  geo- 
metrique  commune  a  toutes  les  surfaces  integrales. 

If.  —  Des  caract^ristiques.  —  Cas  ou  l'^quation  est  lineaire 

PAR    RAPPORT    AUX    DERIVEES    DE    l'oRDRE    LE    PLUS    ELEVE. 

24.  Les  surfaces  integrales  d'une  equation  donnee  peuvent  etre 
regardees  comme  engendrees  par  le  deplacement  d'une  certaine  courbe, 
qui  se  deforme  en  se  deplacant  et  a  laquelle  Monge  a  donne  le  nom  de 
caracteristique. 

Les  caracteristiques  jouent  un  role  important,  non  seulement  au  point 
de  vue  de  la  generation  des  surfaces,  mais  encor.e  dans  les  problemes  du 
mouvement. 

Afin  de  les  definir  avec  clarte,  on  considerera  d'abord  une  equation 
lineaire  par  rapport  aux  derivees  de  Tordre  le  plus  eleve.  Pour  fixer  les 
idees,  on  supposera  qu'il  s'agisse  d'une  equation  du  second  ordre,  mais 
la  generalisation  n'offre  aucune  difficulte. 

Soit  done 

Hr  -4-  sK^  +  ht  +  M  =  o 

une  equation  du  second  ordre,  lineaire  en  r,  s^  f,  et  dans  laquelle  H,  K, 
Ij,  M  designent  des  fonctions  quelconques  de  x^  j,  z,  y?,  q. 

Soit  ^,=/i(^,  jr)  ^^^  integrale  de  cette  equation  :  elle  peut  etre  re- 
presentee par  une  surface.  On  appellera  caracteristique  de  cette  surface 
les  courbes  suivant  lesquelles  elle  peut  etre  coupee  par  une  autre  surface 
integrale,  z^=^f^{x^  y),  de  maniere  que  les  derivees  du  premier  ordre 
soient  egales  le  long  de  I'intersection  sans  qu'il  en  soit  de  meme  des  de- 
rivees du  second  ordre.  Les  deux  surfaces  z^  et  z^  se  raccorderaient  ainsi 
le  long  de  leiir  intersection. 
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On  va  prouver  que  ces  courbes  existent  et  qu'elles  satisfont  a  nne 
meme  equation  differentielle. 

23.  Par  hypothese,  les  trois  equations  suivantes  sont  satisfaites  le  long 
de  rintersection  des  deux  surfaces  z^  et  z^ 

z,  —  z^  =  o, 
Pi  —  P2  =  o,         7.  — ^2  =  0. 

On  peut  difFerentier  les  deux  dernieres,  en  regardant  j  comme  une 

fonction  de  x  deBnie  par  la  premiere  qui  represente  evidemment  la  pro- 

dv 
jection  horizontale  de  I'intersection  des  deux  surfaces,  de  sorte  que  -r- 

est  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  a  cette  projection.  Gette  diffe- 
rentiation donne 

(2)  ^i—  ^2-^    i^^—  ^2)^=0. 

D'aulre  part,  en  substituant  dans  Tequation  proposee  z^^  puis  z^^  et 
faisant  la  difference  des  resultats,  on  obtient,  puisque  les  derivees  p  et  q 
sont  egales  le  long  de  T intersection, 

(3)  H(r,  —  r,)  +  2K(^,  —  s,)  +  L{t,  - 1,)  =  o. 

Les  equations  (i),  (2),  (3)  doivent  etre  verifiees  tout  le  long  de  Tinter- 
section.  EUes  sont  d'ailleurs  homogenes  par  rapport  anx  trois  differences 
r,  —  Tj,  s^  —  ^2,  t^ — t^.  Si  done  les  derivees  du  second  ordre  ne  sont 
pas  egales  le  long  de  Tintersection,  il  faut  que  le  determinant  s'annule,  ce 
qui  donne  la  condition 

G'est  une  equation  differentielle  ordinaire  du  premier  ordre  qui  definit 
les  caracteristiques  de  la  surface  z,  quand  celle-ci  est  donnee,  car  les  coef- 
Kcients  H,  K,  L  sontalors  des  fonctions  connues  de  oc  et  de  r. 

Pour  chaque  systeme  de  valeurs  de  x  et  de  y,  c'est-a-dire  pour  chaque 
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point  de  la  surface  z, ,  le  coefficient  angulaire  de  la  caracteristique  possede 
deux  valeurs  correspondant  aux  racines  de  I'equation  precedente.  Ainsi, 
par  chaque  point  de  la  surface  passent  deux  caracteristiques. 

On  pent  regarder  les  caracteristiques  dela  surface  coinme  formant  deux 
systenies  distincts  correspondant  cliacun  a  Tune  des  racines  de  Tequa- 
tion  (4).  II  est  clair  que  la  surface  z,  pent  etre  regardee  comme  engendree 
par  Tun  ou  Tautre  de  ces  deux  systemes  de  courbes. 

Une  surface,  telle  que  z, ,  pent  evidemment  etre  engendree  par  une  infi- 
nite de  systemes  de  courbes.  Mais,  parmi  tons  ces  systemes,  les  caracteris- 
tiques jouissent  d'une  propriete  particuliere.  Si,  en  effet.  on  considere 
une  autre  surface  integrale  z^  se  raccordant  avec  la  premiere  suivant  la 
ligne  d'interseclion,  cette  derniere  est  une  caracteristique  commune  aux 
deux  surfaces  z,  et  z^.  Soit  G  cette  courbe  d' intersection.  Quand  la  carac- 
teristique du  meme  systeme  se  deforme  et  se  deplace  pour  engendrer  la 
surface  z,,  il  arrive  un  moment  oil  elle  vient  se  confondre  avec  C,  et  Ton 
peut  alors  passer  de  la  surface  z,  a  la  surface  z^  sans  changer  le  mode  de 
generation. 

r.a  surface  obtenue  sera  constituee  par  une  portion  de  z,  et  une  portion 
de  z^  et  jouira  neanmoins  de  toutes  les  proprietes  des  surfaces  integrales. 
Seulement  on  rencontrera  une  discontinuite  dans  les  derivees  secondes 
tout  le  long  de  la  courbe  C. 

Le  mode  de  generation  par  les  caracteristiques  est  done  preferable  a 
tout  autre,  caril  permet  de  passer  d'une  surface  integrale  a  une  autre. 

Quand  la  surface  integrale  z,  n'est  pas  donnee,  I'equation  (4)  est  gene- 
ralement  insuffisante  pour  donner  quelques  notions  sur  la  forme  de  la 
courbe.  Toutefois,  si  Fequation  aux  derivees  partielles  est  absolument 
lineaire,  les  coefficients  de  I'equation  (4)  dependent  uuiquement  de  x  et 
de  j>',  de  sorte  que  les  projections  horizontales  des  caracteristiques  sont  les 
memes  pour  toutes  les  surfaces  integrales  et  peuvent  etre  determinees  par 
I'integration  d'une  equation  diiferentielle  ordinaire  du  premier  ordre. 

La  meme  propriete  subsiste  encore  quand,  I'equation  proposee  n'etant 
pas  absolument  lineaire,  les  coefficients  des  derivees  les  plus  elevees  sont 
independants  de  z,  p  et  q. 


PROPAGATION    DU    MOUVEMENT    DANS    LES    CORPS.  21 

26.  II  existe  une  deuxieme  equation  qui  a  lieu  tout  le  long  d'une  carac- 
teristique  determinee;  elle  correspond  d'ailleurs  a  une  propriete  nouvelle 
qui  pourrait  servir  de  definition  a  cette  courbe. 

Si  Ton  considere  une  courbe  definie  tracee  sur  une  surface  integrale,  on 
obtient,  en  differentiant  le  long  de  cette  courbe  les  derivees  du  premier 
ordre, 

ax  ax 

dv  dx 

Multipliant  ces  equations  par  X,  \l  et  ajoutant,  il  vient 

On  pent  chercher  a  determiner  X  et  fx,  de  maniere  que  le  second  membre 
devienne,  a  un  facteur  constant  pres,  identlque  avec  Tensemble  des  termes 
qui,  dans  I'equation  proposee,  sont  affectes  des  derivees  du  deuxieme 
ordre.  II  faut,  pour  cela,  que 

X — aH  =  o,         X~^-f-}jL — 2aK  =  o,         jx-^  —  aL  =  o. 

Ces  equations  sont  homogenes  en  A,  il^  a;  elles  ne  peuvent  adniettre 
unsysteme  de  solutions  different  de  zero  que  si  le  determinant  s'annule, 
ce  qui  donne  la  condition 


«(£y-^'^i+L=o, 


laquelle  n'est  autre  que  I'equation  des  caracteristiques.  Ainsi,  pour 
qu'on  puisse  determiner  \  et  jjt.,  conformement  a  la  condition  qu'on  s'est 
imposee,  il  faut  et  il  suffit  que  la  courbe  consideree  soit  une  caracteris- 
tique. 

Faisant  alors  a  =  i ,  on  trouve 
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et  par  suite  on  a^  le  long  de  la  caracteristique, 

Mais,  en  vertu  de  Tequation  proposee,  le  second  membre  est  egal  a  —  M. 
Ainsi 

(5)  Hj-H(.K-H|)g  +  M  =  o. 

G'est  la  deuxieme  equation  des  caracteristiques. 

27.  En  plus  des  equations  (4)  et  (5),  qui  sont  speciales  aux  caiacte- 
ristiques,  il  en  existe  une  autre  qui  a  lieu  le  long  de  toute  courbe  tracee 
sur  la  surface.  C'est  la  suivante  : 

(«)  IG-P  +  IJi' 

Le  long  d'une  caracteristique,  les  quantites  j,  z^  p  etq  peuvent  etre 
regardees  comme  des  fonctions  de  la  variable  ajquine  pourraient  etre  de- 
finies  qu'au  moyen  de  quatre  equations.  Or  on  ne  possede  que  les  trois 
equations  (4)9  (5)  et  (6)  qui  sont  insufOsantes  pour  la  determination  des 
quatre  fonctions  inconnues,  de  sorte  que,  le  long  de  Tune  de  cescourbes, 
on  pent,  en  general,  se  donner  Tune  des  quatre  fonctions/,  z^  p  on  q\ 
les  caracteristiques  sont  done,  d'ordinaire,  bien  loin  d'etre  determinees, 

Toutefois  il  existe  des  cas  d'exception.  Ainsi,  quandles  coefficients  des 
derivees  du  second  ordre  sont  fonctions  de  a?  et  /  seulement,  la  fonction 
y  est  determinee,  sauf  une  constante  arbitraire,  et  Ton  ne  pent  se  donner 
a  volonte  que  Tune  des  fonctions  z,  p  ou  q.  II  pent  meme  arriver  que  les 
caracteristiques  soient  completement  determinees  de  forme. 

C'est  ainsi  que,  si  Ton  considere  {'equation 

r  -h  2fl^4-a^^  =  o, 
la  premiere  equation  des  caracteristiques  a  ses  deux  racines  egales  et  se 
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reduit  a 

-^=:a,  d'oii         y  z=z  ax-i-  b. 

Les  deux  autres  equations  sont 

dp  da  dz 

La  premiere  donne  p  -\-  aq^=(L^(L  designant  une  constante  arbitraire, 
et  la  deuxieme  exige,  par  suite,  que 

Les  caracteristiques  sont  alors  des  lignes  droites.  L'indetermination  ne 
porte  que  sur  les  fonctions  p  et  q^  dont  Tune  peut  etre  prise  a  volonte. 

Pour  I'equation  que  Ton  vient  d'examiner  les  deux  racines  de  Tequa- 
tion  (4)  sontegales.  Les  equations  aux  derivees  partielles,  qui  jouissent  de 
cette  propriete  d' avoir  leurs  caracteristiques  confondues,  se  distinguent 
nettement  des  autres  et  devraient  faire  Tobjet  d'une  etude  speciale,  qu'il 
n'y  a  pas  lieu  d'entreprendre  ici,  car  on  ne  rencontrera  pas  d'equations 
de  ce  genre  dans  les  problemes  de  la  propagation  du  mouvement. 

Je  ne  m'occuperai  pas  davantage  de  Texamen  des  cas  oil  Ton  parvient, 
au  moyen  des  equations  des  caracteristiques,  a  determiner  Tintegrale  ge- 
nerale  de  Tequation  proposee.  Ces  recherchesne  seraientque  d'unefaible 
utilite  pour  Tetude  des  problemes  de  la  propagation  du  mouvement  dans 
les  corps,  telle  qu'elle  doit  etre  faite  ici. 

28.  La  theorie  relative  aux  equations  du  deuxieme  ordre  se  generalise 
avec  une  telle  facilite  qu'on  se  bornera  a  enoncer  les  resultats  relatifs  a 
une  equation  d'ordre  n  lineaire  par  rapport  aux  derivees  de  Tordre  le  plus 
eleve. 

Les  caracteristiques  d'une  surface  integralez,  sont  les  courbes  suivant 
lesquelles  cette  surface  peut  etrecoupee  par  une  autre  integrale  z^,  dema- 
niere  que,  le  long  de  la  ligne  d'intersection,  les  derivees  des/2  —  i  pre- 
miers ordres  des  fonctions  3,  et  Zj  soient  egales  sans  qu'il  en  soit  de  meme 


t 
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des  derivees  d'ordre  n.  Les  deitx  surfaces  z^  et  z^  qui  se  ooupent  dans 
ces  conditions  admettent  la  courbe  d'intersection  comme  caracteristique 
commune. 

Les  caracteristiques  d*une  equation  d'ordre  n  sont  done  les  generatrices 
naturelles  de  ses  surfaces  integrates. 

Soit 

1' equation  proposee ;  Tequation  des  projections  horiztontales  des  caracteris- 
tiques est 


(7)  A(i)"-B(|)-Vc(|)"- 


±R  =0. 


II  existe  n  systemes  de  caracteristiques. 

La  deuxieme  equation  speciale  a  ces  courbes  s'obtient  comme  pour  le 
deuxieme  ordre.  Soient  co^,  co^,  . . . ,  (o^  les  n  derivees  d'ordre  //  —  i  ; 
cette  deuxieme  equation  est 


(8) 


Enfin  on  doit  joindre  aux  equations  precedentes  celles  que  Ton  obtient 
en  differentiant,  le  long  d'une  courbe  quelconque,  la  fonction  z  et  ses  deri- 
vees jusqu' a  Tordre  n  —  a>  savoir 

Idz  ,      dy 

dp  dy  da  ^  dy 

ax  dx  dx  dx 

etc. 

Comme  il  existe  n  —  i  derivees  d'ordre  n  — 2,  les  equations  (9)  sont 
an  nombre  de  ^\^^~^K  l^  nombre  des  equations  qui  ont  lieu  le  long  de  la 

caracteristique  est  ainsi  egal  a  ^^^~  -  -f-  2, 
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Mais  ces  equations  renferment  comme  fonctions  incounues  j,  z  et  les  de- 
rivees  de  z  jnsqu'a  I'ordre  n  —  i ;  le  nombre  des  fonctions  inconnues  est 

ainsi  egal  a  — -f-  i . 

Le  nombre  des  fonctions  surpasse  celui  des  equations  de 

— ^^ ^  -h  I ^^ —  'X=zn  —  I . 

On  pent  done,  en  general,  se  donner  arbitrairement,  le  long  de  la 
courbe,  //  —  i  de  ces  fonctions;  les  autres  serontalors  determinees.  11  y 
a,  bien  entendu,  des  cas  particuliers  oil  certaines  des  fonctions  sont  don- 
nees  a  Tavance.  Si,  par  exemple,  inequation  proposee  est  absolument 
lineaire,  la  fonctionj  est  determinee  parTequation  (7),  sauf  des  constantes 
arbitraires. 

Pour  le  premier  ordre,  le  nombre  des  fonctions  est  egal  a  celui  des  equa- 
tions et  les  caracteristiques  sont  entierement  determinees. 

III.    —    CaKACTERISTIQUES     des     equations     qui     NE     sont     pas     LINEAIRES 
PAR    RAPPORT    AUX    D^RIVEES    DE    L*ORDRE    LE    PLUS    ELEVE. 

29.  La  definition  qui  vient  d'etre  donnee  pour  les  caracteristiques  doit 
etre  raodiBeequand  Tequation  proposee  n'est  pas  lineaire  par  rapport  aux 
derivees  de  I'ordre  le  plus  eleve.  A  proprement  parler,  cette  modification 
n'est  autre  qu'une  generalisation,  car  la  definition  nouvelle  conduit,  pour 
les  equations  lineaires,  aux  memes  resultats  que  la  precedente.  G'est  uni- 
quement  pour  rendre  I'expositionplus  claire  que  celles-ci  ont  ete  conside- 
rees  tout  d'abord. 

Pour  eviter  une  trop  grande  complication  dans  les  notations  et  dans  les 
formules,  on  se  bornera  encore  a  presenter  la  theorie  pour  une  equation  du 
second  ordre. 

(1)  ¥{x,y,z,p,q,r,  s,  t)  =  o. 

Soit  z  une  integrate  de  cette  equation.  On  representera  par  z~h^z  une 
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integrale  infjniment  voisine,  Oz  designant  la  variation  eprouvee  par  ia 
fonction  quand,  x  ety  restant  lesmemes,  on  passe  de  la  premiere  integrale 
a  la  seconde.  On  doit  avoir 

F(^,  J,  z  -f-  oz, /?  +  0/7,  ^+  oq,  r  -hor,  s-h^Sy  f -f-  oe)  =  o, 

d'ou  Ton  tire 


(^) 

dF  -.         dF 
dr  "'  +  ds 

dF 

dF 

dp 

Zp 

dF 
■^dq 

dF 

'"'l-^Tz 

Mais  on  a 

> 

-.d^z 

d^oz 
~  dx'  ' 

os  = 

=  0 

d^z 
dxd) 

d'oz 
~  dxdj' 

L' equation  (a)  pent  done  etre  regardee  comme  une  equation  aux  deri- 
vees  partielles  du  deuxieme  ordre,  dans  laquelle  la  fonction  inconnue 
est  Oz.  Les  coefficients  de  8r,  85,  . .  • ,  8z  sont,  il  est  vrai,  des  fonctions 
non  seulement  de  x  et  j,  mais  encore  de  z,/?,  ^,  r,  s,  t.  Toutefois,  Tin- 
tegrale  z  etant  supposee  donnee,  ces  coefficients  peuvent  etre  exprimes 
en  fonction  de  x  et  j,  et,  par  suite,  I'equation  (a)  est  absolument  lineaire. 
On  peut  done  ecrire  immediatement  Tequation  de  ses  caracteristiques, 
savoir 


^^  dr  \dx)  ds  (Ix    ^ 


dF_ 

dt 


Une  surface  integrale  etant  donnee,  ces  courbes  sont  entierement  defi- 
nies  par  Tequation  qui  precede;  on  les  regardera  comme  les  caracteris- 
tiques de  cette  surface. 

Les  caracteristiques  des  surfaces  integrales  d'une  equation  non  lineaire 
par  rapport  aux  derivees  de  I'ordre  le  plus  eleve  sont  les  courbes  suivant 
lesquelles  chacune  de  ces  surfaces  peut  etre  rencontrec  par  une  surface  inte- 
grale infiniment  voisine,  de  maniere  que,  les  derivees  du  premier  ordre 
etant  rigoureusement  egales  le  long  de  Tintersection,  les  derivees  du 
second  ordre  presentent  une  discontinuite.  Gette  discontinuite  est,  d'ail- 
leurs,  infiniment  petite;  en  d'autres  termes,  elie  converge  vers  zero  en 
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meme  temps  que  la  difference  8z  des  ordonnees  des  surfaces  infiniment 
Yoisines. 

50.  On  peut,  comme  pour  Tequation  lineaire  en  r,  s^  t,  former  une 
deuxienie  equation,  speciale  aux  caracteristiques.  Represeutant,  en  effet, 
par  w,  2^/,  (V  et  1^  les  quatre  derivees  du  troisieme  ordre  de  la  fonction  z, 
on  a,  lelong  d'une  courbe  quelconque  tracee  sur  la  surface, 

ftr  dy 

-1-  =  fl  -^  lU  -j-y 
ax  ax 

(4)  ii  =  ''^-^"^^' 

dc  dy 

Hx  dx 

Differentiant  Tequation  proposee  par  rapport  a  a?,  on  obtient 

N  designant  Tensemble  des  termes  independants  des  derivees  du  troisieme 
ordre. 

Multipliant  les  deux  premieres  equations  (4)  par  >.,  [x  et  ajoutant,  on 
pent  chercher  a  disposer  de  ces  coefficients  de  maniere  que  le  second 
membre  de  Tequation  reproduise,  a  un  facteur  constant  pres,  Tensemble 
des  termes  qui,  dans  (5),  sont  affectes  des  derivees  du  troisieme  ordre.  II 
faut,  pour  cela,  que  Ton  ait 

dF  ^  dy  d¥  dy  dF 

dr  '  dx         ^  ds  '  ^     dx  dt  ' 

soit  trois  equations  homogenes  en  X,  jjl,  a.  Pour  qu'elles  soieat  compa- 
tibles, le  determinant  doit  s*annuler.  En  exprimant  cette  condition,  on 
retrouve  precisement  Tequation  (3)  des  caracteristiques. 

Si  done  la  courbe  consideree  est  une  caracteristique,  le  probleme  est 
possible;  faisanta=  i,  on  trouve 

\—  ^  f   — !^_^  fd 

dr  •  ds  dr   dx 
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La  deuxieme  equation  des  caracteristiques  est  done 

Si  Ton  avail  considere  les  deux  dernieres  equations  (4)  et  qu'on  eut 
diffeientie  Tequation  proposee  (i)  par  rapport  a  j,  on  aurait  obtenu  une 
autre  equation  qui  peut  s'ecrire 

wi  yos       dt  djj dx '^  dt  dx^  ^'  dx~  '• 

Mais,  si  Ton  ajoute  les  equations  (6)  et  {7)  et  si  Ton  tient  compte  de 
Tequation  (3),  on  obtient 

d¥  dr         d¥  ds  d¥  dt  ^         ^    ^^  —  n 

~d;'di'^'dldi'^~didi^^^'^'^'dx~^' 

ce  qui  n'est  autre  que  Tequation  proposee  differentiee  le  long  de  la  ca- 
racteristique. 

L'equation  (7)  n'est  done  pas  nouvelle,  car  c'est  une  consequence  de 
la  proposee  et  de  Tequation  (6).  II  est  preferable  de  remplacer  Tequa- 
tion  (7)  par  la  proposee,  puisque  celle-ci  se  trouve  tout  integree  par 
THppoi  t  aux  fonctions  inconnues. 

31.  Les  equations  des  caracteristiques  contiennent  ici  sept  fonctions 
inconnues  de  x^  savoir  j,  2,  p^  q^  r,  .v,  ^,  qui  doivent  satisfaire  k  la  pro- 
posee, aux  equations  (3)  et  (6)  et,  en  outre,  aux  suivantes 

dx        '  '  dx'  dx  dx'  dx      ^  dx 

II  n'existe  done  que  six  equations  pour  determiner  sept  fonctions  incon- 
nues, de  sorte  que  Tune  de  ces  dernieres  reste  encore  arbitraire.  L'inde- 
termination  est  la  meme  que  dans  le  cas  des  equations  lineaires. 

32.  Iva  tlieorie  des  caracteristiques  s'etend  sans  difBculte  aux  equations 
d'ordre  n.  II  existe  deux  equations  speciales  a  ces  courbes  et  qui  sont  ana- 
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logues  aux  equations  (3)  et  (6)  :  il  faut  y  joindre  Tequation  proposee  et 
eelles  que  Ton  obtient  en  differentiant,  le  long  de  la  courbe,  les  derivees 
desn —  1  premiers  ordres.  Le  nombre  des  equations  obtenues  est  ainsi 
egal  a 

Mais  elles  renferment  comnie  fonctions  inconnues  de  x  d'abord  j  et  z, 
puis  les  derivees  jusqu'a  I'ordre  /i,  de  sorte  que  le  nombre  des  fonctions 
inconnues  est  egal  a 

2 

Le  nombre  des  fonctions  inconnues  surpasse  celui  des  equations  de 

("  +  ')("  +  ^)  +  .  _  "("  +  ')  _  3  =  „  _  , . 

2  2 

L'indetermination  est  la  meme  que  si  I'equation  proposee  etait  lineaire 
par  rapport  aux  derivees  de  Tordre  le  plus  eleve.  On  pent  se  donner  arbi- 
trairement  n  —  i  des  fonctions  inconnues.  Ce  n'est  que  dans  le  premier 
ordre  que  la  determination  des  fonctions  est  complete. 

On  voit  aussi  que  les  caracteristiques  doivent  etre  regardees  comme  les 
generatrices  naturelles  des  surfaces  integrales.  En  effet,  quand  la  caracte- 
ristique  se  deforme  et  se  deplace  de  maniere  a  engendrer  une  surface,  il 
est  permis,  en  passant  d'une  caracteristique  a  la  suivante,  de  passer  de  la 
surface  consideree  a  une  autre  surface  integrale  infiniment  voisine.  Cela 
permet  de  considerer  comme  une  surface  integrale  unique  deux  surfaces 
qui,  suivant  la  ligne  d'intersection,  ont  toutes  leurs  derivees  egales  jusqu'a 
Tordre  n. 

IV.  —  Application  aux    equations  nu   premier   okdre. 

33.  Afin  de  preciser  les  theories  generales  developpees  plus  haut,  on 
va  en  faire  Tapplication  aux  equations  du  premier  ordre  pour  lesquelles 
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les  caracteristiques  sont  entierement  detern)inees ;  car  le  nombre  des  equa- 
tions est  alors  egal  a  celtii  des  fonctions  inconnues. 
Soit  d'abord  I'equation  lineaire  du  premier  ordre. 

oil  P,  Q  et  R  designent  des  fonctions  de  j?,  j,  z. 

Les  deux  equations  speciales  aux  caracteristiques  sont 

p^_i-i_  (Is R 

^  fix         ^f—^'  r/x"  P' 

et  Ton  obtient,  par  suite,  pour  les  equations  differentielles  de  ces 
courbes, 

fix         dy  dz 

■p  "^  Q  ~  R' 

constituant  le  systeme  correlatif  bienconnu. 

En  remontant  a  la  definition  qui  a  ete  donnee  de  ces  courbes,  il  est 
visible  que  les  caracteristiques  des  equations  lineaires  du  premier  ordre 
sont  les  courbes  suivant  lesquelles  se  coupent  les  surfaces  integrales. 

On  pent  encore  les  definir  comme  les  courbes  appartenant  aux  surfaces 
integrales,  et  tout  le  long  desquelles  le  plan  tangent  pent  eprouver  une 
discontinuite. 

Lorsque  les  integrales  du  systeme  correlatif  peuvent  etre  obtenues,  elles 
sont  de  la  forme 

a  =  cp{x,  J,  z),  p  '^  ^]^{x,y,  z), 

a  et  [i  designant  deux  constantes  arbitraires.  II  suffit  d'etablir  entre  a 
et  [3  une  relation  pour  que  la  caracteristique  se  deplace  suivant  une  loi 
donnee  et  engendre  une  surface  integrale.  li'integrale  generale  est  done 

4>  designant  une  fonction  arbitraire. 


I 
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34.   Gonsiderant  maintenant  une  equation  non  lineaire  du  premier 
ordre 

(0  F(aT,7,  2,/?,^)=o, 

on  posera,  pour  simplifier  les  ecritures, 

dx  —  ^'  dy—^'  d^  —  ^'  ^  — ^'  ^=^' 

lies  deux  equations  speciales  aux  caracteristiques  sont  ici 

ou 

(3)  P±  +  Z/,  +  X=o, 
auxquelles  il  faut  joindre  Tequation  proposee  et  la  suivante 

(4)  S^/'-^y^- 

Pour  plus  de  sy metric,  T equation  proposee  pent  etre  remplacee  par  la 
suivante 

(5)  Q^  +  Z94-Y=o, 

qui  s'obtient  en  coinbinant  Tequation  (3)  avee  la  proposee  differentiee  le 
long  dela  caracteristique.  Mais  il  faut  remarquer  qu'en  agissant  ainsi,  on 
augmente  la  generalite  du  probleme  ;c  ar  les  equations  (2),  (3),  (4)  et  ( 5) 
resteraient  les  memes,  le  deuxieme  membre  de  Tequation  (i)  etant  rem- 
place  par  une  constante  arbitraire. 

Les  equations  (2),  (3),  (4)  et  (5)  definissent  les  quatre  fonctions  r,  "•, 
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/}  el  q  de  x;  elles  peuvent  etre  mises  sous  la  forme 

fix  dy rfz         dp  •    dq 

T  ~~Q~  P/;-f-Q7  ""  —X--Zp  ~  —X  —  Zq 

et  constituent  le  systenie  correlatif. 

II  suffit  d'en  obtenir  trois  integrales  pour  que  Ton  puisse,  en  y  joignant 
la  proposee,  determiner  les  quatre  fonctions  j,  z,  /?,  7,  qui  se  trouveront 
ainsi  exprimees  au  moyen  de  x  et  de  trois  constantes  arbitraires  sous  la 
forme 

(7=;/;(.r,  a,  [i,  Y). 


(6) 


3o.  On  ne  s'arretera  pas  a  montrer  ici  comment  on  deduitde  ces  equa- 
tions Yintegrale  complete  de  la  proposee  qui  contient ,  comme  on  sait,  deux 
constantes  arbitraires,  ni  comment  on  forme  Tintegrale  generale  qui  n'est 
autre  que  Tenveloppe  de  la  surface  definie  par  Tintegrale  complete,  quand 
on  etablit  une  relation  arbitraire  entre  les  deux  constantes  que  renferme 
cette  integrale. 

II  sufBra  de  montrer  comment  se  deplacent  les  caracteristiques  dans  la 
generation  des  surfaces  integrales. 

On  peut  remarquer  tout  d'abord  que,  par  un  point  donne  de  Tespace, 
il  passe  une  infinite  de  caracteristiques;  car  les  deux  premieres  equa- 
tions (6)  renferment  trois  constantes  arbitraires.  Ces  caracteristiques ,  pas- 
sant par  un  meme  point,  constituent,  d'ailleurs,  une  surface  ayant  un 
point  conique  en  ce  point;  il  sera  demontre  plus  loin  que  cette  surface  est 
une  integrale. 

liCs  equations  du  premier  ordre  non  lineairesse  distinguent  ainsi  nette- 
ment  des  equations  lineaires;  car,  pour  ces  dernieres,  il  ne  passe,  en  ge- 
neral, qu'une  caracteristique  par  un  point  donne  de  Tespace. 

Pour  etudier  la  generation  des  surfaces  integrales  par  le  moyen  des  ca- 
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racleristiqiies,  on  cherchera  la  condition  pour  que  deux  caractei  istiques 
infiniment  voisines  appartiennent  a  la  meme  surface  integrale. 

Soient  a,  (3,  y  les  constantes  qui  correspondent  a  la  premiere  caracte- 
ristique;  pour  celle  qui  est  infiniment  voisine,  elles  auront  les  valeurs 
a  H-  do^^  [3  -h  e/(3,  y  -+-  <:/y.  La  relation 

dz=^ pdx  -\-qdy      ,  ^  :    "•    '• 

doit  etre  satisfaite  (|uand  on  passe  du  point  [x^  j,  z)  de  la  premiere 
courbe  au  point  [x  -h  dx^  y  4-  rf^,  z  -f  rfz)  de  la  deuxieme.  Or 

.  <^2     f  dz    t  dz    ,n         dz  J 

,/5  =  _^.+ _,,/a  ^- _  rf^  + -rfy, 

et  la  condition  devient 

dz  J  (^z  J  dz    ,/j         dz  J 

Le  coefficient  de  dx  s'annule,  car  il  est  egal  a  ^ p  —  ^  —-,  les  deri- 

vees  etant  prises  le  long  de  la  premiere  caracteristique.  II  reste  done 

Telle  est  la  condition  cherchee.  Elle  doit  etre  independante  de  .r,  de 
sorteque  cette  variable  ne  peutentrer  que  dans  un  facteur  commun.  G'est 
ce  qu'on  verifie  de  la  maniere  suivante  : 

Les  valeurs  (6)  de  j,  z,  p^  q  rendent  identique  Tequation  proposee 
aussi  bien  que  le  systeme  correlatif.  Or  Tequation  proposee,  differentiee 
par  rapport  a  a,  donne 
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du  reste,  on  tire  du  systeme  correlatif 
par  suite, 

Mais  Tequation  p  =  -^  —  q^  donne 

dp  d^z  dq  dy  d\y 

doL        dxdoL         dx  dx         '  Oxdx^ 

et  Tequation  precedente  devient 

^\d%        't  da)^^\dxdx        ^i  dxdx         dxdx)  —  °' 
elle  sMntegre  immediatement  et  donne 


S-V|  =  A^"-^^ 


dr 


A  etant  independant  dear,  et,  par  consequent,  fonction  de  a,  p,  y  seule- 
ment.  On  trouverait  des  expressions  analogues  pour  les  coefficients  de 
rfp  et  dy  dans  Tequation  (7),  qui  pent  done  s'ecrire 


-fi-" 


(Arfa-hBrfp-+-CrfY)  =  o. 


La  variable  x  n'entre  que  dans  le  facteur  comniun  qui  sera  generale- 
ment  different  de  zero,  et  la  condition  cherchee  se  reduit  a 

(8)  Arfa^Brfp4-CrfY=o. 

II  ne  s'agit  pas  ici  de  discuter  les  cas  d'exception  qui  pourraient  se  pre- 
senter. On  se  bornera  aux  remarques  suivantes  : 

Si  Ton  etablit  entre  les  constantes  a,  p,  y  une  relation  arbitraire,  on 
pourra  eliminer  une  de  ces  constantes;  Tequation  precedente  deviendra 
integrable  et  fournira,  par  suite,  une  autre  relation  finie  entre  les  con- 
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stantes.  Des  lorsa,  ^  et  ypourront  etre  elimineesentre  ces  deux  relations 
et  les  deux  premieres  equations  (6).  On  obtiendra  ainsi  Tequation  d'une 
surface  integrale. 

On  pent,  par  exeniple,  exprimer  que  eelte  surface  contient  iine 
courbe  donnee.  La  premiere  relation  entre  a,  [3,  y  sera  obtenue  en  expri- 
mant  que  les  courbes  definies  par  les  deux  premieres  equations  (6)  ren- 
contrent  la  courbe  donnee. 

II  est  facile  de  verifier  queTequation  (7),  ou  son  equivalente  (8),  ex- 
prime  la  condition  necessaire  et  suffisante  pour  que  deux  caracteristi- 
ques  infiniment  voisines  se  rencontrent,  de  sorte  que,  quand  deux  carac- 
teristiques  infiniment  voisines  se  rencontrent,  elles  appartiennent  a  la 
meme  surface  integrale.  II  en  resulte  que  toutes  les  caracteristiques  d'une 
meme  surface  ont  une  enveloppe  qui  constitue  son  arete  de  rebrousse- 
meut. 

On  voit  egaiement  que  toutes  les  caracteristiques  qui  passent  par  un 
meme  point  engendrent  Tune  des  surfaces  integrates.  Dans  ce  cas,  I'arete 
de  rebroussement  se  reduit  a  ce  point. 

V.    —   SUR  UNE  PROPRIETE  DES  I^QUATIONS   LINEAIRES    DU    DEUXIEME  ORDRE. 

36.  Pour  les  equations  du  deuxieme  ordre,  on  se  bornera  a  signaler 
une  propriete  curieuse  de  celles  qui  sont  absolument  lineaires;  cette  pro- 
priete  presente  quelque  interet  au  point  de  vue  de  leur  application  a  la 
Physique  mathematique. 

Si  cp  et  'j*  designent  deux  fonctions  de  x^  j,  z,  /?,  ry,  Tequation 


(0 


dx  "" 


? 


oil  Ton  considere,  pour  les  differentiations,  2,  /;,  q  comme  fonctions  de  x 
et/,  est  une  equation  du  deuxieme  ordre,  lineaire  en  r,  ^,  t. 

Une  integrale  z  de  cette  equation  etant  donnee,  il  existe  une  fonction 
u  dea:et  J,  telle  que 

du  =  ^  r/j7  -t-  cp  dy^ 
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car  Tequation  proposee  n'est  autre  que  la  condition  d'integrabilite  de  la 
precedente.  La  fonction  u  est  determinee,  sauf  une  constante  arbitraire; 
elle  est  continue  tant  que  cp  et  ij^  restent  finis,  et  il  est  clair  que  les  fonc- 
tions  ze\.u  sont  completement  liees  Tune  a  Tautre. 

Considerant  deux  integrales  z,  et  z^  de  la  proposee,  les  surfaces  repre- 
sentatives se  coupentsuivant  une  courbe  dont  la  projection  horizontale  a 
pour  equation  z,  —  z^^=o.  On  peut  se  demander  si  une  surface  dont  Tor- 
donnee  serait  representee  d'un  cote  de  la  courbe  d'intersection  parz,,  de 
Tautre  cote  par  z^,  ne  pourrait  pas,  a  certains  egards,  etre  regardee 
comme  constituant  une  surface  integrale  unique.  La  fonction  correspon- 
dante,  que  Ton  designera  par  (z,,  z^),  serait  continue;  mais  ses  derivees 
eprouveraient  une  discontinuite  le  long  de  la  courbe  d' intersection. 

Or,  toute  integrale  z  definissant  une  fonction  continue  w,  il  faut,  pour 
que  (z,,  Zj)  puisse  etre  regardee  comme  une  integrale,  que  la  fonction  u 
qu'elle  definit  soit  continue  le  long  de  Tintersection  ;  car  les  fonctions  (p 
et  ^  varient  brusquement  le  long  de  Tintersection,  mais  ne  deviennent 
generalement  pas  infinies. 

Aux  integrales  z,  et  z^  correspondent  deux  fonctions  u^  et  u^ ;  on  peut 
disposer  des  constantes  arbitraires  que  renferment  ces  dernieres,  de  ma- 
nierea  rendre  egales  w,  et  u^  en  un  point  de  Tintersection. 

II  en  sera  de  nieme  en  tons  les  autres  points  si,  quand  on  se  deplace  le 
long  de  la  courbe,  du^  et  du^  sont  egaux.  II  faut  evidemnient,  pourqn'il 
en  soit  ainsi,  que 

(2)  ('},  -  »},)  dx  +  (cp,  -  9,)  dy  --■=  o. 

Mais  Tequation  u^  —  ii^  =  o  differentiee  le  long  de  la  courbe  donne 

(3)  ^p^  - p^)dx  +  {(J ,  ~  fj^)  dy  =  o. 

Les  equations  precedentes  doivent  avoir  lieu  en  meme  temps  et  doivent 
fournirdes  valeurs  egales  pour-^- 

37.  Les  integrales  que  Ton  peut  associer  de  cette  maniere  pour  en 
constituer  une  nouvelle  ne  sont  done  pas  quelconques.  Les  courbes  d'in- 
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tersection  seraient  interessantes  a  etudier,  car  elles  peuvent  etre  regardees 
coninie  une  generalisation  des  caracteristiques.  11  est  facile  de  voir,  en 
effet,  que  si/?  J,  et  q^  convergent  respectiveinent  vers/?,  et  (/,,  les  courbes 
d'intersection  tendeatase  confondreavec  les  caracteristiques  telles  qu'elles 
ont  ete  definies  precedemment. 

Mais,  qnand  Tequation  (i)  estabsolumentlineaireou,  plusgeneralenient, 
c]nand  les  coefficients  des  derivees  du  second  ordre  sont  uniquement  fonc- 
tion  de  or,  y^  z,  la  courbe  d'intersection  est  precisenient  une  caracteris- 
tique  commune  aux  deux  surfaces. 

Soient,  en  effet, 

9  =  a/7  -h  bq  -he,  y  ==  ap  +  b'q  H-  c\ 

les  fonctions  a,  i,  c,  a\  b\  c  dependant  uniquement  de  a:*,  /  et  z,  Tequa- 
tion  (2)  devient 

Les  equations  (3)  et  (4),  qui  doivent  avoir  lieu  en  meme  temps,  sont 
homogenes  par  rapport  aux  differences /?,  — p^^  //,  —  q^.  Si  done  ces  dif- 
ferences ne  sont  pas  constamment  nuUes  le  long  de  Tintersection,  il  faut 
que  le  determinant  s'annule,  ce  qui  donne  la  condition 


"(ly-'*-"')^-"-"' 


on  verifie  sans  difficulte  que  cette  equation  se  confond  avec  celle  des  ca- 
racteristiques. 

Ainsi,  dans  le  cas  particulier  que  Ton  vient  d'examiner,  deux  surfaces 
integrales  qui  se  coupent,  suivant  une  caracteristique  commune,  peuvent 
etre  associees  de  maniere  a  constituer  uneintegrale  unique. 

38.  Les  resurtats  que  Ton  vient  d'obtenir  tiennent  essentiellement  a  la 
forme  particuliere  de  Tequation  proposee.  Mais,  quand  il  s'agit  d'une 
equation  absolument  lineaire,  on  se  trouve  en  presence  d'une  propriete 
generale  dependant  de  la  nature  de  T equation  et  nul lenient  de  la  forme 
particuliere  sous  iaquelle  elle  est  presentee. 
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Cest  ce  qui  resulte  du  theoreme  suivant,  demontre  par  M.  R.  Liouville. 

^tant  donnee  une  equation  lineaire  du  second  ordre 

Hr  +  aK  J  ^-  L<  +  P/?  -i-  Q7  4-  Zz  +  R  =  o, 

il  existe  une  infinite  de  facteurs  a,  forxtions  de  x  et  j,  tels  qu'en  multi- 
pliant  par  ;x  le  premier  membre  de  Tequation,  celle-ci  prenne  la  forme 

les  fonctions  9  et  ^  etant  de  la  forme 

(^  =z  ap  -{-  bq  -h  cz  -h  //,  'y  =  a^p  +  b'rj  +  cz  -+-  li  . 

La  demonstration  s'effectue  en  identiBant  le  premier  membre  de  la  pro- 
posee,  multiplie  par  a,  avee  le  premier  membre  de  (i).  On  obtient  ainsi 
sept  equations  entre  lesquelles  il  est  possible  d'eliminer  les  huit  fonctions 
a^  b,  c,  hy  a  ,  b\  c\  U  de  J?et  j,  ce  qui  conduit  al'equation  suivante 

qui  est  aux  derivees  partielles  du  second  ordre  en  {jl  et  possede  les  memes 
caracteristiques  que  la  proposee. 

On  demontre  ensuite  aisement  que  toute  integrale  de  T equation  en  a 
possede  la  propriete  cherchee. 

La  multiplication  d'une  equation  aux  derivees  partielles  par  un  facteur 
fonction  de  x  et  j  ne  lui  fait  evidemment  subir  aucune  alteration  :  on  pent 
done  dire  que  deux  integrales  d'une  equation  du  second  ordre  absolument 
lineaire  peuvent  etre  associees  de  maniere  a  constituer  une  integrale 
unique  quand  elles  se  coupent  suivant  une  caracteristique  commune. 
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CHAPITRE  II. 

FORMATION   DES  EQUATIONS   DIFFfiRENTIELLES. 


I.    —   PrOPRIETES    DES    GAZ    PARFAlTS. 

39.  Ce  Memoire  ayant  principalement  pour  objet  Tetude  du  mouve- 
ment  des  gaz  parfaits^  il  est  utile  de  rappeler  d'abord  qnelqiies-unes  des 
proprietes  de  ces  corps. 

II  existe,  entre  le  volume  specifique  (^,  la  pression  exterieure  p  et  la 
temperature  absolue  T  d'un  corps  determine,  une  relation  de  la  forme 

f{y,  p,  T)  =  o, 

qui  porte  le  nom  di  equation  caracteristique.  Pour  les  gaz  parfaits,  Tequa- 
tion  caracteristique  est 

w  =  RT, 

R  designant  une  constante  dont  la  valeur  depend  de  la  nature  du  gaz. 
Cette  relation  n'est  autre  que  la  traduction  des  loi^de  Mariotte  et  de  Gay- 
Lussac. 

En  outre,  pour  les  gaz  parfaits,  la  chaleur  specifique  a  pression  con- 
stante C  et  la  chaleur  specifique  a  volume  constant  c  sont  independantes 

C  .  A  r 

de  la  temperature  et  de  la  pression  :  le  rapport  -  =  m  doit  done  etre  ega- 

lement  regarde  comme  une  constante.  Sa  valeur  est  toujours  superieure  a 
r  unite. 

40.  Detente  adiabatique.  —  Quand  un  gaz  se  detend  avec  une 
Mtrftmfi  Ipntqup^  de  maniere  que  ses  particules  ne  possedent  jamais 
qu'une  vitesse  negligeable,  le  travail  exterieur  produit  est  represeiite  par 


4o  H.     HIJGONIOT. 

jpdv.  Cette  integrale  ne  peut  d'ailleurs  etre  evaluee  que  si  Ton  joint  a  Te- 
quation  caracteristique  une  deuxieme  relation  entre  le  volume  specifique, 
la  pression  el  la  temperature. 

Si  Ton  suppose,  en  particulier,  les  parois  de  Tenveloppe  impermeables 
a  la  chaleur,  la  detente  est  dite  adiabatique,  et  il  existe  entre  la  pression 
et  le  volume  specifique  la  relation  suivante 

pi>"'  =  const. 

Soient  p^  et  i^^  la  pression  et  le  volume  specifique  a  un  instant  determine, 
pris  pour  instant  initial, 

le  travail  exterieur  produit  depuls  Tinstant  initial  est 

7^^  wi  ^  1  m  /  _| [_  \ 

^      /^O^O    ^m   —   „^__^  PoK    (^^/n-I  ^,n-^  J' 

41.  Energie  interne.  —  Lorsque,  dans  Texpression  precedente,  le 
volume  V  augmente  indefiniment,  le  travail  exterieur  produit  converge 
vers  la  limite 

///  —  1 

Cette  expression  est  relative  a  Tunite  de  poids  du  gaz;  mais  elle  peut 
etre  etendue  a  une  masse  gazeuse  quelconque,  a  condition  de  prendre 
pour  s>f^  non  le  volume  specifique,  mais  le  volume  total  de  la  masse. 

Ainsi  done,  sip  designe  la  pression  et  if  le  volume d'une  masse  gazeuse, 
le  travail  exterieur  qu'elle  developpe  dans  une  detente  indefinie  se  produi- 
sant  avec  une  extreme  lenteur,  et  sans  addition  ni  soustraction  de  chaleur, 

a  pour  expression     ^^    «  G'est  la  portion  d'energie  interne  qui  pourrait 

etre  utilisee  a  la  production  du  travail  exterieur,  sans  modification  dans 
la  constitution  du  gaz,  si  toutefoisTequation  caracteristique  etla  Constance 
des  chaleurs  specifiquesse  verifiaient  jusqu'au  zeroabsolu  de  temperature, 
dont  le  gaz  se  rapproche  de  plus  en  plus  dans  une  detente  adiabatique  in- 
definie. 
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Dans  ce  qui  va  suivre,  la  quantite     ^    sera  designee  simplenient  sous 

le  noin  tVenergie  interne^  faisant  ainsi  abstraction  de  la  portion  de  cette 
energie  qui  ne  pourraitetre  utilisee  sans  modiBcation  dans  la  constitution 
du  gaz. 

42.  Energie  totale.  —  Lorsque  la  detente  ne  s'effectue  pas  avec  une 
extreme  lenteur,  les  partieules  du  gaz  acquierent  des  vitesses  sensibles. 
lia  force  vive  qui  correspond  a  ces  vitesses  peut  etre  prise  en  partie  aux 
depens  de  Tenergie  interne,  si  Ton  suppose  encore  qu'il  n'y  ait  ni  addition 
ni  soustraction  de  chaleur. 

On  adniettra,  conforniement  au  principe  de  Tequivalence,  que,  dans  la 
transformation  subie  par  un  element  de  volume  du  gaz,  la  diminution 
d'energie  interne  correspond  exactement  a  la  force  vive  acquise  par  Tele- 
nient  et  au  travail  exterieur  produit. 

Pour  abreger  le  langage,  on  designera  parfois  sous  le  nom  A' energie 
toiale  la  somme  de  la  force  vive  correspondant  au  mouvement  sensible  et 

de  Tenergie  interne —^^^  •  On  peut  alors  enoncer  le  principe  suivant  : 

Dans  la  transformation  elemcntaire  d*un  Element  de  masse  du  gaz  qui 
s'effectue  sans  addition  ni  soustraction  de  chaleur,  la  diminution  d'e- 
nergie totale  est  egale  au  travail  exterieur  produit, 

II.  —  Mouvement  dun  corps  cylindrique  s'effectuant  par  tranches 

PARALLELES. 

43.  On  considere  un  corps  cylindrique  renferme  dans  une  enveloppe 
de  meme  forme  supposee  assez  resistante  pour  subir  sans  deformation 
appreciable  toutes-Ies  variations  de  pression  du  corps  qu'elle  renferme. 
Quand  il  s'agit  d'unsolide,  Tenveloppe  peut  etre  supprimee,  attendu  que 
les  variations  de  section  sont  tres  faibles. 

On  dit  que  le  mouvement  d'un  semblable  corps  s'effectue  par  tranches 
paralleles  quand  toutes  les  molecules  situees  dans  une  meme  section  nor- 
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male  aux  generatrices  possedent,  a  un  instant  donne,  des  vitesses  paralleles 
a  ces  generatrices  et  egales  entre  elles.  Les  niouvements  de  cette  espece 
sont  les  seiils  qui  seront  etudies  ici,  et  Ton  admettra  qu'ils  sont  toujours 
possibles,  bien  que,  dans  certains  cas,  la  presence  de  Tenveloppe  doive 
avoir  pour  effet  de  retarder  la  vitesse  des  molecules  qui  la  touchent.  On 
negligera  done  le  frottement  du  corps  contre  Tenveloppe  ou,  si  Ton  en  tient 
compte,  on  admettra  que  son  effet  sur  le  mouvement  d'une  tranche  est  le 
menie  que  si  ce  frottement  etait  remplace  par  une  force  uniformement  re- 
partie  sur  la  base  de  la  tranche. 

Les  differentes  sections  du  corps,  normales  aux  generatrices,  seront 
designees  par  leurs  abscisses  comptees  a  partir  d'une  origine  arbitraire  et 
parallelement  aux  generatrices,  ces  abscisses  etant  prises  a  un  instant  de- 
termine, regarde  comme  instant  initial. 

Soit  u  le  deplacement  subi  par  la  section  x  a  Tinstant  t :  la  fonction  u 
depend  des  deux  variables  or  et  /^  et  le  probleme  consiste  a  la  determiner. 

Considerant  la  tranche  comprise  entre  les  abscisses  a?  et  x  +  dxy  les  deux 
bases  de  la  tranche  ont  subi  a  T  instant  t  des  deplacements  respectivement 

egaux  a  w  et  a  //  -h  ^^^-  f^a  longueur  de  la  tranche,  primitivement  egale 
a  dx^  est  ainsi  devenue  dx  -+-  ^d^^  de  sorte  que  son  allongement,  rap- 
porte  a  Tunite  de  longueur,  a  pour  valeur-r^- 

La  derivee  partielle  ^  represente  ainsi  la  dilatation  lirwaire  du  corps ; 
quant  a  la  derivee  partielle  ^>  il  est  evident  qu'elle  represente  la  vitesse. 

44.  L'application  du  theoreme  des  quantites  de  mouvement  fournit 
aisement  une  equation  a  laquelle  satisfait  la  fonction  u. 

Considerant  la  tranche  comprise  entre  les  sections  x  et  ^r  -h  ctr,  la 

vitesse  de  la  section  .r,  egale  ^i  ^  a  I'instant  ^,  est  devenue,  a  Tinstant 
t  +  dt^  egale  a  ^  -+-  —  ^f  et,  par  suite,  a  subi  I'accroissement  -j^  dt. 

Get  accroissement  est  le  meme  pour  tons  les  points  de  la  tranche  si  Ion 
neglige  les  infiniment  petits  du  second  ordre,  et  la  variation  de  la  quantite 
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de  mouvement  de  ia  tranche  est 

CO  representant  la  section  dii  corps  et  p^  la  densite  correspondant  a  la  sec- 
tion X  pour  Tinstant  initial. 

II  faut  egaler  a  la  quantite  precedente  le  produit  par  dt  de  la  projection 
sur  I'axe  des  x  des  forces  appliquees  a  la  tranche,  Les  forces  exterieures 
peuvent  etre  representees  par  coRrf^r,  et  Ton  pent  y  comprendre  le  frotte- 
ment  provenant  de  Tenveloppe  on  de  la  viscosite.  La  quantitt^^^d^pemT 
en  general  de  Tabscisse  x^  de  la  vitesse  -^9  de  la  dilatation  -^  et  de  la 
pression  p  qui  s'exerce  dans  la  tranche. 

Puisqu'il  a  ete  tenu  compte  du  frottement,  les  pressions  exercees  par 
Tenveloppe  sont  norniales  a  Taxe  des  x  :  il  suffit  done  de  tenir  compte  des 
pressions  exercees  sur  les  bases.  Celles-ci  sont  respectivement  egales  a  h>p 

eta  —  ^(/^  +  x~^)-  L'equation  fournie  par  le  theoreme  des  quantites 

de  mouvement  estainsi,  apres  la  suppression  des  facteurs  communs, 

Mais,  en  outre  de  la  fonction  u^  elle  renferme  une  autre  fonction  in- 

/-■ 

connue/?  de  x  et  de  r,  laquelle  depend  de  la  nature  du  corps. 


4o.  Dans  certains  cas,  la  fonction/?  est  donnee  a  Tavance,  et  exprimee 


en  fonction  de  x  et  de  y  Si  Ton  suppose,  d'une  maniere  generale,  que  p 


soit  une  fonction  connue  de  a,  t^  w,  ^  et  ^,  Tequation  precedente  est 

aux  derivees  partielles  du  second  ordre  en  /^;   Tequation  est  d'ailleurs 
lineaire  par  rapport  aux  derivees  du  second  ordre. 

Lorsque  le  terme  R  est  nul  et  la  densite  initiale  p^  constante,  que  de 

plus  p  depend  uniquement  de^et^>  Tequation  aux  derivees  partielles 
est  de  la  forme 
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les  coefticients  H,  K,  L  dependant  uniquement  de  j-et  de  ^-  On  mon- 

trera  plus  loin  qu'il  est  alors  toujours  possible  de  trouver  nne  integrale 
lenfermant  une  fonction  arbitraire  et  presentant  une  importance  toute 
particuliere. 

Quand  le  corps  considere  est  un  solide  elastique,  la  pression  est  pro- 

portionnelle  a  la  dilatation  et  egale  a  —  E^^  E  designant  le  coejjficient 

d' elasticity.  L'equation  (i)  dii  nuniero  precedent  devient  alors 

Lorsque  le  solide  est  homogene,  p^  et  E  sont  des  constantes  et  Ton  re- 
trouve  Tequation  bien  connue 

laquelle  s'applique  egalement  au  inouvenient  des  liquides. 

46.  iievenant  inaintenant  aux  gaz  parfaits,  il  s'agit  de  trouver  une 
deuxieme  equation  qui,  jointe  a  Tequation  (i),  suffise  pour  determiner  les 
deux  fonctions  it  et  /?  de  a:  et  de  t.  On  exprimera  a  cet  effet  que,  pendant 
le  temps  dt^  la  diminution  de  Tenergie  totale  de  la  tranche  est  egale  au 
travail  exterieur  produit  par  la  tranche,  ou  que  Taccroissement  de  cette 
energie  est  egal  au  travail  des  forces  exterieures. 

Or  le  volume  de  la  tranche  a  I'instant  ^  est  to  r/x  f  i  +  -r^  |  et  sa  masse 
a  pour  valeur  ^^i»}dx  :  Tenergie  totale  est  done 


H 


La  variation  de  cette  energie  totale  pendant  le  temps  dt  s'obtient  en 
difFerentiant  Texpression  precedente  par  rapport  a  t.  Reste  a  calculer  le 
travail  exterieur. 
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Le  travail  de  la  force  coR  rflr  est  evideniment 

dt       ' 

car  le  deplacement  de  son  point  d  application  e^l^dt.  Le  travail  des  pres- 
sions  normales  dues  a  Tenveloppe  est  nul.  Le  travail  de  la  pression  co/7 
qui  s'exercesur  la  tranche  j:est  tsyp-r-dt^  celui  de  la  pression 


CO 


(' 


dp  ,  \(  )>At  ^^iti^ 


qui  s'exerce  siir  la  tranche  x-\-  dx  est  egal  au  precedent  change  de  signe 
et  augmente  de  sa  differentielle  prise  par  rapport  a  x,  c'est-a-dire  a 

-<^p-dt-i^£-^^dxdt-i^p^^^dxdt.     /  -   ^    ^.N^v^^^^*"^^^- 

On  obtientainsi,  en  supprimant  le  Facteur  commun  lodxdt,  Tequation 
suivante 

d^u         dt  \        dxj         ^  dxdt         p  du         dp  du  d'^u    

d^  "I  ^;;~]  ^"i^T^  ^Tt'^  dl'dl'^Pd^t  ~^' 


qui,  en  tenant  compte  de  Tequation  (i),  se  reduit  a 
(3) 


L' equation  (2)  se  separe  ainsi  en  deux  parties  :  I'equation  (i)  etl'equa- 
tion  (3),  et  ce  fait  donne  lieu  a  une  interpretation. 

Si  Ton  multiplie  Tequation  (1)  par  co  y  dxdt^  elle  devient 

pni»>  -T-  -T^  dx dt  z=^  ioK  ^  dx dt  —  i3>-^  -^  dxdt. 
^^       dt   dt^  dt  dx  dt 

Le  premier  membre  est  la  variation  de  la  force  vive  de  la  tranche;  le 
premier  terme  du  second  membre,  le  travail  de  la  force  exterieure  co  R  dx 
pendant  Le  temps  dt\  enfin  le  dernier  terme  est  le  travail  de  la  difference 
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des  pressions  sur  les  deux  bases  correspondant  au  deplacement  ^  dt  de 

la  tranche.  Gette  equation  s'obtient  evidemment  en  assimilant  la  tranche 
a  un'solide  invariable. 

Quant  a  I'equation  (3),  elle  exprime,  ainsi  qu'on  le  reconnaitrait  sans 
peine,  que  la  variation  d'energie  interne  est  egale  au  travail  exterieur  pro- 
duit  par  la  dilatation  de  la  tranche,  comme  si  la  detente  avait  lieu  sans  que 
les  molecules  pussent  acquerir  de  vitesse  sensible. 

47.   L'equation  (3)  pent  etre  mise  sous  la  forme 

dp  <Pu 

Wf  dxdt 

—  =  —  m 


,r  da' 

dx 

elle  s'integre  immediatement  et  donne 

(4)  /,=/(.)(, +  ^^)-", 

f{oc)  designant  une  fonction  arbitraire  qui  doit'etre  determinee  par  le^ 
conditions  initiales. 

On  aurait  pu  poser  immediatement  Tequation  (4)  en  expiimant  que, 
dans  chaque  tranche,  la  pression  varie  comme  dans  la  detente  adiabatique, 
lorsque  les  molecules  n'acquierent  aucune  vitesse  sensible.  Mais  cette  pro* 
position,  que  Ton  admet  d'ordinaire  sans  discussion,  est  bien  loin  d'etre 
evidente.  Elle  cesse  meme  d'etre  exacte  quand  une  discontinuite  se  pro-; 
duit  dans  la  loi  de  variation  des  vitesses  ou  des  dilatations  des  tranches. 
Dans  ce  cas  particulier,  Tanalyse  precedente  devient  illusoire,  ainsi  qu'or 
le  demontrera  plus  loin. 

48.  L'elimination  de  p  entre  les  equations  (i)  et  (4)  donne 

Dans  un  grand  nombre  de  cas,  on  pent  negliger  les  forces  e\terieures, 
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ainsi  que  les  effets  produits  par  le  frottenient  et  la  viscosite,  de  sorte  que 
R  s*annule.  On  peut  toujours  alors  faire  disparaitre  de  Tequation  le  terme 
independant  des  derivees  du  second  ordre. 
Mettant,  en  efFet,  Tequation  sous  la  forme 

on  posera 
ce  qui  donne 

Determinant  la  fonction  cp  de  maniere  que  le  produity(a?)[(p'(a:)]"""' 
soit  constant,  on  aura 

et  Tequation  deviendra 

I 
Le  facteur  p^^   '^-^         peut  etre  exprime  en  fonction  de  a/.  En  le  de- 

signant  par  ^(a/)  et  posant  a'=  «,  —  x\  Tequation  devient  enfin 

Le  terme  independant  des  derivees  du  second  ordre  a  disparu. 

r.a  transformation  precedente  revient  a  changer  I'etat  initial  auquelon 
rapporte  tous  les  autres.  II  reste  a  calculer  la  pression  et  la  densite  cor- 
respondant  a  ce  nouvel  etat  initial.  Or  la  longueur  d'une  tranche,  egale  a 
dx  dans  le  premier  etat  initial,  est  devenue  dod  dans  le  deuxieme.  Si 
done  p',^  designe  la  nouvelle  densite  initiale  et  F(j/)  la  nouvelle  pression 
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initiale, 

Mais  «&!/  =  cp'(j:)£ir ;  on  voit  ainsi  que  F(j?)  est  egale  a  la  constante  A. 
De  plus 


p'.=^=p.W='i'(^'- 


Ainsi,  dans  le  nouvel  etat  initial,  la  pression  est  constante  a  1  interieur 
du  gaz ;  mais  il  n'en  est  pas  de  menie  de  la  densite,  vu  que  p'^  est  gene- 
ralement  fonction  de  x' .  La  temperature  absolue  T  est  inversement  pro- 
portionnelie a  la  densite  p'^,  puisque  la  pression  est  constante;  cette  tem- 
perature varie  done  d'un  point  a  Tautre  et,  bien  que  dans  le  nouvel  etat 
initial  la  pression  soit  constante,  le  gaz  ne  pourrait  s'y  trouver  en  equi- 
libre  que  si  sa  conductibilite  propre  etait  rigoureusement  nulle. 

Pour  que,  dans  cet  etat,  la  densite  et  la  temperature  fussent  constantes, 

il  faudrait  que  le  produit  po[/^(^)]    "*  fu^  lui-nieme  constant. 

49.  II  resulte  de  ce  qui  precede  que  le  mouvement  d'un  gaz  parfait 
renferme  dans  un  tuyau  cylindrique  satisfait  toujours,  si  Ton  neglige  les 
forces  exterieures,  les  frotlements  et  la  yiscosite,  a  une  equation  aux  de- 
rivees  partielles  de  la  forme 

p^  etant  une  constante  arbitraire,  et  p^  une  fonction  de  x  definie  de  la 
maniere  suivante.  Considerant  un  etat  determine  du  gaz,  on  modifie  la 
dilatation  des  diverses  tranches,  de  maniere  que  la  pression  dans  chacune 
delles  devienne  constante  et  egale  a  p^.  Dans  cette  modification,  sup- 
posee  efFectuee  sans  discontinuite,  la  pression  d'une  tranche  est  toujours 
liee  a  son  volume  par  la  loi  adiabatique.  La  fonction  p^  est  alors  celle 
qui  represente,  apres  la  modification,  la  densite  d'une  tranche  en  fonction 
de  son  abscisse  x.  Chaque  tranche  est  designee  par  Tabscisse  correspon- 
dant  a  Tetatqui  vient  d'etre  defini;  la  fonction  u  est  le  deptacement  de  hi 
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tranche  xk  Tjiistant  t,  de  sorte  que  Tabscisse  de  cette  tranche  est,  a  cet 
instant,  devenue  egale  kx  -^  u. 

L'equation  (5)  cesserait  de  representer  le  mouvement  du  gaz  si  une 
discontinuite  venait,  a  un  instant  determine,  s'introduire  dans  les  vitesses 
on  ies  dilatations. 

60.  II  n'a  ete  question  jusqu'a  present  que  des  gaz  parfaits,  niais  les 
resultats  precedents  peuvent  etre  generalises  et  etendus  a  tons  les  corps 
dont  la  conductibilite  propre  est  negligeable. 

(^-onsiderant,  en  etTet,  un  corps  quelconque  :  soit 

f{v,  p,  T)  =  o 

son  equation  caracteristiqne.  Representant  par  r/Q  la  quantite  de  chaleur 
absorbee  parl'unite  de  poids  des  corps  dans  une  transformation  eleinen- 
taire  oil  le  volume  augmente  de  ds^  et  la  pression  de  dp,  sans  que  les  par- 
ticules  du  corps  acquierent  de  vitesse  sensible, 

dQ^  =  hdv  -\-kdp, 

It  et  k  etant  des  fonctions  de  r,  p  et  T  qui  peuvent  etre  exprimees  en 
fonction  de  c  et  p  seulement,  grace  a  Tequation  caracteristique.  Si  rfQ  est 
egal  a  zero,  la  transformation  est  adiabatique,  et  Ton  obtient  une  equa- 
tion differentielle  dont  {'integration  fournit  entre  la  pression  p  et  le  vo^ 
lume  specifique  v^  une  relation  de  la  forme 

a  designant  une  constante  arbitraire  dont  la  valeur  depend  de  Tetat  initial, 

L'equation  precedente  pent  etre  resolue  par  rapport  a/;  et  mise  sous 
la  forme 

F  designant  la  derivee,  par  rapport  a  v^  d'une  certaine  fonction  de  v  eta. 

LVW  Cahier,  7 
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Dans  une  transformation  adiabatique  qiielconque,  la  valeur  de  a  reste 
oonstante. 

Le  travail  exterieur  produit  dans  une  transformation  elementaire  est 
egal  a  pdv.  S'il  s'agit  d*une  transformation  adiabatique  finie,  dans 
laquelle  le  volume  passe  de  v^  a  c,  le  travail  exterieur  produit  est 

rV'{^  a)rfi^=  F(^  0.)  -  FK,  a), 

puisque  a  reste  constant  pendant  la  transformation. 

Qnand  le  volume  p  augmente  indefiniment,  la  quantite  F((',  a)  converge 
vere  une  limite  finie;  car,  s'il  en  etait  autrement,  Tunite  de  poids  d'lin 
corps  produirait,  par  sa  detente,  un  travail  infini,  sans  addition  de  cha- 
leur.  Soit  $(a)  cette  limite,  il  est  clair  que  Texpression 

$(a)  — F((',  a) 

represente  le  travail  exterieur  qu'un  corps  dont  le  volume  specifique  est  c 
et  la  pression  p  =  F'(c,  a)  est  capable  de  produire  dans  une  detente  in- 
delinie. 

Par  analogic  avec  ce  qui  a  ete  fait  pour  les  gaz  parfaits,  on  donnera  a 
cette  quantite  le  nom  d'energic  interne,  U'energie  interne  d'un  corps  de 
poids  vi  et  de  volume  V  est,  par  suite, 


«[(5(a)-F(^,a)]. 


Enfin  on  designera  sous  le  nom  d'energie  totale  d'un  element  de 
masse  la  somme  de  sa  force  vive  et  de  son  energie  interne  et,  en  vertu  du 
principe  de  Tequivalence,  on  admettra  que,  dans  la  transformation  d'un 
element  de  masse  cffectuee  sans  addition  ni  soustraction  de  chaleur,  la  di- 
minution de  Tenergie  totale  est  egale  au  travail  exterieur  produit. 

sM.  Gonsiderant  maintenant  un  corps  cylindrique  dont  le  mouvement 
s'effectue  par  tranches  paralleles,  I'application  du  theoreme  des  quantites 
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de  mouvement  fournira,  comme  precedemment,  Teqiiation 

d^u        o         dp 

D'autre  part,  la  conductibilite  propre  dii  corps  elant  snpposee  negli- 
}(eable,  ainsique  la  conductibilite  de  Tenveloppe,  on  pent  exprimerque 
raccroissement  de  Tenergie  totale  d'une  tranche  comprise  entre  les  sec- 
tions a?  et  a'-h  dx  est  egale  an  travail  produit  par  les  forces  exterieures. 

Le  volume  de  la  tranche  est  corfa:(  i  +  ^)i  sa  masse  est   p^corfj?,  et 

son  poids  Pogif>dx,  g  designant  la  gravite.  L'energie  totale  est  done 

e=i^($)Vp.^.^[o(a)-F(:;|,a)]. 


la  quantite  a  etant  d^ailleurs  liee  a  la  pression  p  par  la  relation 

du 


Prenant  par  rapport  a  Ha  differentielle  de  Texpression  precedente,  et 
egalantau  travail  des  forces  exterieures  pendant  I'instant  dt,  travail  quia 
ete  calcule  quand  il  a  ete  question  des  gaz  parfaits,  on  obtient  une  equa- 
tion qui,  en  tenant  compte  de  celle  des  quantites  de  mouvement,  se  re- 
duit,  apres  suppression  des  facteurs  comnuins,  a 

Le  premier  tei  me  de  cette  equation  est  nul,  a  cause  de  la  relation  qui 
existe  entre/;  et  a;  il  faut qu'il  en  soit  de  meme  du  second.  Or  la  quantite 
entre  parentheses  ne  peut  s'annuler,  carautrement  Tenergie  interne  serait 

independante  de  a  et,  par  suite,   de  la  pression.  Done  -j-  -•=■■•  o  et   la 

quantite  a  reste  invariable  pendant  la  transformation,   de  sorte  que  la 
relation  entre  le  volume  specifique  et  la  pression  est  la  meme  que  si  la 
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transformation  avaitlieu  sans  que  les  molecules  pussentacquerir  de  vitesse 
sensible. 

Ce  theoreme,  demontre  d'abord  uniqiienient  pour  les  gaz  parfaits,  se 
trouve  ainsi  etendu  aux  autres  corps;  niais  il  est  bien  entendu  qu'il  cesse7 
rait  d'etre  exact  si  la  tranche  consideree  pouvait  recevoir  de  la  chaleur  de 
Textcrieur  ou  si  la  vitesse  de  la  tranche  [)ouvait  eprouver  une  variation 
tinie  dans  un  temps  infiniment  petit. 

iS2.  D'apres  ce  qui  |)recede,  quand  un  corps  dont  la  conductibilite 
propre  est  assez  faible  pour  etre  negligee  est  renferme  dans  une  enve- 
loppe  cylindrique  impermeable  a  la  chaleur  et  qu'il  est  anime  d'un  mou- 
venient  par  tranches,  la  pression  p  d'une  tranche  est  liee,  tant  qu'il  ne  se 

produit  pas  de  discontinuite  dans  les  vitesses,  a  la  dilatation  -^  par  une 
relation  de  la  forme 


dans  laquelle  la  quantite  a  estindependante  du  temps;  mais  a  varie  avec 
X  ainsi  que  p^  si  la  pression  et  la  densite  ne  sont  pas  constantes  dans  tout 
le  corps  a  Tinstant  initial.  I^  pression/;  doit  done  etre  regardee,  en  ge- 
neral, comme  dependant  de  x  et  de  -^y  de  sorte  que  Ton  peut  poser 


L*equation  aux  derivees  partielles  qui  regit  le  mouvement  est  done 

dx 


P«  dt^   ~        di        ^' 


I'expression  ^  representant  un^  derivee  totale. 

Quand,  le  corps  etant  homogene,  la  densite  et  la  pression  sont  les 

memes  dans  tons  les  points  pour  Tinstant  initial,  p  depend  uniquement 

de  -^  y  et  Ton  a 
ox 


^=-?0"^^)' 


PROPAGATION    DU    MOUVEMENr    DANS    LES    CORPS.  53 

Tequation  aux  derivees  partielles  qui  regit  le  mouvement  devient  alors, 
en  snpposant  R  egal  a  zero, 

C'est  Tequation  (5)  generalisee. 

65.  L'enveloppe  a  ete  jusqu'a  present  regardee  comme  impermeable 
a  la  chaleur.  Si  Ton  supposait,  au  contraire,  que  cette  enveloppe  agit, 
pendant  le  mouvement,  conime  une  source  de  clialeur  parfaite,  de  ma- 
niere  a  maintenir  constante  la  temperature  du  corps,  la  transformation  de 
chaque  tranche  serait  isothcrmique  au  lieu  d'etre  adiabatique. 

Dansle  cas  d'un  gaz  parfait,  la  relation  entre  le  volume  et  la  pression 
devient 

de  sorte  qu'il  suffit  de  faire  m=  i  dans  Tequatiou  generale  (5)  pour  ob- 
tenir  Tequation  du  mouvement.  On  trouve  ainsi 


Cette  equation  se  rapproche  plus  de  la  verite  que  Tequation  (5)  quand 
le  gaz  est  renferme  dans  un  tuyau  de  diametre  tres  faible.  Le  cas  de 
m  =  1  presente  d'ailleurs  un  certain  interet  relativement  aux  disconti- 
nuites  qui  peuvent  se  produiredans  les  vitesses. 

III.  —  Mouvement  d'un  corps  de  forme  conjque. 

d4.  D'une  maniere  generale,  le  mouvement  d'un  corps  est  regi  par  une 
equation  aux  derivees  partielles  du  second  ordre,  a  deux  variables  inde- 
pendantes  quand  il  existe  un  axe  Oortel  que  les  molecules  contenues  dans 
un  plan  perpendiculaire  a  O^  possedent,  a  un  instant  quelconque,  des 
vitesses  egales  entre  elles,  et  paralleles  a  cette  droite.  On  se  bornera  a 
en  donner  quelques  exemples. 
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Considerant  d'abord  un  corps  solide  elastique  dont  la  section  o)  per- 
pendiculaire  a  Ox  est  variable  avec  x,  la  pression  qui  s'exerce  sur  une 
section  x  est  (o/;,  cellequi  s'exerce  sur  la  section  x  +  ctr  est 

La  masse  de  la  tranche  comprise  entre  les  deux  sections  ^tanl  p^iodx^  Tap- 
plication  du  theoreme  des  quantites  de  mouvement  donne 

Le  coefficient  d'elasticite  etant  represente  par  E,  on  a 
etj  par  suite, 

Les  termes  affectes  des  derivees  du  second  ordre  sont  les  memes  que  si 
le  corps  etait  cylindrique. 

60.  Comme  deuxiemc  exemple,  on  prendra  un  fluide,  gaz  ou  liquide, 
renferme  dans  une  enveloppe  dont  la  forme  est  celle  d'un  cone  de  revolu- 
tion. L'axe  du  cone  sera  pris  pour  axe  des  j:et  le  sommet  pour  origine 
des  coordonnees.  Soit  ^  Tangle  au  sommet  du  cone.  On  se  propose 
de  rechercher  Tequation  aux  derivees  partielles  qui  regit  le  mouvement 
du  fluide  en  supposant  tons  les  points  d'une  tranche  perpendiculaire  a. 
t'axe  animes  au  meme  instant  de  vitesses  egales  entre  elles  et  paralleles  a 
cettedroite.  La  conductibilite  propre  du  fluide  sera  supposee  nulle,  ainsi 
que  celle  de  Tenveloppe;  en  outre,  afin  de  simplifler  Texposilion,  on  ne- 
gligera  les  frottements,  la  viscosite  et  les  forces  exterieures,  qui  ne  peuvent 
(Tailleurs  introduire  dans  Tequation  que  des  termes  independants  des  de- 
rivees du  second  ordre. 

Cela  pose,  la  tranche  dont   les  sections   extremes  avaient  a   Tinstant 
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initial  les  coordonnees  a:  et  x-hdx  avait  alors  pour  volume 

et  sa  masse  est  egale  a  TCp^x^  tong* [3  djr» 

A  rinstant  t  Tabscisse  x  est  deveiiue  j?  -+-  w,  et  le  volume  est 

%{x^  uy  taug^  [3  ^ n-  ^^^ dx. 
La  dilatation,  rapportee  a  T unite  de  volume  est  ainsi 

Pour  appliquer  le  theoreme  des  quantites  de  mouvement,  on  remar- 
quera  d'abord  que  Vaccroissement  de  vitesse  de  tous  les  points  de  la 
tranche  pendant  le  temps  dt  est,  aux  infiniment  petits  du  second  ordre 

pres,  egala  -^dt. 

De  plus,  si  Ton  projelte  sur  I'axe  des  x  les  pressions  exereees  tant  sur 
les  bases  que  sur  la  periphei  ie,  il  est  visible  que  la  somme  des  projections 

est  egale  a  — 7i(a? -h //)^  tang^p^-^.  On  a  done  Tequalion 

II  reste  a  calculer  la  fonction  p. 

^  36.  Or,  en  partant  de  ce  principe  que  la  variation  de  I'energie  totale 
est  egale  au  travail  exterieur  produit,  on  demontrerait,  comme  pour  le 
mouvementdansuncylindre,  que  lapression  est  liee  au  volume  specifiquet^ 
comme  si  la  detente  avait  lieu  sans  que  les  molecules  acquierent  de  vitesse 
sensible,  de  sorte  que  Ton  a 

/?==F'(P,  a), 
a  designant  une  fonction  de  x  independante  de  t. 


56  H.    HUGONIOT. 

Le  volume  specifique  i^  a  pour  valeur,  a  Tinstant  considere, 


Done 


T^/\{X'^u)'  f       .     du\        1 


et  cette  valeur,  substituee  dans  Tequation  ei-dessus,  la  transforme  en  une 
equation  aux  derivees  paitieiles  du  second  ordre,  lineaire  par  rapport  aux 
derivees  du  second  ordre.  Les  termes  qui  dependent  des  derivees  du 
second  ordre  sont 

Si,  le  fluide  etant  homogene  a  Pinstant  initial,  la  pression  et  la  densite  sont 
constantes,  a  et  p^  sont  independants  de  a:;  on  a 

et  les  termes  qui  dependent  des  derivees  du  second  ordre  sont 

■n(-r-)('-'-E)Jsr.- 


O     T i L_  ff\'  I  i I    I    f      1  1  I 


o7.  Dans  le  cas  particulier  oil  le  fluide  considere  est  un  gaz  parfait,  la 
relation  entre  la  pression  et  le  volume  specifique  est  simplement 

de  sorte  qu'on  obtient,  pour  la  valeur  de  la  pression, 

on,  si  Ton  pose  .r  +  //  z-  2,  z  designant  alors  Tabscisse  de  la  tranche  a  T in- 
stant f , 
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L'equation  fournie  par  le  theoreme  des  quantites  de  mouvement  deve- 
nantalors 

on  trouve,  en  substituant  la  valeiir  de  p^ 

(7)       p.--^=-»>.;i[-"--(sr]- 

Cest  Tequation  aux  derivees  partlelles  cherchee.  Les  termes  qui  ren- 
ferment  les  derivees  du  second  ordre  sont 

58.  Quand  le  mouvement  d'un  fluide  compose  de  couches  spheriques 
homogenes  et  concentriques  a  lieu  de  telle  maniere  que  les  divers  points 
d'une  meme  couche  possedent  a  chaque  instant  des  vitesses  egales  entre 
elles  et  normales  a  la  couche,  il  est  bien  clair  que,  si  Ton  isole,  par  la 
pensee,  une  portion  du  fluide  contenue  dans  un  cone  de  revolution  infi- 
niment  delie  et  ayant  son  sommet  au  centre  des  couches  spheriques,  le 
mouvement  du  fluide  contenu  dans  ce  cone  n'est  autre  que  celui  qui  a  ete 
etudie  dans  les  numeros  precedents. 

Inversement  les  equations  obtenues  pour  le  cone  s'appliquent  sans 
aucune  modification  au  mouvement  par  couches  spheriques  concentriques; 
alors  X  designe  le  rayon  initial  d'une  couche  et  z  le  rayon  de  la  meme 
couche  a  Tinstant  t. 

En  particulier,  Tequation  (7)  regit  le  mouvement  d'un  gaz  parfait 
s'effectuant  par  couches  spheriques  concentriques. 


LVW  Cahier. 
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CHAPITRE  III. 

TUfeORIE  DE  LA   PROPAGATION  DU  MOUVEMENT. 


I.  —  Observations  generales. 

iSD.  La  theorie  qui  va  etre  developpee  dans  ce  Chapitre  ne  s*appliqiie 
qn'aux  niouvenients  par  tranches  paralleles.  II  a  ete  demonlre  dans  le 
Cliapitie  prect^dent  que,  pour  les  solides  elastiques  et  les  Guides  non  coii- 
ducteurs,  les  niouvements  de  ce  genre  sont  regis  par  des  equations  aux 
derivees  partielles  du  second  ordre,  a  deux  variables  independantes,  li- 
neaires  par  rapport  aux  derivees  partielles  du  second  ordre,  du  moins 
lant  qu*il  ne  se  prodiiit  pas  de  discontinuites  dans  les  vitesses. 

Chacune  des  integrales  de  Tequation  aux  derivees  partielles  represente, 
[>our  le  corps  considere,  un  mouvement  j)Ossible.  II  faut  entendre  par  la 
que,  si  la  longueur  du  corps  est  infinie  dans  les  deux  sens  et  si  le  mouve- 
ment represente  par  Tintegrale  se  trouve  etabli  a  un  instant  donne,  il  per- 
sistei'a  indeHniinent. 

Quand  on  parvient  a  obtenir  Tintegrale  generale  de  I'ecjuation  aux  de- 
rivees partielles,  on  connait,  par  cela  meme,  touslesmouvements  possibles. 
Mais»  dans  cliaque  problemeparticulier,  il  reste  a  determiner,  parmi  toutes 
ves  integrales,  celles  qui  conviennent  a  la  question.  Cette  determination 
prcsente  des  difficultes  qui  surpassent  souvent  celles  que  Ton  rencontre 
dans  la  recherche  de  Tintegrale  generale. 

Ainsi  Tequation  du  mouvement  d'un  solide  cylindrique  homogene  et 
elastique  est 

quand  il  n'existe  pas  de  forces  exterieures.  L'integrale  generale  de  cette 
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equation 

est  connue  deputs  d'Alembert,  et  cependant  on  n'est  parvenu  que  dansces 
dernieres  annees  a  resoudre  completement  certains  problemes  particuliers 
du  mouvement  des  solides  cylindriques  elastiques.  On  peut  citer,  par 
exemple,  le  cas  oil  un  solide  de  ce  genre  est  fixe  a  un  bout  et  porte  a  I'autre 
une  masse  additionnelie  que  Ton  assimile  a  un  solide  invariable  et  qui  est 
supposee  animee  au  debut  d'une  certaine  vitesse,  tandis  que  le  reste  de 
la  tige  se  trouve  encore  en  repos.  Ge  probleme  avait  ete  pose  par  Navier 
qui  en  avait  donne  une  solution  au  moyen  des  series  trigonoinetriques, 
solution  notoirement  insuflBsante,  car  elle  n'indiquait  aucune  des  circon- 
stances  du  mouvement. 

M.  Phillips,  dans  un  Memoire  insere  au  Journal  de  Liou\>iUe 
(annee  i864),  a  montre  le  premier  que  Ton  pouvait  representer  le  mouve- 
ment au  moyen  de  Tintegrale  generale  de  d'Alembert  en  y  determinant 
convenablement  les  fonctions  arbitraires.  Nous  avons  donne  recemment, 
M.  le  colonel  Sebert  etmoi,  dans  une  Note  inseree  aux  Comptes  rendus 
de  V Academie  des  Sciences  (annee  1882),  des  formules  permettant  de 
calculer  par  voie  de  recurrence  les  integrales  qui  conviennent  aux  divers 
instants  du  mouvement.  Plus  recemment  encore,  la  question  a  ete  traitee 
avec  de  grands  details  par  MM.  de  Saint- Venant,  Flamant  et  Boussinesq 
dans  les  Comptes  rendus  de  V Academic  des  Sciences  et  dans  la  Note  de 
la  traduction  francaise  de  la  Theorie  de  Velasticite  de  Clebsch. 

Ce  n'est  done  qu'au  prix  de  longs  efforts  que  ce  probleme,  en  appa- 
rence  si  simple,  a  pu  etre  resolu  d'une  maniere  a  peu  pres  satisfiaisante. 

60.  Le  probleme  de  la  determination  des  integrales  qui  conviennent  a 
un  probleme  donne  est  pose  d'ordinaire  de  la  maniere  suivante. 

Considerant  une  portion  limitee  d'un  corps  dont  on  connait  Tetat  ini- 
tial, on  impose  aux  deux  extremites  des  conditions  exprimees  par  des 
equations  etTon  demande  de  determiner  Tintegrale  representant  le  mou- 
vement. 
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Cette  nianiere  de  poser  la  question  est  des  plus  defectueuses  et  parait 
etie  la  eause  des  grandes  difficultes  que  Ton  rencontre  dans  ce  genre  de 
reclierehes. 

En  efTet,  I'etat  initial  est  ordinairement  defini  en  donnant  la  position  et 
la  vitesse  de  tous  les  points,  c'est-a-dire  que  Ton  donne,  pour  ^  =  o,  les 
deux  relations 

(')  «=/,(-r),     S=/.(^)- 

Soient  de  plus  x^  et  x^  les  abscisses  des  deux  tranches  extremes  :  les  con- 
ditions  imposees  aux  extremites  sont  generalement  de  la  forme 

r7>    /       ^         du    du    d^u     d^u     d^u\ 

1^2  i^^s  ^  '^,  -j^y  ji^  d^^'d^t'  if)  =  ^' 

la  premiere  devant  etre  satisfaite  pour  a:  =  a?, ,  la  deuxieme  pour  x=^x^^ 
quel  que  soit  t. 

SMI  existe  uneintegrale  particuliere  de  Tequationaux  derivees  partielles 
qui  convienne  au  problenie,  elle  devra  done,  pour  f  =  o,  satisfaire  aux 
deux  uqnatiqns  (i),  pour  a:  =  a?,,  satisfaire  a  la  premiere  equation  (2)  et, 
ponr  j:  ^  Xj,,  a  la  deuxieme  de  ces  equations. 

Or  il  est  bien  connu  que  Tintegrale  generale  d'une  equation  aux  deri- 
vees partielles  du  deuxieme  ordre,  a  deux  variables  independantes,  quand 
elle  pent  etre  exprimee  par  le  moyen  de  fonctions  arbitraires,  ne  renferme 
que  de[ix  de  ces  fonctions.  L'indetermination  qui  existe  dans  Tintegrale 
generale  n'est  d'ailleurs  pas  plus  grande  quand  elle  ne  peut  etre  exprimee 
siu  nioyen  de  fonctions  arbitraires;  il  est  done  fort  difficile  de  concevoir 
ccniuuent  on  pourrait,  en  profitant  de  Tindetermination  de  Tintegrale  ge- 
nerale, obtenir  une  integrale  particuliere  satisfaisant  aux  quatre  condi- 
tiouii  (1)  et  (2). 

En  realite^  il  est  generalement  impossible  de  trouver  une  expression 
iHialytique  unique  satisfaisant  a  ces  quatre  conditions;  on  n'y  parvient  d'or- 
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dinaire  qqe  par  la  combinaison  d'une  infinite  d'integrales  qui  se  substi- 
tuent  les  unes  aux  autres  suivant  une  certaine  loi. 

Ainsi  les  equations  (i)  suffisent  pour  definir  une  integrate  partieuliere 
de  Tequation  aux  deriveespartielles,  mais  I'expression  obtenue  nesatisfera 
generalement  pas  aux  equations  (2). 

61.  II  nest  pas  inutile  d'eclaircir  les  notions  qui  precedent  par  un 
exemple  simple. 

Soit  une  tige  cylindrique  et  homogene  dont  le  mouvement  est  regi  par 
Tequation 

oil  Ton  a  pose  pour  simplifier  a^=  — •  Soient  zero  et  1  les  abscisses 

des  tranches  extremes,  et 

du 

les  equations  qui  definissentTetat  initial.  II  est  visible  que  I'integrale  par- 
tieuliere correspondante  est 

Uz=  o. 

Mais  elle  ne  constitue  la  solution  du  probleme  que  si  les  extremites  sont 
constammenten  repos. 

Quand  les  conditions  iniposees  aux  extremites  ne  sont  pas  le  repos,  il 
faut,  pour  obtenir  la  solution  cherchee,  recourir  a  une  combinaison  d'in- 
tegrales. 

Si,  par.exemple,  les  conditions  imposees  aux  extremites  sont 

//  =  o     pour     x  =  Oy  u=-^    pour     ^=A, 

quel  que  soit  t,  le  mouvement  est  represente  par  une  infinite  d'integrales 
qui  se  succedent  les  unes  aux  autres,  suivant  une  loi  facile  a  obtenir.  A 
chaque  instant  la  tige  est  divisee  en  deux  parties  auxquelles  correspondent 
deux  integrales  distinctes.  Pour  le  point  d'intersection,  les  valeurs  de  // 
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sont  egales,  ainsi  que  celles  de  -^  et  de  -^;  mais  les  valeurs  des  derivees 
secondes  ne  sont  pas  les  memes.  Les  deux  integrales  conservent  la  nieme 
expression  analytique  pendant  un  temps  egal  a  -y  au  bout  duquel  Tune 
d-etUre  elles  se  trouve  moditiee. 

Pour  t  compris  entre  zero  et  -  j  les  deux  integrales  sont 

u  =  o,  u  =  — :  (x  H-  at  —  \y. 

2a-  ^  ' 

Pour  t  compris  entre  -  et  —  >  elles  deviennent 

II  =  — ^—  (at  —  X),  N  =  — ,  (x  -h  ot  —  X)". 

Pour  t  compris  entre  —  et  — > 


a 


II  =  — -  (at  —  A), 

(I-    ^  ' 


7.     ,  ,         ^ .  o         2a.r 


'I  aX 


//  =  — tAx-^  at  — 'X)^+  — ^  (at  —  A)  -I :-  (i\  —  X—  at), 

et  »insL  de  suite. 

Ces  fonnules  determinent  la  valeur  de  u  qui  correspond  a  toutes  les 
valeurs  positives  de  ^  et  a  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre  zero 
et  A.  A  certains  points  de  vue,  la  fonction  u  ainsi  definie,  qui  est  conti- 
nue, ainsi  que  ses  deux  derivees  premieres,  pourrait  etre  regardee 
coinme  une  integrale  unique,  puisqu'elle  satisfait  partout  a  Tequation 
aux  derivees  partielles,  sauf  pour  certaines  valeurs  de  x  et  de  t  ou  les 
valeurs  des  derivees  secondes  sont  ambigues. 

Mais  cette  maniere  d'envisager  les  choses  ne  presente  aucun  avantage 
reel,  car  il  est  impossible  d*exprimer  la  fonction  u  par  une  seule  et  meme 
expression  analytique  finie. 

(^uandon  represenle  la  fonction  u  par  une  surface,  en  prenant  x  elt 
conuHC  les  coordonnees  horizontales,  il  est  visible  que  la  surface  obtenue 
est  constituee  par  une  infinite  de  portions  de  paraboloides  hyperboliques 
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se  raccordant  les  unes  aux  autres,  mais  qui,  aux  points  de  raccor dement, 
n'ont  pas  la  nieme  indicatrice.  II  semble  pen  nature!  de  regarder  cet  assem- 
blage com  me  constituant  une  surface  unique. 

62.  Dans  un  certain  nombre  de  cas,  analogues  a  celui  qui  vient  d'etre 
examine,  on  est  parvenu,  il  est  vrai,  a  representer  I'ensemble  de  la  solu- 
tion par  une  formule  unique,  en  faisant  usage  des  series  trigonometriques. 
L'emploi  de  ces  series  se  justifie  de  lui-meme  quand  le  corps  considere 
est  anime  d'un  mouvement  periodique,  comma  dans  le  cas  des  vibrations 
sonores.  Ces  series  procedent  alors  suivant  les  sinus  et  les  cosinus  des 
multiples  d'un  meme  arc  et  mettent  en  evidence  les  differentes  valeursque 
peut  acquerir  la  periode  du  mouvement. 

Mais  on  a  cherche  frequemment  a  introduire  ces  series  dans  des  pro- 
blemes  ou  leur  emploi  est  bien  loin  d'etre  aussi  avantageux.  Le  mouve- 
ment n'etant  plus  periodique,  les  nombres  par  lesquelson  multiplie  Tare 
ne  peuvent  etre  entiers.  Ce  sont  generalement  les  racines  en  nombre  infini 
d'une  certaine  equation  transcendante,  qui  varie  d'ailleurs  avec  la  nature 
du  probleme. 

Les  series  de  cette  espece  ont  ete  employees  pour  la  premiere  fois  par 
Fourier,  dans  son  admirable  Traite  de  la  chaleur,  et  les  problemes  dans 
lesquels  il  en  a  fait  usage  n'ont  pu  jusqu'ici  etre  traites  sans  leur  con- 
cours.  Mais,  quand  il  s'agit  du  mouvement  des  corps,  ces  series  presen- 
tent  plusieurs  inconvenients  : 

I**  On  ne  connait  encore  qu'imparfaitement  les  conditions  dans  les- 
quelles  ces  series  peuvent  representer  les  fonctions  dont  elles  sont  suppo- 
sees  exprimer  le  developpement. 

2°  Ces  series  ne  sont  pas  toujours  susceptibles  de  differentiation  :  ainsi, 
dans  certains  cas,  on  ne  peut  en  faire  usage  pour  calculer  les  vitesseset  les 
dilatations,  qui  cependant  sont  presque  toujours  les  quantites  les  plus  im- 
portantes  a  connait  re. 

3*^  Les  series  trigonometriques  ne  donnent  aucune  indication  sur  le 
mecanisme  des  phenomenes,  c'est-a-dire  sur  la  propagation  et  la  reflexion 
du  mouvement. 
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4^  Enfin  leur  recherche  devient  impossible  quand  Tequation  aux  deri- 
vees  partielles  cesse  d'etre  lineaire. 


63.   Les  solutions  exprimees  par  des  series  trigonometriques  sont  evi- 

du 
dx 


demment  bien  imparfaites  a  cote  de  celles  oil  les  valeurs  de  Uy  de  ^  et 


^  sont  exprimees  sous  forme  finie  au  moyen  de  fonctions  analytiques. 

G'est  M.  Phillips,  qui,  dans  son  important  Memoire  du  Journal  de  Liou- 
ville  (i  864),  a  le  premier  mis  en  evidence  la  superiorite  de  ces  dernieres 
solutions.  II  n'a  pas  tarde  a  etre  suivi  dans  cette  voie  par  M.  de  Saint- 
Venant,  dans  son  Memoire  sur  le  choc  longitudinal  des  prismes  elastiques 
[Journal  de  Liouville^  1 867) .  Mais  ces  eminents  geometres  n'ont  pas  donne 
de  methode  generale  pour  la  determination  des  solutions;  de  plus,  ils 
se  sont  bornes  a  considerer  des  mouvements  regis  par  une  equation 

dont  Tintegrale  generale  est  connue,  Tequation  ^^  =  a^  ^.  Cette  inte- 
grate generale  est,  du  reste,  exprimee  par  des  fonctions  arbitraires  qu'il 
suffit  de  determiner  con venablement,  comme  dans  les  deux  exemples  qui 
ont  ete  traites  ci-dessus. 

Or,  comme  on  va  le  voir,  une  methode  generale  existe  et  pent  etre 
appliquee  meme  a  des  equations  dont  Tintegrale  generale  est  inconnue. 
De  plus,  elle  eclaire  d'un  jour  tout  nouveau  les  phenomjenes  de  la  propa- 
gation du  mouvement. 

64.  Si  Ton  se  reporte  a  Texemple  particulier  qui  a  ete  traite  ci-dessus, 
on  voit  que  le  prisme  elastique  etait  d*abord  au  repos,  en  d'autres  termes 
que  son  mouvement  etait  represente  par  Tintegrale  particuliere  w  =  0. 
On  a  imprime  a  I'extremite  \  un  mouvement  uniformement  accelere,  la 
Vitesse  etant  nulle  au  debut,  et  aussitot  une  nouvelle  integrate 


(3)  u  =  ^^{x^at-\) 


a  pris  naissance  a  Textremite  du  corps,  de  sorte  que  celui-ci  s'est  trouve 
partage  en  deux  parties  :  Tune,  la  plus  voisine  de  Torigine,  encore  en 
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repos,  Tautre  dont  le  mouvement  est  represente  par  Tequation  prece- 
dente.  La  section  de  separation  a  pour  abscisse  a?  =  X —  at;  egale  a  X 
pour  t  =  o,  elle  s'avance  vers  Torigine  en  se  deplagant  avec  une  vitessea. 
Ainsi  la  nouvelle  integrate  s'etend  constamment  aux  depens  de  la  pre- 
miere; le  mouvement  qu'eJle  represente  se  propage  avec  une  vitesse  a. 
II  est  a  remarquer  que  la  forme  de  la  nouvelle  integrale  ne  depend  evi- 
demment  que  du  mouvement  imprime  a  Textremite  et  de  Tetat  du  corps  h 
rinstant  oil  elle  a  pris  naissance. 

Si  le  corps  etait  indeBni  du  cote  des  x  negatifs,  le  phenomene  resterait 
constamment  le  niSme,  c'est-a-dire  que  Tintegrale  (3)  continuerait  a 
s'avancer  avec  la  vitesse  a. 

Mais  le  corps  est  limite  et,  au  moment  ou  Fintegrale  (3)  parvient  a 
Textremite  a;  =  o,  la  nature  du  phenomene  est  modifiee  par  la  fixite  de 
ce  point.  II  se  developpe,  en  effet,  au  point  a:  =  o,  une  nouvelle  integrale 
dont  la  forme  est  evidemment  determinee  par  la  condition  imposee  a 
I'extremite  07  =  o  et  par  I'integrale  (3).  Gette  nouvelle  integrale  est 

(4)  «=^(«f-X), 

et  la  tige  se  trouve  de  nouveau  paitagee  en  deux  parties;  la  plus  rappro- 
chee  de  Torigine  a  un  mouvement  represente  par  (4),  Tautre  partie  un 
mouvement  represente  par  I'integrale  (3).  L'abscisse  du  point  de  separa- 
tion est  at  —  1;  nulle  a  Tinstant  t=  -?  oil  I'integrale  (3)  parvenait  a 
Textremite  a:  =  o,  cette  abscisse  augmente  progressivement  et  se  deplace 
vers  la  droite  avec  une  vitesse  a.  L'integrale  (4)  s'etend  done  aux  depens 
de  I'integrale  (3) ;  elle  se  propage  avec  une  vitesse  a  et  finit  par  faire  en- 

tierement disparaitre  I'integrale  (3)  a  I'instant  t=—;  alors  le  mouvement 
de  ia  tige  entiere  est  represente  par  (4)  et  il  persisterait  indefiniment  si 
I'extremite  a?  =  X  etait  animee  du  mouvement  defini  par  cette  equation. 
Mais,  comme  il  n'en  est  pas  ainsi,  une  nouvelle  integrale  prend  nais- 
sance au  point  X;  c'est 

(5)  «=^(^H-a^-Xr4-^(«<-A)H-^(2X-a:-ai), 
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et  la  forme  de  cette  derniere  resulte  uniquement  de  Tintegrale  (4)  et  de 
la  condition  imposee  au  mouvement  du  point  1. 

L*jntegrale  (5)  a  son  tour  s'etend  aux  depens  de  (4);  en  d'autres 
termes,  ellese  propage  dans  cette  derniere  avec  une  vitesse  a,jusqu'ace 
qu'elle  arrive  a  Textremite^  =  o  oil  prendra  naissance  une  nouvelle  in- 
tegrale- 

6o-  On  vient  de  voir  comment  les  integrales  peuvent  prendre  nais- 
sance aux  extremites  du  corps.  Quand  le  mouvement  du  prisme  est  repre- 
sente  par  une  integrale  deterniinee  et  que  la  condition  imposee  a  Textre- 
niite  n'est  pas  compatible  avec  le  mouvement  deBni  par  cette  integrale, 
une  autre  integrale  prend  naissance  a  Textremite  et  se  developpe  aux 
liepens  de  la  premiere,  se  propageant  ainsi  dans  le  corps  avec  une  vitesse 
quif  comme  on  le  verra  plus  loin,  est  toujours  egale  a  a  pour  les  prismes 
elastlques.  La  nouvelle  integrale  ne  pent  evidemment  dependre  que  de 
l*inlegrale  primitive  et  de  la  condition  imposee  a  I'extremite. 

Mais  des  integrales  nouvelles  peuvent  encore  prendre  naissance  en 
d*autres  points  du  corps;  et,  avant  de  generaliser  les  resultats  qui  prece- 
dent, il  est  necessaire  d'etudier  ce  nouveau  phenomene. 

Considerant  comme  precedemment  un  cylindre  homogene  et  elastique 
dont  les  abscisses  extremes  sont  zero  et  X  et  qui  est  en  repos  a  T instant 
initial,  onsupposera  les  deux  extremites  animees  de  mouvements  unifor- 
mement  acceleres,  de  sorte  que  Ton  ait 


u  =  -^t^     poura:  =  o,  u  =^  -  CLt^     pour     x 


A, 


quel  que  soit  t. 

Dans  ces  conditions,  le  mouvement  du  cylindre  sera  a  chaque  instant 
represente  par  trois  integrales  qui  varieront  d'ailleurs  a  chaque  periode  de 


duree  — 


Entre  ^  =  o  et  ^  =  — >  les  trois  integrales  sont 

3  a 

n=-^(at  —  x'Y,  w  =  o,  //= — -(a^-ho;  —  X)*; 
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entre  f  =  —  et  t  =  —j  elles  sont 

2a  ^a 


n  =^  -^Aat  -+•  X  —  \Y  -\-  -^  (at  —  xV^ 


les  deux  extremes  sont  restees  les  mSmes,  celle  du  milieu  a  seule  ete  mo- 
difiee.  On  verrait  sans  difficulle  qu'entre  ^  =  —  et  ^  =  —  il  existe  Irois 
autres  integrales ;  celle  du  milieu  est  la  m^me  que  pour  t  compris  entre 
—  et  —  J  mais  les  deux  autres  sont  modifiees,  et  ainsi  de  suite. 

2/7        ia 

Dans  ce  cas,  la  tige  estau  reposau  debut,  tandisque  les  deux  extremites 
sont  animees  de  mouvements  uniformement  varies  pour  lesquels  la  vitesse 
est  nulle  au  debut. 

II  en  resulte  qu'a  chacune  de  ces  extremites  prend  naissance  une  inle- 
gralequi  s'etendconstammentaux  depens  del'integrale  primitive  u=  o. 
Chacune  de  ces  integrales  se  propage  avec  la  vitesse  a,  Tune  du  point 
zero  vers  le  point  X,  Tautre  en  sens  inverse;  par  consequent,  a  I'instant 

t  =  — y  les  deux  integrales 


na 


//.=  —^  (at  — xV^         u  =  -^(at  -i-x  —  IV 


aa^  ^  '   '  ia^ 


sont  arrivees  au  milieu  de  la  tige  ou  elles  se  rencontrent.  L'integrale 
1/  =  o  a  completement  disparu. 

II  est  clair  qu'il  doit  se  passer  en  ce  point  un  phenomeneparticulier,  et, 
en  effet,  une  nouvelie  integrale  y  prend  naissance;  elle  a  pour  expres- 
sion 

w=  — '{at  +x  — X)^+  -^  (at  —  xV^ 
et  Ton  voit  que,  dans  ce  cas  particulier,  elle  estegale  a  la  somme  des  deux 
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precedentes ;  mais  il  n'en  est  generalement  pas  ainsi.  Quoi  qu*il  en  soil, 
cette  noijvelle  integrale  prend  evideniment  naissance,  parce  que  les  deux 
premieres  ne  peuvent  subsister  Tune  a  cote  de  Tautre.  Son  expression  ne 
peut  dependre  que  des  integrates  qui  sont  venues  se  rencontrer  au  milieu 
de  la  tige. 

La  nouvelle  integrale,  d  abord  limitee  au  point  milieu,  s'etend  dans  les 
deux  sens  aux  depens  des  deux  premieres;  la  vitesseavee  laquelle  se  de- 
placent  les  points  qui  la  limitent  est  encore  egale  a  a,  de  sorte  qu'a  I'in- 

stant  t  =  -  elle  sera  parvenue  aux  deux  extremites  et  subsistera  seule 

dans  la  tige. 

Mais,  comme  ellen'est  pas  compatible  avec  les  conditions  imposees  aux 
deux  extremites,  il  naitra  en  ces  deux  points  de  nouvelles  integrates  qui 
s'etendront  aux  depens  de  la  precedente  et  finiront  par  la  faire  dispa- 
raitre;  apresquoi,  une  autre  integrale  prendra  naissance  au  milieu  de  la 
tige,  et  ainsi  de  suite. 

66.  Les  exemples  qui  precedent,  bien  que  portant  uniquement  sur 
Tequation  du  mouvement  d'une  barre  prismatique  elastique,  qui  est  la 
plus  simple  de  toutes,  suffisent  pour  faire  concevoir  comment  les  inte- 
grales  uaissent  et  se  developpent.  Deux  cas  bien  distincts  sont  a  consi- 
derer. 

Supposant  dabord  que  le  corps  soit  anime  dans  son  ensemble  d'un 
mouvement  represente  par  une  integrale 

(6)  u  =/(a?,  t) 

de  I'equation  aux  derivees  partielles  qui  lui  correspondent,  si  Tune  des 
extremites,  x='k  par  exemple,  est  animee,  par  suite  des  conditions  par- 
ticulieres  qui  lui  sont  imposees,  du  mouvement 

oil,  plus  generalement,  si,  la  condition  imposee  a  rextreniite  en  question 
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etant 

,    .  1-1/        ^  ^'^     ^it    d'^u  \ 

(7)  l*!-^' ''"'51' 57' rf^' •••)  =  ''' 

{'expression  (6)  de  u  satisfait  identiqnement  a  Tequation  precedente  en  y 
faisant  a;  =  >.,  il  ne  se  passera  en  ce  point  aucun  phenomene  particulier. 

Mais,  quand  il  n'en  est  pas  ainsi,  il  natt  en  ce  point  une  nouvelle  inte- 
grate qni  est  forcement  tout  a  fait  determinee.  Or  les  seules  conditions  qui 
luisont  imposees  sont  :  i**  de  satisfaire,  pour  a:  =  X,  a  la  condition  (7) ; 
2**  de  pouvoir  se  propager  dans  Tintegrale  (6). 

II  importe  ici  de  definir  avec  precision  ce  qu'on  entend  par  propagation 
d'une  integrale  dans  une  autre. 

Que  Ton  concoive  un  corps  dont  le  niouvement  est  represente  a  un 
instant  donne  par  deux  integrates  distinctes,  et  soit  c,  Tabscisse  du  point 
de  separation  de  ccs  integrates  a  un  instant  donne  t.  Si,  a  Tinstant  sui- 
vant  t  +-  city  le  niouvement  est  encore  represente  par  les  deux  meines  in- 
tegrales,  on  dira  qu'elles  sont  compatibles  entre  elles.  Le  point  ^  se  sera 

deplace  vers  la  droite,  par  exemple,  d'une  quantite  rf^,  et  la  derivee^ 

representera  la  vitesse  de  propagation  de  la  premiere  integrale  dans  ia 
seconde. 

Or  on  a  vu  au  numero  precedent  que  deux  integrales  donnees  n'etaient 
pas  toujours  compatibles  entre  elles;  car,  dans  Texemple  cite,  il  naiss.oit, 
au  point  conimun  aux  deux  integrates 

^'  =  ^A^^  —  ^'^Y^       '^=.i^(«^-^-^  — ^)% 

une  nouvelle  integrale  qui  se  developpait  et  s*etendait  aux  depens  des 
premieres.  La  nouvelle  integrate  obtenue  etait  d'ailieurs  compatible  avec 
les  deux  autres;  mais  il  est  visible  que  la  compatibilite  exige  une  condi- 
tion. Cette  condition  sera  determinee  plus  loin. 

Pour  en  revenir  au  cas  oil  une  integrale  prend  naissance  a  une  extre- 
mite,  les  conditions  qui  la  determinent  completement  sont  les  suivantes  : 
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i""  satisfaire,  pour  a:  =  X,  a  la  condition  (7);  a^  etre  compatible 
avec  (6). 

Quand,  au  contraire,  Tintegrale  nouvelle  prend  naissance  au  point 
commun  a  deux  autres  integrales,  elle  est  conipletement  determinee  par 
la  condition  d'etre  compatible  avec  les  deux  premieres. 

II.  —  Condition  de  compatibilite  des  int^grales. 

67.  On  a  fait  remarquer,  dans  le  Ghapitre  precedent,  quecertaines 
des  equations  aux  derivees  partielles  qui  representent  le  mouvement  des 
corps  par  tranches  paralleles  pouvaient  cesser  d'etre  exactes  qiiand  la 
vitesse  d'une  tranche  eprouvait  une  variation  finie  dans  un  temps  infini- 
ment  petit.  Pour  rechercher  la  condition  de  compatibilite  des  integrates, 

on  supposera  done  qu'au  point  commun  les  valeurs  de  ;/,  ^et-^  sont 

egales,  sauf  a  examiner  specialement  plus  tard  les  cas  oil  se  produisent 
des  discontinuites. 

Soit,  d'une  maniere  generale, 

Tequation  aux  derivees  partielles  qui  regit  le  mouvement  du  corps;  u^ 
et  «2  sont  deux  integrales  qui,  a  Tinstanl  ty  representent  le  mouvement 
de  deux  portions  du  corps,  ayant  un  point  commun  ^. 

Si  les  integrales  sont  compatibles,  le  point  commun  ^  est  donne  en 
fonction  de  t  par  I'equation 

(2)  u,  —  u^=o; 

d'ailleurs  on  a,  au  point  commun,  par  suite  de  la  continuite, 

du^         du2  du^         du2 

Ges  equations  doivent  toujours  avoir  lieu  au  point  commun,  car  la 
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continuite  ne  doit  point  disparaitre;  on  peut  done  les  differentier  en 
regardant  c,  comme  une  fonction  de  t  definie  par  Tequation  (a),  ce  qui 
donne 

^^f  \dxdt         dxdij'^\dx^  dx^)dt~^' 

D'autre  part,  les  deux  integrates  ii,  et  u^  satisfont  a  I'equation  (i). 
Substituant  done  dans  cette  equation  u^^  puis  ii^^  a  la  place  de  ;/,  attri- 
buant  ensuite  a  a;  la  valeur  ^  qui  correspond  au  point  commun  a  Tin- 
stant  ty  les  valeurs  de  L,  K,  H  et  M  qui  dependent  uniquement  de  a;,  ty  a^ 

y^et  x^seront  egales,  de  sorte  quen  retranchant  les  equations  obtenues, 

il  restera 

Les  equations  (3),  (4)  et  (5)  ont  lieu  simultanement.  Elles  sont  ho- 
mogenes  par  rapport  aux  differences 

d^u^  _^  d^U2        d'^us  d^U2        d^Uj  d^u^^ 

"dF        "dF '     dxdt  ~  dxTt'     IF  dx^  ' 

donc^  si  cestrois  differences  ne  sont  pas  nulles,  le  determinant  doit  s'an- 
nuler. 

Faisant  d'abord  abstraction  du  cas  oil  les  trois  derivees  secondes  des 
fonctions  seraient  constamment  egales  au  point  commun,  on  a  ainsi  Te- 
quation 

qui  est  la  condition  de  compatibilite  cherchee. 

L'une  des  integrates  w,  ou  u^  etant  donnee,  on  prendra  pour  I^,  K,  H 
les  valeurs  qui  correspondent  a  Tintegrale  donnee  et  qui  sont,  par  suite, 
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des  fonctions  connues  de  x  et  t.  Rempla^nt  alors  x  par  ^,  Tequation  (6) 
devient  une  equation  differentielle  du  premier  ordre  dont  Tintegration 
fournira  ^  en  fonction  de  t.  L'autre  integrate  devra  etre  telle  que  Tequa- 
tion  w,  —  ^2  =  0  soit  satisfaite  quand  on  y  remplace  x  par  la  fonction  de  / 
ainsi  determinee. 

08.  II  reste  a  examiner  ce  qui  arrive  quand  les  derivees  secondes  des 
trois  fonctions  sont  constamment  egales  au  point  commiin.  Dans  ce  cas 
on  deduit  de  Tegalite  des  deux  premieres  derivees  secondes 

\dxdi^         dx dl^ ) '^  \dx^  dt        dx^dt)dt~^' 

Differentiant  ensuite  Tequation  aux  derivees  partielles  par  rapport  a  /, 
substituant successivement  u^  et^^,,  attribuant  aorla  valeur  ^  et  retranchant, 
il  vient 

f  (^l^_^l!^\^oK  ( ^^         ^'''^  \    I    r  f  ^'"'  ^'"^  ^  — n 

^^\dt^  dt^  )  '^  -^^ydxdi^        dxdt^J'^  ^^\dx^dt        dx^dt)~^' 

et,  puisque  le  determinant  n*est  pas  nul,  on  en  conclut  que  les  trois  deri- 
vees troisiemes  considerees  sont  egales.  On  montrerait  ainsi  sans  difficulte 
que 

Jx^        "dr3  ' 

et  rien  n'empSche  de  continuer  le  raisonnement,  de  proche  en  proclie, 
pour  tons  les  ordres. 

D'apres  cela,  si  la  condition  (6)  du  n°  67  n'est  pas  satisfaite,  il  faut, 
pour  que  les  integrales  ii^  et  u^  soient  compatibles,  que  leurs  derivees  de 
tous  les  ordres  soienttoujours  egales  au  point  commun.  Les  fonctions  w, 
et  Wj  ne  sont  pas,  a  proprement  parler,  deux  fonctions  distinctes  dans  le 
voisinage  du  point  commun.  Si  elles  sont  developpables,  dans  ce  voisinage, 
d'apres  la  formule  de  Taylor,  elles  sont  rigoureusement  egales. 
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69.  Ainsi  la  condition  pour  que  deux  integrales  distinctes  soient  com- 
patibles est  celle  qui  est  exprimee  par  Tequation  (6).  On  pent  en  donner 
line  interpretation  geometrique  remarquable. 

On  representera,  comme  cela  a  deja  ete  fait  au  n°  61,  la  valeur  u  d'une 
integrale  de  Tequation  aux  derivees  partielles  par  I'ordonnee  d'une  sur- 
face dont  ooet  t  representeront  les  abscisses  horizontales,  les  trois  axes  de 
coordonnees  etant  designes  par  Ox^  Ot  et  Ou.  Cette  surface  peut  etre 
regardee  comme  representant  le  mou vement  du  corps ;  en  la  coupant  par 
des  plans  paralleles  a  xOuj  on  obtient  I'etat  du  corps  aux  differents 
instants.  En  la  coupant  par  un  plan  parallele  a  tOii^  on  obtient  le  mouve- 
inent  d'un  point  donne. 

La  condition  de  compatibilite  ( 6) ,  pour  une  integrale  donnee,  represente 
alors  Tequation  differentielle  de  la  projection  horizontaie  d'une  courbe 
tracee  sur  la  surface  integrale.  Or  cette  equation  peut  s'ecrire,  en  rem- 
placant  ^  par  x^ 

elle  n  est  autre  que  Tequation  differentielle  des  projections  hoiizontales 
des  caracteristiques. 

Ainsi  les  caracteristiques  de  la  surface  i  e[)resentant  un  mouvement  sont 
lescourbes  suivanl  lesquelles  viennent  se  raccorder  avec  la  premiere  les 
surfaces  representant  les  mouvements  compatibles  avec  le  premier. 

Toute  surface  integrale,  se  raceordant  avec  la  premiere  suivant  Tune  de 
ses  caracteristiques,  admet  aussi  la  courbe  de  raccordement  pour  caracte- 
ristique.  Ainsi  deux  surfaces  representant  des  mouvements  compatibles 
admettent  une  caracteristique  commune.  On  a  vu,  dans  le  Chapitre  I, 
que  deux  surfaces  integrales,  qui  admettent  une  caracteristique  commune, 
peuvent,  a  certains  egards,  etre  regardees  comme  constituant  une  surface 
integrale  unique.  G'est  au  meme  point  de  vue  que  Ton  peut  considerer 
Tensemble  des  integrales  compatibles  qui  representent  le  mouvement  d'un 
corps  comme  constituant  une  integrale  unique. 

LVII^  Cahier.  lo 


7/|  H.    HOGONIOT. 

III.  —  Vitesse  de  propagation  des  integrales. 

70.  En  designant,  comnie  precedemment,  par  ^  Tabscisse  du  point 
cominun  a  deux  integrales  compatibles,  la  vitesse  de  propagation  d'une 

integraledansTautre  est  egale  a  ^  et,  quand  on  donne  Tune  des  integrales, 

la  condition  decompatibilitepermet  de  calculer  cette  vitesse  sans  integra- 
tion. 

li'equation  est  du  second  degre  en  ^ ;  par  consequent  il  existe,  en  chaque 

point  du  corps  et  a  chaque  instant,  deux  vitesses  de  propagation.  Quand 
la  valeur  de  K  est  nuUe,  les  deux  vitesses  de  propagation  sont  egales  et 
opposees,  c'est-a-dire  que  la  propagation  pent  s'effectuer  dans  les  deux 
sensavec  la  meme  vitesse.  C'est  ce  qui  a  lieu  pour  tons  les  corps  qu'on  aura 
occasion  d  examiner  plus  tard. 

L'expression  analytique  de  la  vitesse  de  propagation  depend  unique- 
ment  des  coefficients  des  derivees  du  second  ordre;  il  ne  faudrait  pas  en 
conclure  toutefois  que  les  termes  independants  des  derivees  du  second 
ordre  sont  sans  influence  sur  la  vitesse  de  propagation.  Cette  vitesse  de- 
pend en  effet  de  Tintegrale  que  Ton  considere,  et  la  forme  des  integrales 
vnrieavec  les  termes  independants  des  derivees  du  second  ordre. 

Quand  les  coefficients  des  derivees  du  second  ordre  sont  uni(juement 
fonctions  de  x  et  t^  la  vitesse  de  propagation  est  independante  de  Tintc- 
grale  particuliere  qn'on  etudie ;  elle  ne  depend  que  du  point  du  corps  et 
de  Tinstant  considere. 

Quand  les  coefficients  des  derivees  du  second  ordre  ne  renferment  que  .r, 
les  deux  valeurs  dela  vitesse  de  propagation  sont  determineespour  chaque 
point  du  corps. 

Knfin,  lorsque  ces  coefficients  sont  constants,  les  deux  valeurs  de  la 
vitesse  de  propagation  sont  constantes. 

71.  Quand  aucune  force  exlerieure  n'agit  sur  les  molecules  du  corps, 
celui-ci  pent  evidemment  rester  en  repos,  de  sorte  que  a  =  o  est  une  inte- 
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grale  de  Teqiiation  aux  derivees  partielles  qui  regit  son  mouvenient.  Pour 
cette  integpale  particuliere,  les  valeurs  de  H,  K,  L  sont  connues  et,  par 
suite,  on  connait  a  Tavance  et  sans  integration  les  vitesses  de  propagation 
des  integrales  compatibles  avec  w  =  o,  sans  qu'il  soit  besoin  pour  cela  de 
determiner  ces  integrales. 

Les  integrales  compatibles  avec  w  =  o  representent  tous  les  mouvements 
qui  peuvent  se  propager  dans  le  corps  suppose  en  repos,  sans  toutefois 
introduire  de  discontinuites,  et  leur  vitesse  de  propagation  est  la  veritable" 
Vitesse  de  propagation  du  mouvement  dans  le  corps. 

La  vitesse  de  propagation  du  mouvement  dans  un  corps  est  done  in- 
dependante  dela  nature  du  mouvement  qui  se  propage,  pourvu  qu'il  n'y 
ait  point  de  discontinuites.  Cette  vitesse  est  donnee  par  un  calcul  tres 
simple  aussitot  qu*on  connait  Tequation  aux  derivees  partielles  qui  regit 
le  mouvement  du  corps. 

En  outre,  il  est  clair  que  cette  vitesse  depend  uniquement  des  termes 
affectes  des  derivees  du  second  ordre.  Les  frottements  et  la  viscosite  ne 
peuvent  aucunement  la  modifier,  puisque  ces  resistances  interviennent 
simplement  dans  les  termes  independants  des  derivees  du  second  ordre. 

72.  Dune  maniere  generale,  quand  le  mouvement  d'un  corps  est  re- 
presente  par  unecertaine  integrale  w,  les  valeurs  de  H,  K,  L  qui  lui  cor- 
respondent sont  connues  en  fonction  de  a?  et  de  ^;  on  connait  done  a  I'a- 
vance  les  vitesses  de  propagation  des  integrales  compatibles  avec  w, 
lesquelles  representent  tous  les  mouvements  qui  peuvent  se  propager 
dansle  premier,  sans  introduire  de  discontinuites.  Fia  vitesse  de  propaga- 
tion dans  cette  integrale  n  est  la  veritable  generalisation  de  la  vitesse  de 
propagation  du  mouvement,  comme  dans  le  cas  precedent;  elle  est  inde- 
pendante  de  la  nature  du  mouvement  qui  se  propage :  il  suffit  qu'il  soit 
compatible  avec  le  premier. 

73.  On  peut  donner  de  la  vitesse  de  propagation  d'un  mouvement  dans 
un  autre  una  interpretation  geometrique  remarquable. 

L 'integrale  primitive  etant,  comme  precedemment,  representee  par  une 
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surface,  si  Ton  projette  sur  lie  plan  xOt  les  caracteristiques  de  cette  sur- 
face, r equation  differentielle  des  projections  ainsi  obtenues  est 


H^r-^^f,^"-"-' 


si  done  on  regarde  ^comme  Tordoiinee  d'un  point  de  Tinie  des  courbes 
correspondant  a  i'abscisse  t,  ^  represente  le  coefficient  angulaire  de  la 
langente  a  la  courbe;  d'oii  le  theoreme  suivant  ; 

Une  integrate  etant  donnie  et  representee  par  une  surface,  la  Vitesse 
de  propagation  da  moiwement  dans  cette  integrate  est  representee,  pour 
des  valeurs  donnees  de  x  et  de  t^  par  le  coefficient  angulaire  de  la  tan- 
gente  a  la  projection  horizontalc  de  la  caracterisiique  qui  passe  par  le 
point  correspondant  de  la  surface. 

Par  chaque  point  de  la  surface  integrale  passent  deux  caracteristiques, 
a  chacune  desquelles  correspond  une  valeur  de  la  vitesse  de  propagation. 

Lorsque  la  projection  de  la  caracteristique  est  une  ligne  droite,  la  vi- 
tesse  de  propagation  est  constante;  dans  le  cas  contraire,  on  doit  la  re- 
garder  comnie  une  fonction  de  Tabscisse  ^  du  point  commun  aux  deux 
integrales. 


IV.  —  Detekmination  du  mouvement  d*un  corps. 

74.  Le  probleme  de  la  determination  du  mouvement  d'un  corps  s'ef- 
fectuant  par  tranches  paralleles  pent  etre  maintenant  pose  avec  une  en- 
liere  precision.  On  va  voir  qu'en  realite  il  s'agit  de  resoudre,  non  un 
probleme  unique,  mais  une  suite  de  problemes  qui  doivent  etre  traites  de 
proche  en  proclie  et  dans  un  ordre  determine. 

Pour  simplifier,  on  supposera  que  Tequation  aux  derivees  partielles 

qui  regit  le  mouvement  ne  renferme  pas  de  terme  affecte  de  ^-7^;  c'est, 

ainsi  qu'on  Ta  deja  fait  observer,  le  cas  de  tous  les  corps  natureis  que  I'on 
aura  occasion  de  considerer. 
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On  prendra  d'abord  le  cas  oil  le  corps  est  en  repos  a  Tinstant  initial 
et  ou  ia  condition  imposee  a  Tune  des  extremites,  'k  par  exemple,  est 
compatible  avec  le  repos.  Si  la  condition  imposee  a  Tautre  extremite, 
X  =  o,  etait  egalement  compatible  avec  le  repos,  il  ne  naitrait  aucun  mou- 
vement  dans  le  corps. 

Mais,  quand  il  en  estautrement,  un  mouvement  doit  prendre  naissance 
au  point  j?=  o;  ce  mouvement  est  donne  par  une  integrale  compatible 
avec  le  repos,  et  satisfaisant  de  plus  a  la  condition  imposee  a  I'extre- 
mite. 

Representanl  les  integrales  par  des  surfaces,  le  repos,  defini  par  ^/  =  o, 
est  represenle  par  le  plan  horizontal  xOt  dont  les  caracteristiques  sont 
connues  a  priori.  La  surface  integrale  representant  le  mouvement  qui  va 
naitre  se  raccorde  done  avec  la  premiere  suivant  la  caracteristique  qui 
passe  par  Torigine  des  coordonnees.  Mais  il  passe  par  ce  point  deux  ca- 
racteristiques  de  la  surface  w  =  o  ;  la  propagation  du  mouvement  devant 
avoir  lieu  dans  le  sens  des  x  positifs,  il  faut  prendre  la  caracteristique 
dont  le  coefficient  angulaire  est  positif. 

11  existe  necessairement  une  infinite  de  surfaces  integrales  seraccordant 
avec  w  =  o  suivant  la  caracteristique  ainsi  definie  et  leurs  expressions 
comportent  Tindetermination  qu'introduirait  la  presence  d'une  fonction 
arbitraire;  car  la  condition  imposee  a  Textremite  est  quelconque,  assu- 
jettie  a  cette  seule  restriction  de  ne  pas  introduire  de  discontinuites,  et, 
dans  tons  les  cas,  il  existe  une  surface  integrale  et  une  seule  satisfaisant  au 
probleme,  car  il  n'y  a  evidemment  qu'un  mouvement  possible.  Si,  par 
exemple,  on  donne  le  mouvement  de  Textremite  a:  =  o,  Texpression  ana- 
lytique  de  ce  mouvement  pent  etre  prise  a  volonte,  de  maniere  toutefois 
que  la  vitesse  n'eprouve  pas  de  variations  brusques  et  soit  nulle  a  Tori- 
gine;  en  d'autres  termes,  ^i /{t)  represente  ce  mouvement,  la  derivee 
seconds  f^^ {t)  est  une  fonction  continue,  mais  d'ailleurs  completement 
arbitraire. 

Si  Ton  pent  obtenir  Texpression  generale  des  integrales  qui  se  racc^or- 
dent  avec  u=zo  suivant  la  caracteristique  qui  passe  par  Torigine,  il  ne 
reste  plus  qu'a  determiner  la  fonction  arbitraire,  de  maniere  qu'en  fai- 
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sant  a;  =  o  dans  T integrate  elle  veriBe  la  condition  impos^e  a  Textre- 
mite. 

On  conqoit  meme  qu'il  existedes  cas  oil,  Tensemble  de  ces  integrates 
restant  inconnues,  on  puisse  cependant  determiner  celie  qui  convient  au 
probleme  particulier  que  Ton  traite;  rien  ne  sera  plus  facile  que  de  veri- 
fier si  elle  satisfait  aux  conditions  imposees.  C*est  en  cela  precisement 
que  consiste  le  grand  avantage  de  la  methode. 

16.  L'integrale  u^  qui  prend  naissance  a  Textremite  etant  supposee 
eonnue,  on  connait  egalement  la  vitesse  avec  laquelle  elle  se  propage  dans 

la  premiere,  w  =  o ;  en  d'autres  termes,  -7-  est  une  fonction  connue  de  ^, 
ce  qui  revient  a  dire  qu'on  pent  regarder  le  point  ^  commun  aux  deux  in- 
tegrates comme  donneen  fonction  de  t.  Le  mouvemenl  du  corps  estainsi 
determine  jusqu'au  moment  oil  la  nouvelle  integrate  est  arrivee  a  I'extre- 
mite  A  du  corps. 

I^a  condition  imposee  a  I'extremite  X,  qui  etait  compatible  avec  te  repos, 
ne  sera  generalement  pas  compatible  avec  la  nouvelle  integrale  //,.  It 
ne  passe  alors  en  ce  point  un  phenomene  particulier  qui  porte  te  noni  de 
reflexion  du  mouvement  et  qui  consiste  en  ce  que,  au  point  \  prend  nais- 
sance une  integrale  11^  definie  par  la  condition  d'etre  compatible  avec  u^  et 
(le  satisfaire  a  la  condition  imposee  a  Textremite  \. 

Si  Ton  represente,  suivant  les  conditions  adoptees,  te  mouvement  par 
line  surface  et  si  t^  designe  i'instant  auquel  Tintegrale  u^  est  parvenue  au 
[joint  >.,  on  voit  qu'il  existe  un  point  de  l'integrale  u^  ayant  pour  coor- 
flonnees  liorizontales^,  et>..  L'integrale  u^^  pour  etre  compatible  avec  //,, 
(foit  avoir  avec  elle  une  caracteristique  commune,  passant  par  le  point 
/^,  \).  MaisTintegrate  w^,  devant  sepropager  vers  leso?  negatifs,lecoef- 
licient  angulaire  de  cette  caracteristique  doit  etre  negatif,  ce  qui  la  deBnit 
ccimpletement.  It  est  a  remarquer  que  des  deux  caracteristiques  de  la  sur- 
face w,  qui  passait  par  le  point  (f, ,  X),  I'une  est  precisement  la  courbe 
snivant  laquelle  u^  se  raccorde  avec  te  plan  horizontal  //  =  o,  qui  repre- 
sente I'etat  primitif  de  repos  du  corps.  C'est  suivant  la  caracteristique  de 
Tautre  systeme  que  se  fait  te  raccordement  des  deux  surfiices  //,  et  u^. 
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L'integrale  u^  est  definie  par  la  condition  de  se  raccorder  avec  Tinte- 
grale  m,  suivant  la  caracteristiqueque  Ton  vient  de  definir,  et  de  satisfaire 
a  la  condition  imposee  a  rextremite  'k.  Gomme  le  mouvement  qui  prend 
naissance  par  la  reflexion  est  unique,  Tintegrale  en  question  est  ainsicoin- 
pletement  determinee. 

Supposant  cette  integrate  u^  connue,  il  en  est  de  meme  de  sa  vitesse  de 
propagation  dans  u^.  On  connait  done  le  mouvement  du  corps  jusqu'a 
rinstant  t^  ou  w,  parvient  a  I'extremite  a;  =  o,  oil  prendria  naissance  une 
integrate  //,  definie  par  la  condition  de  se  raccorder  avec  u^  suivant  la  ca- 
racteristique  de  coefficient  angulaire  positif  qui  passe  par  le  point  dont 
les  coordonnees  horizontales  sont  x  =:o  el  t  =  t^y  et  par  la  necessite  de 
satisfaire  a  la  condition  imposee  a  I'extremite  a:  =  o. 

En  continuant  de  la  meme  maniere.  on  voit  sans  difficult^  comment 
sont  definies  les  integrates  w^,  z/^,  . . .  qui  prennent  naissance  alternative- 
ment  aux  deux  extremites;  chacune  d'etles  ne  peut  elre  obtenue  qu'apres 
qu'on  a  prealablement  determine  la  precedente.  L'une  quelconque  des 
integrates,  u^  par  exemple,  admet  une  caracteristique  commune  avec  la 
precedente  u^^  et  avec  ta  suivante  u,^^^ ;  ces  deux  caracteristiques  ne  sont 
pas  du  meme  systeme.  L'abscisse  du  point  d' intersection  de  ces  deux 
courbes  est  egale  a  zero  ou  a  ly  suivant  que  n  est  pair  ou  impair. 

76.  II  est  facile  de  generaliser  la  methode  precedente.  Gonsiderant 
encore  un  corps  dont  a;  et  X  sont  les  abscisses  extremes  et  qui  est  aninie 
a  rinstant  initial  d'un  mouvement  represente  par  une  integrate  z/^,  on  sup- 
pose que  les  conditions  impdsees  aux  extremites  soient  incompatibles  avec 
ii^y  mais  de  nature  a  ne  pas  introduire  de  discontinuites  dans  les  derivees 

premieres  3-  ^^  ^  •  Une  integrate  nouvelle  prend  naissance  a  chaque  extre- 
mite;  Tintegrale  u^  qui  part  de  x  =  o  se  raccorde  avec  //^  suivant  la  ca- 
racteristique a  coefficient  angulaire  positif  passant  par  le  point  a:  =0, 
f  =  o  de  la  surface  representant  cette  integrate.  L'integrale  n^  qui  part 
de  1  se  raccorde  avec  u^  suivant  la  caracteristique  a  coefficient  angulaire 
negatif  qui  passe  par  le  point  a?  =  X,  ^  =  o  de  cette  meme  surface. 
Ges  deux  integrates  se  propagent  en  sens  inverse  dans  la  premiere  avec 
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line  Vitesse  conniie,  et  se  rencontrent  en  un  certain  point  x^ ,  a  Tinstant  t^ ; 
alors  riritegrale  u^  a  completement  disparu. 

IjCs  deux  integrales  u^  et  u^  etant  generalement  incompatibles  entre 
elles,  il  doit  en  naitre  line  nouvelle  au  point  x^ ;  soit  //,  cette  nouvelle  in- 
tegrale;  il  faut  qu'elle  se  propage  dans  I'integrale  u^  avec  une  vitesse  nega- 
tive et  dans  rintegrale  n^  avec  une  vitesse  positive. 

Considerant  la  surface  representative  du  mouvement  et  menant  par  le 
point  X  =  x^^  t  =:  t^  la  caracteristique  a  coefficient  angulaire  negatif  de 
rintegrale  w,,  la  caracteristique  a  coefficient  angulaire  positif  de  Tinte- 
grale  t(^^  Tintegrale  ^3  devra  se  raccorder  avec  ces  deux  surfaces  suivant 
ces  caracteristiques.  Puisqu'il  n'y  a  qu'un  mouvement  possible,  rinte- 
grale u^  doit  etre  completement  determinee  par  ces  seules  conditions. 

A  partir  de  Tinstant  t^,  Tintegrale  11^  s'etend  de  part  et  d'autre  aux 
depens  des  integrales  u^  et  u^.  A  un  certain  instant  t^.  Tune  de  ces 
dernieres,  u^  par  exemple,  disparait,  et  I'integrale  w,  arrive  a  Tex- 
treinite  ^  =  o  oil  prend  naissance  une  autre  integrale  u^ ,  et  ainsi  de 
suite* 

77.  La  methode  qui  vient  d'etre  exposce  indique  d'une  facon  precise 
la  marehe  generale  qu'il  y  a  lieu  de  suivre  pour  la  resolution  des  pro- 
hlenies  du  mouvement  et  met  en  evidence  la  nature  des  difficultes  qn'on 
pent  y  rencontrer. 

Pour  que  ces  difficultes  pussent  etre  surmontees  duns  tons  les  cas,  il 
fauclrait  que  Tonsut,  pour  les  equations  aux  derivees  partielles  du  second 
ordre,  ou  du  moins  pour  celles  qui  representent  un  mouvement  par 
tranches,  resoudre  la  question  suivante  :  Determiner  Tensemble  des  sur- 
tbces  integrales  qui  se  raccordent  avec  une  surface  integrale  donnee  sui- 
vant uiie  caracteristique  donnte. 

Ce  probleme,  dans  sa  generalite,  eqnivaut  au  fond  a  ceUii  de  Tinte- 
i^ration  des  equations  aux  derivees  partielles  qui  representent  le  mouve- 
ment, lequel  ne  paratt  pas  pres  d'etre  resolu. 

Mais  il  faut  remarquer  que  Ton  peut  en  trouver  bien  des  solutions  par- 
tieulieres  dont  chacune  represente  un  cas  de  propagation  de  mouvement 
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dans  un  autre  et  constitue  par  suite  un  nouveau  pas  dans  Tetude  des  phe- 
nomenes  naturels. 

On  inontrera  dans  le  Chapitre  IV  la  fecondite  de  cette  methode  qui 
perniet  d'etablir  toute  la  tlieorie  de  la  propagation  du  mouvement  dans 
les  fluides  au  moyen  d'integrales  depuis  longtenTps  connues,  mais  dont 
on  n'avait  jusqu'ici  fait  aucun  usage  pour  etudier  les  proprietes  du  mou- 
vement. 

78.  On  a  suppose  jusqu'ici  que  Ton  eonnaissait,  pour  I'instant  initial, 
rintegrale  qui  represente  le  mouvement  du  corps.  Mais  on  definit  parfois 
Petat  initial  en  donnant  la  position  de  toutes  les  tranches,  ainsi  que  leurs 
vitesses  pour  deux  equations  de  la  forme 

qui  out  lieu  pour  t=  o. 

Dans  ce  eas,  il  est  necessaire  de  determiner  prealablement  Tintegrale 
correspondante,  c'est-a-dire  celle  qui  se  reduit  a  F(x)  pour  f  =  o,  sa  de- 
rivee  par  rapport  a  t  devenant  alors  egale  a  F,  {x). 

Ceprobieme  uepresente  pas  grande  difRculte  quand  T integrate  generale 
est  connue;  mais,  lorsqu'il  en  est  autrenient,  il  est  impossible  d'eu 
donner  la  solution  generale  :  on  se  bornera  a  en  indiquer  la  traduction 
geouietrique. 

Le  mouvement  etant  represente  par  une  surface,  on  donne  son  inter- 
section par  le  plan  xOu;  de  plus  on  remarquera  que  de  //=  F(^')  on 
deduit 

on  connait  done  le  plan  tangent  tout  le  long  de  la  courbe,  II  s'agit,  au 
moyen  de  ces  donnees,  de  determiner  la  surface  integrale.  On  est  assure 
que  cette  surface  est  unique,  attendu  qu'il  n'y  a  qu'un  mouvement  pos- 
sible. 

Si  Ton  admet  que  T integrale  u  cherchee  est  developpable  d'apres  la 

LV/I'  Ca/uer.  ii 
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formule  de  Taylor,  il  est  facile  de  calculer  les  termes  du  developpe- 
inent;  mais  il  est  inutile  d'insister  da  vantage  sur  ce  siijet;  car,  dans  la 
lealite,  il  est  bien  pen  de  cas  oil  Tintegrale  qui  correspond  a  Tetat  initial 
ne  soit  pas  connue  a  Tavance. 

V,  —  Application.  —  Propagation   du  mouvement  dans  les  solides. 

79,  II  a  ete  demontre  au  Cliapitre  II,  n*^  S3,  que  le  mouvement  d'nn 
solide  elastique,  dont  la  section  to  est  fonction  de  x^  etait  regi  par  Tequa- 
tion 

^^      dt^  dx^  dx      dx 

L\^(juation  de  compatibilite,  qui  se  confond  avec  celle  des  caracteris- 
tlqnes,  est  ici 

(hi  en  deduit 

^/5„  _^.  /I. 

Po 


(')  t;=±»/.- 


La  vitesse  de  propagation  du  mouvement  est  done  independante  de  to 
et,  par  suite,  reste  la  meme  quelle  que  soit  la  forme  du  corps.  Son  carre 
est  egal  au  rapport  du  coefficient  d'elasticite  a  la  densite. 

[jCS  quantites  E  et  p^  etant  ici  des  fonctions  de  x  seulement,  il  en  re- 
Hulte  f|ue  la  vitesse  de  propagation  a  une  valeur  constante   en  chaque 

point  du  corps. 

E 
Qiiand  le  rapport  —  est  constant,  la  vitesse  de  propagation  est  con- 

stanle. 

L*integration  de  Pequation  (i)  fournit  les  |)rojections  horizontales  des 
raracteristiques  des  deux  systemes  qui,  puisque  Tequation  est  lineaire, 
soat  iudependantes  des  integrates.  On  pent  ainsi,  quand  on  represente  le 
mouvement  par  une  surface,  tracer  a  Tavance  les  projections  horizontales 
des  courbes  suivant  lesquelles  se  raccordent  les  diverses  surfaces  inte- 
gral es. 
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F 
Lopsque  le  rapport  —  est  une  constante,  les  caracteristiques  se  projet- 

tent  horlzoQtalement  suivant  des  lignes  droites. 

80.  Supposons  maintenantque  le  solide  soit  cylindrique  et  le  rapport 
—  constant,  Teqnation  se  reduit,  en  posant-  =  a*,  a 

L'integrale  generale  est  conniie  et  a  pour  expression 

u  =z  ^i^x -{- at)  -\-  ^  {x  —  at) J 

9  et '}  designant  des  fonctions  arbitraires.  La  condition  de  compatibiiite 
est  alors  susceptible  d'une  interpretation  simple  relativement  aux  fonc- 
tions arbitraires. 

Deux integrales  compatibles  f/f  et  u^  ont  une  caracteristique  commune; 
par  consequent,  le  long  de  T intersection,  Tune  des  quantites  x-{-at  on 
X  —  at  demeure  constante.  Supposant,  par  exemple,  que  x — a/  =  K 
represente  I'equation  de  la  ligne  d' intersection,  Tegalite  des  fonctions  w, 
et  u^  le  long  de  cette  ligne  donne 


on 


9,  {x  +  at)  —  ^},  {k)  =  9,  (a?  4-  at)  —  ^]/,  (A) 
<^^{x  +  at)~  ^,[x ^ at)  =^,{k)'-^^,{k). 


Le  second  membre  etant  independant  du  point  considere  sur  I'lnter- 
section,  il  faut  qu'il  en  soit  de  meme  du  premier,  ce  qui  ne  pent  avoir 
lieu  que  si  la  difference  9,  —  9j,  est  egale  a  une  constante  que  Ton  pent 
d'ailleurs  supposer  inlroduite  dans  Tune  des  fonctions  ^^  ou  63. 

Ainsi,  quand  deux  integrates  se  raccordeut  le  long  d'une  caracteristique 
X —  af  =:  K,  les  deux  fonctions  9  qui  leur  correspondent  sont  egales.  II 
est  clair  que  la  condition  necessaire  est  en  meme  temps  suffisante. 

On  verrait  de  meme  que,  si  deux  integrales  se  raccordent  le  long  d'une 
caracteristique  du  deuxieme  systeme  x  -\-  at  =^  k\  les  deux  fonctions  'y 
qui  leur  correspondent  sont  egales. 
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Quand  une  integrale  est  compatible  avec  deux  aiitres,  elle  emprunte  a 
Tune  sa  fonetion  9,  a  Tautre  sa  fonction  ^,  et  se  trouve  ainsi  connue,  sauf 
line  constante  arbitraire  que  Ton  determine  par  la  condition  que  les  va- 
lenrs  de  u  soient  les  menies  aux  points  communs. 

8t.  Un  cylindre  elastique  etant  anime  a  I'instant  f,  d'un  mouvement 
represente  par  une  integrale 

on  voit  aisement  comment  on  determinera  la  nouveile  integrale  qui  prend 
naissance  a  une  extremite.  Snpposant,  par  exemple,  que  cette  extremite 
ait  pour  abscissa  X  et  soit  tournee  vers  les  .r  positifs,  si  Ton  designe  par 

^^  =  ?2  (-^  -+-  <*0  -H  ^2  (^^  —  «*) 

la  nouveile  integrale,  elle  doit  etre  compatible  avec  la  premiere  et  les  sur- 
faces correspondantes  se  raccordent  suivant  une  caracteristique  du 
deuxieme  systeme  dont  Tequation  est 

X  -^  at=:\  +  at^. 

On  a  done  ^j  =  »},  et  il  reste  a  determiner  la  fonction  ^j.  Or  soit 

tV       ,  du    du    d^u     d'^u     d^u\ 

la  condition  imposee  a  Textremite  )i.  On  remplacera  dans  I'equation  pre- 
cedente  u  par  u^  en  attribuant  a  ^^  la  valeur  connue  '^^  et  Ton  fera  ensuite 
X  =:!.  On  obtiendra  ainsi  une  equation  differentielie  du  second  ordre 
dans  laquelle  la  fonction  inconnue  sera  (f{l-+-at).  Posant  >.-+-a^=j, 
rintegration  de  Tequation  fournira  la  fonction  cp  de  j,  dans  laquelle  il 
faudra  ensuite  rem  placer  /  par  x  -{-  at. 

La  fonction  cp  renfermera  deux  constantes  arbitrairesqu'on  determinera 

en  exprimant  que  pour  x  =  \  t  ^=  t^,  les  valeurs  de  «  et  de  -^  sont 
egales  pour  les  deux  integrales  u^  et  z/^. 

Ija  determination  de  Tintegrale  u^  depend  done,  comme  on  voit,  de 
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I' integration  d'une  equation  differentielle  du  second  ordre  toujours  facile 
a  former. 

On  montrera,  du  reste,  dansle  Chapitre  V,  que  la  inethode  precedente 
ne  cesse  pas  d'etre  applicable,  pour  le  mouvement  des  <?ylindres  elas- 
tiques,  quand  il  s'introduit  des  disco ntinuites  dans  les  derivees  de  la 
fonction  u. 

VI.  —  Mouvement  d'une  tige  pesante   verticale   fixee   a   sa  partie 

SUPBRIEURE  ET  PORTANT  UNE  MASSE  PESANTE    A    l'aUTRE  EXTREMITE. 

82.  Comme  exemple  particulier,  et  afin  de  bien  faire  comprendre  la 
niethode,  on  traitera  le  probleme  suivant : 

Une  tige  verticale  pesante  est  fixee  a  sa  partie  superieure  et  se  troupe 
en  equiUhre  sous  V action  de  son  poids.  On  fixe  a  la  partie  infirieure  un 
corps  de  poids  Q  assimile  a  un  solide  invariable  et  le  systeme  est  aban- 
donne  sans  vitesse.  On  demande  de  determiner  le  mouvement  du  sys- 
teme, 

Ce  probleme  a  ete  traite  par  Poncelet  [Introduction  a  la  Mecanique 
industriellcy  3*  edition,  p.  4i9)>  n^«is  en  negligeant  la  masse  de  la  tige. 
Dans  ces  conditions,  le  mouvement  du  poids  est  un  mouvement  vibra- 
(oire  simple,  a  oscillations  isochrones. 

II  est  vrai  que,  dans  une  note  de  la  page  46o,  Tauteur  donne  la  solu- 
tion generale  du  probleme  en  tenant  conipte  de  Tinertie  de  la  tige;  mais 
cette  solution  est  donnee  par  une  serie  trigonometrique  dans  laquelle  les 
arcs  sont  multiplies  par  les  racines  en  nonibre  infini  de  Tequation  trans- 

cendante 

jLtang7L  =  K, 

oil  L  et  R  sont  des  constantes,  et  ne  fournit  aucun  renseignement  sur  la 
maniere  dont  le  mouvement  se  developpe  et  se  propage. 

83.  La  tige  etant  soumise  a  une  force  exterieure,  qui  est  la  pesanteur, 
il  est  facile  de  voir  que  I'equation  aux  derivees  partielles  qui  regit  son 
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mouvement  est,  en  prenant  I'axe  des  j?  dirige  de  haul  en  bas, 

^  designant  la  gravite. 

L' equation  admet  une  integrale  particuliere  independante  du  temps, 
savoir 

oil  A  et  B  sont  des  constantes. 

On  determinera  les  constantes  de  maniere  que  I'integrale  represeiite 
Tetat  d'equilibre  de  la  tige  quand  elle  n'est  soumise  qu'a  son  propre 
poids. 

r/origine  des  eoordonnees  etant  supposee  au  point  de  suspension,  soit  A 

la  longueur  de  la  tige;  il  fautque  u^  soit  nul  pour  a.*  =  o  et  -j-^  egalement 


dx 


nul  pour  r  =  >. ;  done  B  =  o,  A  =  2_  .  On  a  ainsi 


"o=-r^^'H-TT.^- 


in 


et  la  valeur  des  u^  est  celle  qui  correspond  a  Tetat  de  la  tige  avant  qu*on 
ait  abandonne  a  elle-meme  la  masse  additionnelle. 

Posant  maintenant  u=^u!  -\-  u^^  I'equation  qui  determine  u  est 


d^u'  ^d^u! 


=  0" 


elle  est  reduite  a  la  forme  ordinaire;  le  deplacement  z/est  celui  qui  a  ete 
subi  par  un  point  de  la  tige,  a  partir  de  la  position  d'equilibre.  II  est  done 
inutile  de  conserver  les  accents  dans  Tequation  precedente;  mais,  quand 
les  integrates  auront  ete  obtenues,  il  faudra  ajouter  a  chacune  d'elles  //<, 
pour  avoir  I'etat  reel  de  la  tige. 

84.   II  reste  a  trouver  les  integrates  de  I'equation 


PROPAGATION    DU    MOUVEMENT    DANS    LES    CORPS.  87 

qui  conviennent  an  probleme.  L'etat  initial  de  la  tige  est  le  repos  et,  grace 
a  la  transformation  qui  vient  d'etre  faite,  est  represente  par  I'integrale 
u  =  o. 

Ia\  condition  imposee  a  Textremite  fixe  est  evidemment  u  =  o  pour 
.r  =  o,  quel  que  soit  t. 

Pour  avoir  ia  condition  imposee  a  Textremile  A,  il  suffit  d'exprimer  que 

le  poids  est  en  equilibre  sous  Taction  de  sa  force  d'inertie  —  —  ^S  de 
son  poids  Q  et  de  la  tension  de  la  tige,  laquelle  est  dirigee  de  bas  en 
haut  et  egale  a  Eco  ^-  On  a  done,  pour  07=  X,  quel  que  soit  ^, 

en  posant  -^  =  a. 

Quand  uneintegrale  prend  naissance  au  point  fixe,  eile  se  raccorde  avec 
celle  qui  represente  a  cet  instant  le  mouvement  clu  corps  suivant  une  ca- 
racteristique  x  —  at=K;  par  consequent,  elle  emprunte  a  ia  premiere  sa 
fonction  cp  et  il  suffit  de  determiner  la  fonction  ^. 

De  meme,  quand  une  integrale  prend  naissance  a  Textreniite  X,  il  suffit 
de  determiner  la  fonction  cp  qui  lui  jcorrespond. 

83.  Au  debut  du  phenomene,  une  integrale  prend  naissance  a  I'extre- 
miteX;  sa  fonction  i]>  est  nulle,  puisqu'elle  est  la  meme  que  pour  w  =o; 
done,  en  designant  par  q,  la  fonction  (p  qui  lui  correspond, 

a^cp '(X  +  a^)  -+-  a  cp'^  (X  -+-  a^)  _  g-  =  o, 
rintegration  donne 

at 

o,  {1  -+-  at)  =  Ce'^'^^'^'''^  -+-  f  (A+  a/)  +  C. 

[jCS  constantes  arbitraires  C  et  C  doivent  etre  delerminees  par  la  con- 
dition que,  pour  ^  =  o,  la  valeur  de  u  soit  nulle,  ainsi  que  la  derivee  ^ . 
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ce  qui  reduit  Texpression  precedente  a 

Posant  maintenant  X-f-«^^z,  puis  remplaqant   z  par  x -\- at^  on 
obtient  Tintegrale  cherchee  i/, , 

/  oi{\  —  x  —  at)\ 

\/A  valeur  cp,(X+  at)  represente  le  mouvement  de  la  masse  addition- 
nelle,  tant  que  I'integrale  u^  subsiste  dans  le  voisinage  du  point  X,  c'est- 

;i-dire  pendant  un  temps  egal  a  — •  II  est  facile  de  voir  que  la  vitesse,  nulle 

ail  debut  du  mouvement,  est  constamment  croissante. 

1/integrale  //,  arrive  a  Torigine  an  bout  du  temps  -•  Pour  determiner 

la  nouvelle  integrate  i/^,  il  suffit  de  remarquer  qu'elle  emprunte  a  u^  sa 
fonction  (p ;  on  a  done 

9,  {x  +  at)  =  cp,  (a?  -h  a^)  =  w, . 

On  a  de  plus,  puisque  u^  s'annule  pour  07=0, 

^^i^at)^^^[—at)  =  o, 
^^^^[-at)=-^,{at)  =  -S-[at-\)^^^[x- 

llemplaqant  dans  celte  equation  —  at  par  z^  puis  z  par  x  —  at^  ce  qui 
f  evient  a  remplacer  —  at  par  x  —  at^  on  trouve 

^]^^[x-at)  =  -l{at-x-\)-\-^\i-c       «'        ). 
li'integrale  ti^  est  ainsi  completement  determinee. 

JIB.  Cette  integrale  u^  arrive  au  point  X  a  I'instant  f  =  — .  L'integrale  //, 
qui  prend  naissance  au  point  \  a  cet  instant  a  la  fonction  ^  commune  avec 
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I'integrale/Zj;  ainsi 


^.='y.- 


2  A 


II  reste  a  determiner  la  fonction  cp,  (.r  -+-  at).  Or  on  a,  d'apres  (i), 

pour  .r  =  >.,  ce  qui  donne 

a'  cp3  (k  +  at)  ■+■  occpj  (k-\-at)=g—  a^6\  (k  —  at)  —  %^\  (k  —  at), 
ou,  en  rempla^ant  ^3(^  —  at)  par  sa  valeur  connue, 

Cette  equation  s'integre  sans  difficulte  et  donne 

Les  deu\  constantes  se  determinent  en  exprimant  qu'a  T  instant  t=  — 

les  valeurs  de  u  et  de  ^^  fournies  par  les  integrales  w,  et  w,,  sont  egales 
pour  J?  =  >.. 

L'expression  a  laquelle  on  arrive  pour  cp3(^-|-a^)  etant  assez  com- 
plexe,  on  se  dispensera  de  la  reproduire  ici.  Apres  Tavoir  caleulee,  il  suf- 

firait  d'y  remplacer  t  par ^^^'  pour  obtenir  (f^{x  -h  at)j  et,  par 

suite,  rintegrale  //j. 

On  obtiendrait  ensuite  aisement  I'integrale  w^,  puis  on  aurait  a  cher- 
cher  rintegrale  Wg,  ce  qui  conduirait  encore  a  une  equation  lineaire,  facile 
a  integrer  en  termes  finis.  Les  calculs  peuvent  etre  pousses  aussi  loin 
qu'onle  desire;  mais  ils  deviennent  de  plus  en  plus  fastidieux. 

Les  limites  de  ce  travail  ne  permettent  pas  de  discuter  les  iormules  ob- 
tenues.  On  a  voulu  simplement  montrer  comment  la  methode  de  deter- 
mination des  integrales  conduit  tout  naturellement  a  la  solution  coniplele 
d'un  probieme  qui  n'avait  point  ete  resolu  jusqu'a  present. 

LVII^  Cahier.  12 
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Vir.  —  Vitesse  de  pkopagatiox  du  mouvement  d\ns  les  fluides. 

87.  On  supposej  a  d'abord  que  le  fluide  dont  il  s'agit  est  nn  gaz  par- 
fait.  r/eqiiation  aiix  derivees  partielles,  qui  regit  le  mouvement  de  ce 
corps  qnand  il  est  renferme  dans  nne  enveloppe  cylindrique,  a  ete  etablie 
an  n°  48.  L'ensemble  des  termes  du  second  ordre  est 


(Pit  y,,    .  [  c^//\-"'-«  d^n 


/(.r)  designe  la  pression  correspondant  a  Tabscisse  a:  pour  Tetat  primitif 
du  corps. 

La   formule  qui  donne  la  vitesse  de  propagation  des  integrales  de- 
vient  ici 

on,  en  posant  f(x)  =/?oi 

\dt)  —  po  y^ dx) 

Quand  il  n'y  a  pas  de  forces  exterieures,  le  gaz  pent  rester  en  repos; 
done  ^^  =  0  est  une  integrale  pour  laquelle  -r-  est  nul.  Aiusi  la  vitesse 

de  propagation  du  mouvement  dans  un  gaz  en  repos  est  donnee  par  la 
formule 


(dly^mp. 


quand  il  ne  se  produit  pas  de  discontinuites. 

Cette  expression  est  connue  depuis  Laplace;  m.iis  elle  n'a  jamais  ele 
demontree  rigoureusement. 

Tia  demonstration  qn'on  en  donne  d^ordinaire  est  lasuivante  :  D*abord 
on  suppose  le  gaz  homogene  et  la  temperature  uniforme  a  Tetat  de  repos, 
puis  on  fait  abstraction  des  frottements  et  de  la  viscosite,  ce  qui  reduit. 
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comme  on  salt,  Tefniation  aux  clerivees  partielles  a 

On  se  borne  ensuite  a  considerer  le  cas  oil  la  dilatation  -^  serait  negli- 
geable  devant  Tunite  et  Ton  reduit  Tequation  precedente  a 

sans  justifier  autrement  cette  simplification.  L'equation  ainsi  obtenue  est 
la  inenie  que  celle  des  solides  et  Ton  en  deduit  sans  difficulte  la  valenr 
connue  de  la  vitesse  du  son. 

Mais  cette  maniere  d'operer  manque  absolument  de  rigueur.  S'il  est 
permis  en  effet  de  supprimer  dans  les  relations  (inies  des  quantites  negli- 
geables  par  rapport  a  celles  que  Ton  conserve,  on  doitbien  segarderd'en 
agir  de  menie  dans  les  equations  differentielles,  a  nioins  que  Ton  nepuisse 
assigner  une  limite  a  Terreur  que  Ton  commet. 

D'ailleurs  toute  simplification  operee  dans  une  equation  difFerentielle 
revient  a  changer  les  hypotheses  primitivement  admises;  Tequation  pri- 
mitive supposait  que  chaque  tranche  se  detendait  suivant  la  loi  adiaba- 
tique,  de  maniere  que  le  produit  pi^''  demeurat  constant.  La  pression 
etait  ainsi  en  raison  inverse  de  la  puissance  m  du  volume. 

Or,  si  dans  la  relation 

on  developpe  le   binome  eu   s'arretant  aux  deux    premiers  termes,  il 

reste 

du 

L'equation  (2)  suppose  que  c'est  cette  relation  qui  existe  entre  le  vo- 
lume et  la  dilatation  d'une  tranche.  Ainsi,  quand  on  adopte  Tequatiou  ( 2) 
comme  equation  du  mouvement  des  gaz,  on  admet  implicitement  que  la 
pression  varie  proportionnellement  a  la  dilatation,  ce  qui  est  mauifeste- 
ment  en  desaccord  avec  la  loi  de  detente  adiabatique. 
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La  demonstration  qui  a  ete  donnee  plus  haut  de  la  formulede  la  vitesse 
de  propagation  est,  au  contraire,  d'une  entiere  rigueur.  De  plus,  elle 
montre  que  la  formule  n'est  aucunement  modifiee  par  la  viscosite  et  mdme 
par  les  frottenients  de  Tenveloppe,  en  admettant  du  moins  que  ces  der- 
niers  laissent  subsister  sensiblement  le  mouvement  par  tranches  paral- 
leles. 

88.  Lorsque,  le  gaz  etant  indefini  dans  tous  les  sens,  le  mouvement  a 
lieu  par  couches  spheriques,  Tequation  aux  derivees  partiellesest,  comme 
on  Ta  vu  au  n°  M, 

r  designe  ici  le  rayon  primitif  de  la  couche  consideree,  z  son  rayon  a 
rinstant  t.  La  theoriede  la  propagation  du  mouvement  est  applicable  a 
cette  equation  comme  a  celle  qui  represente  le  mouvement  dans  le  cy- 
lindre;  Tensemble  des  termes  affectes  des  derivees  du  second  ordre 
etant 

2^^^  -2W+2       2//I  /<^«\~'"''    ^'^^ 


on  a,  pour  la  vitesse  de  propagation  des  integrales, 

('^  V  Z=  ?^  ^2m-2  2-2,«4-2  /^V'"     *  ^ 

Quand  Tetat  du  gaz  est  le  repos,  I'integrale  est  z  =  x^  d*ou  Ton  deduit 
-1  =  1.  La  vitesse  de  propagation  du  mouvement  dans  un  gaz  en  repos 
et  indefini  dans  tous  les  sens  est  done  donnee  par  la  formule 


( 


^Y_  ^n 


if  J  Po 


comme  si  le  gaz  etait  renferrae  dans  un  tuyau  cylindrique. 

La  formule  reste  la  meme  quand  on'tient  compte  de  la  viscosite, 
puisque  cette  resistance  ne  pent  que  modifier,  dans  Tequation  aux  deri- 
vees partielles,  les  termes  independants  des  derivees  du  second  ordre. 
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Elle  n'esl  d'ailleurs  applicable  qu*autant  qu'il  ne  se  produit  pas  de  dis- 
continuites  dans  les  vitesses. 

On  a  demontre  depuis  bien  longtemps  que  la  propagation  du  mouve- 
ment  dans  un  gaz  indefini  s'effectuait  avec  la  meme  vitesse  que  dans  un 
cylindre;  mais,  pour  cette  demonstration,  les  equations  du  mouvement 
etaient  toujours  reduites  a  la  forme  lineaire,  ce  qui  revient  a  attribuer 
aux  gaz  des  proprietes  foit  differentes  de  celles  qn*ils  possedent  en 
realite. 

89.  Les  resullats  qui  precedent  sont  relatifs  au  cas  oil  le  mouvement 
se  propage  dans  un  gaz  en  repos ;  mais  il  est  facile  de  les  generaiiser  et 
d'etablir  un  theoreme  general. 

A  cet  effet,  on  modifiera  d'abord  la  definition  de  la  vitesse  de  propaga- 
tion d'un  mouvement  dans  un  autre.  Quand  on  represente  cette  vitesse 

par  -^y  on  entend  par  la  que,  dans  Tinstant^y^,  le  point  commun  aux  deux 
integrales  passe  de  la  tranche  dont  Tabscisse  initiale  esrt  ^  a  celle  dont 
Tabscisse  initiale  est  ^-+-  di.  Mais,  a  Tinstant  considere,  les  abscisses  de 

ces  tranches  sont  devenues  ^-{-  u  et^-h  d^  -h  u  -h  j-  ^^i  '^  designant  le 
deplacement  subi  par  la  tranche  ^.  f.a  longueur  reellement  parcourue 
dans  le  fluide  par  le  point  commun  aux  deux  integrales  n'est  done  pas  dc,^ 

On  voit  par  la  que  —  represente  la  vitesse  de  propagation  rapportee  a 
Tetat  initial,  tandis  que,  si  on  la  rapporte  a  Tetat  actuel  du  corps,  elle  a 
pour  valeur 

fUy  "^  dxj' 

Adoptant  cette  d^rniere  definition,  le  theoreme  dont  il  s^igit  est  le 
suivant  : 

Quand  un  mouvement  se  propage  dans  un  autre,  la  vitesse  de  propa- 
gation est  toujours  egale,  pour  les  gaz,  cii/  —  ?  p  designant  la  pres- 
sion  et  p  la  densite  au  point  de  separation  des  deux  mouvements. 
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Ge  theoreme  suppose,  bien  entendu,  qu'il  ne  se  produit  pas  de  discon- 
tinuite  dans  les  vitesses  au  point  conimun  aux  deux  integrales. 

Pour  le  demontrer,  on  considerera  d'abord  le  cas  oil  le  gaz  est  ren- 
ferme  dans  uneenveloppe  cylindrique.  On  a  alors 


Mai 


IS 


et,  en  substituant  dans  Tequation  precedente,  a  la  place  de/?^,  et  p^,  leurs 
valeurs,  on  trouve 

ce  qui  demontre  le  theoreme  ponr  ce  cas  particiilier. 

Lorsqne  le  niouvement  a  lieu  par  conches  spheriqnes,  on  a 

Dans  ce  cas, 
et  la  substitution  de  ces  vaieurs  Ae  p^  et  p^  dans  Tequafion  donne 

\fil  )    \dx)    ~     p    ' 

comme  prt^cedemnient. 

90.   Quand  il  s'agit  d'un  fiuide  quelconque  homogene  renfeiine  dans 
un  tuyau  cylindrique,  Tequation  aux  derivees  partielles  qui  regit  le  mou- 
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vement  est  (n°  ol) 


(I'oii  il  resuhe 

La  vitesse  de  propagation  du  mou vement  dans  le  fluide  en  repos  s'ob- 

lienten  faisant^  =  o  dans  cette  equation. 

Lorsque  le  meme  fluide  est  anime  d'un  mouvenient  par  ondes  sphe- 
riques,  les  ternies  affectes  des  derivees  du  second  ordre  dans  Tequation 
aux  derivees  partielles  sont  (n°  33) 

la  fonction  cp'  etant  la  meme  que  dans  le  cas  precedent  si,  pour  1' instant 
initial,  le  volume  specifique  et  la  pression  sont  les  memes.  On  a  done 
alors 

et  la  vitesse  de  propagation  dans  le  fluide  en  repos  s*obtient  en  faisant 
.-  =  o,  w  =  o  dans  cette  expression.  II  est  visible  qu' alors  la  valeur  de 

la  vitesse  de  propagation  -7-  prend  la  meme  valein*  que  pour  le  cas  du 
cylindre. 

Quand,  au  lieu  de  la  vitesse  de  propagation  du  mouvenient  y  qui  se 

rapporte  a  I'etat  initial,  on  considere  la  vitesse^  \^  ~^  T'-)  ^^"  ^^  ^''^P" 
porte  a  Tetat  actuel  du  corps,  on  pent,  pour  un  fluide  quelconque,  ela- 
blir  untheoreme  general,  analogue  a  celui  qui  a  ete  demontre  pour  les 
gaz  parfaits. 

Lorsquun  mou^eme/U  se  propage  dans  un  autre,  la  vitesse  de  propa- 
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gation  est  toujour s^  pour  unfluide  non  conducteur,  representee  par  une 
meme  fonction  de  la  pression  p  et  de  la  densite  p  au  point  de  separation 
des  deux  mouvcments.  Cette  fonction  ne  pent  dependre  que  de  Vet  at 
initial. 

Pour  simpiiBer  la  demonstration,  on  supposera  le  fluide  renferme  dans 
une  enveloppe  cylindrique. 

La  conductibilite  du  fluide  etant  negligee^ainsi  que  celle  de  Tenveloppe, 
la  pression  est  liee  au  volume  specilique,  si  toutefois  il  ne  se  produit  pas 
de  discontinuites,  par  une  relation  de  la  forme 

^  \     ?oS  / 

(n^'ol),  la  constante  cl  dependant  uniquement  de  Tetat  initial.  On  en 
deduit 

^  __  p// ( [ ^^  Q^ )  ^  JL . 

^-^  \  peg    '     /  ^J^'^  pgo 

«» 

du 

Tirant  de  la  premiere  equation  la  valeur  de —  en  fonction  de  p  et 

de  a.,  et  transportant  dans  la  seconde,  on  trouvera  evidemment 

de  sorte  que  Tequation  aux  derivees  partielles  du  mouvement  pourra 

s'ecrire 

d^ii         If,  X  d^u 

et  Ton  aura,  pour  la  vitesse  de  propagation, 
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D'ailleurs 
Done 

(S)'(-^)"=?^""»)- 

ce  (|iii  (lemontre  le  theoreme. 

[A  sitwre.) 
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L'ENERGIE  LIBRE  ET  LES  CHANGEMENTS  FETAT 

Par  M.   J.    MOUTIER: 


JVI.  Clausius  a  etabli,  pour  les  cycles  fermeset  reversibles,une  proposition 
fondamentale,  qui  est  la  generalisation  du  theoreme  de  Carnot.  Si  Ton 
appelle,  pourabreger,  element  de  transformation^  le  quotient  par  la  tem- 
perature absolue  de  la  chaleur  absorbee  dans  une  transformation  elemen- 
taire,  dans  tout  cycle  fer me  et  reversible ,  la  somme  des  elements  de  trans- 
formation est  niille. 

D'apres  cette  proposition,  lorsqu'un  corps  passe  d'un  etat  initial  a  un 
etat  final  par  un  trajet  reversible,  la  somme  des  elements  de  transformation 
est  independante  du  trajet  suivi  par  le  corps.  Cette  somme  ne  depend  que 
de  Tetat  initial  et  de  Tetat  final.  Des  lors,  cette  somme  peut  etre  consideree 
comme  la  variation  d'une  fonction  particuliere,  designee  par  M.  Clausius 
sous  le  non  dUentropie, 

M.  Clausius  a  etabli  une  seconde  proposition  fondamentale,  relative 
aux  cycles  fermes  et  non  reversibles  :  dans  tout  cycle  ferme  et  non  rever- 
sible ^  la  somme  des  Elements  de  transformation  est  negative. 

D*apres  cette  seconde  proposition,  lorsqu'un  corps  passe  d'un  etat  initial 
a  un  etat  final  par  un  trajet  irreversible,  la  somme  des  elements  de  trans- 
formation est  moindre  que  la  somme  des  elements  de  transformation  dans 
tout  trajet  reversible,  accompli  entre  le  meme  etat  initial  et  le  meme  etat 
final. 

Cette  propriete  generate  prend  une  forme  tres  simple  dans  le  cas  parti- 
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culler  oil  les  transformations  sont  isothermiques.  La  somme  des  elements 
de  transformation  est  alors  egale  au  quotient  de  la  chaleur  absorbee  dans 
la  transformation  par  la  temperature  absolue  a  laquelle  s'accomplit  la 
transformation  :  la  chaleur  absorbee  par  un  corps  qui  eprouve  une 
transformation  isothermique  et  irreversible  est  moindre  que  la  cliajeur 
absorbee  par  le  corps,  lorsque  ce  corps  passe  de  Fetat  initial  a  Tetat  final , 
par  une  transformation  isothermique  et  reversible. 

On  a  coutume,  dans  Tetude  de  la  chaleur,  de  considerer  comme  posi- 
tives les  quantites  de  chaleur  absorbees  dans  les  diverses  transformations 
que  les  corps  peuvent  eprouver  :  il  est  souvent  plus  commode,  dans  les 
applications,  de  considerer,  comme  positives,  les  quantites  de  chaleur 
degagees  dans  les  transformations.  La  chaleur  degagee  par  un  corps  qui 
eprouve  une  transformation  isothermique  et  irreversible  est  plus  grande 
que  la  chaleur  degagee,  lorsque  le  corps  passe  de  Tetat  initial  a  I'etat  final 
par  une  transformation  isothermique  et  reversible. 

La  chaleur  degagee  dans  une  transformation  isothermique  et  irrever- 
sible peut  toujours  se  decomposer  en  deux  parties.  L'une  de  ces  parties 
est  la  chaleur  degagee  par  le  corps  qui  passe  de  Tetat  initial  a  Tetat  final 
par  une  transformation  isothermique  et  reversible :  M.  Clausius  Ta  designee 
sous  lenom  de  chaleur  compensee  (*).  L'autre  partie  est  la  clialeur  non 
compensee;  elle  est  toujours  positive,  lorsque  la  transformation  isother- 
mique est  irreversible. 

Ainsi,  d'une  maniere  generale,  pour  qu*une  transformation  isothermique 
puisse  s'accomplir,  il  faut  necessairement  que  la  chaleur  non  compensee 
soit  positive  ou  nulle. 

La  chaleur  non  compensee  correspond  a  un  travail,  qui  est  le  travail 
non  compense.  Lorsque  la  transformation  isothermique  s*accomplit  sous 

(*)  L^expression  Aq  chaleur  compensee  a  pour  origine  la  forme  sous  laquelle  M.  Clausius 
enonce  la  proposition  relative  aux  cycles  fermes  reveisibles  :  Toutes  les  transformations 
qui  s' effect uent  doivent  se  compenser  mutuellement,  de  telle  sorte  que  leur  somme  algi- 
brique  soit  nulle.  Toute  transformation  reversible  peut  ^tre  consider^e  comme  fa isant  partie 
d'un  cycle  ferme  reversible;  en  d^autres  termes,  toute  transformation  reversible  peut  6tre 
compensee  par  les  autres  transformations  r^versibles  qui  ferment  le  cycle  ( Thiorie  mica- 
nique  de  la  chaleur^  trad.  Folic,  1. 1,  p.  i5o;  i854). 
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pression  constante  ou  sous  volume  constant,  le  travail  non  compense  dans 
chacun  de  ces  deux  cas  particuliers  est  la  variation,  prise  en  signe  con- 
traire,  d'une  fonction  particuliere  appelee  par  M.  Helmholtz  Venergie 
libre. 

Si  Ton  appelle  E  Tequivalent  mecanique  de  ]a  chaleur,  U  la  chaleur 
interne,  S  Tentropie,  Tenergie  libre  sous  pression  constante  d*un  corps 
qui  occupe  le  volume  (^  a  la  temperature  absolue  T  et  sous  la  pression  p 
a  pour  expression 

^=E(U  —  TS) +/;(;. 

L*energie  libre,  sous  volume  constant  du  corps,  dans  les  memes  con- 
ditions, est 

/=E(U  — TS). 

Ces  deux  fonctions  sont  liees  d'une  maniere  tres  simple  a  deux  autres 
fonctions,  introduites  parM.  Massieu  dans  la  Thermodynamique,  sous  le 
nom  de  fonctions  caracteristiques  (*).  L'energie  libre  sous  pression  con- 
stante et  l'energie  libre  sous  volume  constant  sont  les  fonctions  caracte- 
ristiques, multipliees  par  Tequivalent  mecanique  de  la  chaleur  change  de 
signe. 

M.  Massieu  a  montre  le  role  important  que  jouent  les  fonctions  carac- 
teristiques dans  I'etude  de  la  chaleur;  tous  les  coefficients  qui  determinent 
les  proprietes  physiques  d'un  corps  pen  vent  s'exprimer  au  moyen  des 
fonctions  caracteristiques  et  de  leurs  derivees.  Lorsque  deux  corps  ont  la 
meme  fonction  caracteristique,  ces  corps  occupentle  meme  volume  dans 
les  memes  conditions  de  temperature  et  de  pression  ;  ils  suivent  les  memes 
lois  de  dilatation  sous  pression  constante  ou  sous  volume  constant,  ils 
suivent  la  meme  loi  de  compressibilite,  ils  absorbent  la  meme  quantite  de 
chaleur,  lorsque  la  temperature  s'eleve  du  meme  nombre  de  degres  sous 
pression  constante  ou  sous  volume  constant. 


(*)  Comptes  rendus  des  seances  de  VAcademie  des  Sciences,  t.  LXIX,  p.  858  et  iodj; 
1869.  —  Mimoires  pr^sentes  par  divers  Savants  a  I* Academic  des  Sciences,  t.  XXII.  — 
Journal  de  Physique  thdorique  et  appliquie,  i^  serie,  t.  VI,  p.  216. 
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M.  Gibbs  a  considere  ces  fonctions  a  un  point  de  vue  difTerent  (*) ;  il  a 
montre  que  ces  fonctions  varlent  dans  un  sens  determine,  toujours  ]e 
meme,  chaque  fois  qu*une  transformation  pent  s'accomplir.  M,  Gibbs  a 
deduit  ainsi  des  principes  de  ia  Thennodynamique  une  theorie  generale 
qui  embrasse  Tensemble  de  tous  les  phenonienes  de  dissociation.  Les  equi- 
libres  des  systemes  les  plus  complexes  sont  renfermes  dans  une  formule 
generale  qui  regie  a  la  fois  les  divers  modes  de  dissociation  et  la  formation 
des  combinaisons  chimiques,  en  partant  des  elements  libres. 

La  theorie  de  M.  Gibbs  embrasse  les  equilibres  chimiques  et  les  phe- 
nomenes  qui  s*accomplissent  dans  une  pile  voltaique.  M.  Helmholtz,  dans 
une  serie  de  Memoires  consacres  a  la  Thermodynamique  des phAnomenes 
chimiques  (^),  a  donne  une  grande  extension  aux  idees  emises  primitive- 
nient  par  M.  Gibbs  au  sujet  de  Torigine  de  la  force  electromotrice.  Lanou- 
velle  theorie  montre  la  part  qui  revient  a  Taction  chimique  dans  la  pro- 
duction de  Tenergie  voltaique;  elle  etablit  des  relations  entre  la  force 
electromotrice  d'un  couple  voltaique  et  le  degre  de  concentration  des 
liqueurs,  la  temperature  et  la  pression. 

M.  Duhem,  dans  un  Ouvrage  public  recemment  ('),  oil  il  a  expose  les 
recherches  de  M.  Gibbs  et  de  M.  Helmholtz,  a  fait  Tapplication  de  la 
theorie  de  Tenergie  libre  aux  changements  d'etat;  il  a  retrouve,  d'une 
maniere  tres  simple,  les  proprietes  relatives  aux  changements  d'etat  irre- 
versibles,  obtenues  precedemment  par  la  consideration  des  cycles  isother- 
miques  (*). 

On  se  propose  d'indiquer  ici  quelques  applications  de  la  theorie  de 
I'energie  libre  a  Tetude  des  changements  d'etat.  II  est  necessaire  auparavant 

(*)  Transactions  of  the  Connecticut  Academy  of  Arts  and  Sciences,  I.  HI,  p.  io8  et 
343;  1875-1878.  —  Sillimann*s  Journal,  t.  XVI,  p.  44';  1878.  —  American  Journal  0/ 
Arts  and  Sciences,  I.  XVIII;  1879. 

(')  Sitzungsberichte  der  Akadcmie  der  Wissensc ha/ten  zu  Berlin,  t.  I,  p.  23  el  826 
(1882);  t.  II,  p.  647  (i883). 

(^)  Le  Potentiel  thermodynamique  et  ses  applications  a  la  Mecanique  chimique  et  a 
I' etude  des  phenomenes  electriques;  1886.  —  M.  Duhem  appelle  potentiel  thermodyna- 
mique  la  fonction  designee  par  M.  Helmholtz  sous  le  nom  ^energie  libre, 

(*)  Encyclopedic  chimique^  t.  I,  Introduction,  2*  fasc,  p.  38 1.  —  Cours  de  Physique, 
t.   II,  p  448.  —  La  Thermodynamique  et  ses  principales  applications,  p.  889. 
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de  rappeler  quelques  proprietes,  relatives  aux  variations  que  peuvent 
eprouver  les  fonctions  caracteristiques  ou  les  energies  libres,  par  suite 
des  variations  que  peuvent  eprouver  la  pression,  le  volume  etia  tempe- 
rature. 

L'energie  libre  sous  pression  constante  d'un  corps  depend  a  la  fois  de 
)a  pression  et  de  la  temperature. 

Lorsque  la  pression  et  la  temperature  eprouvent  des  variations  infini- 
ment  petites,  la  variation  de  Tenergie  libre  sous  pression  constante  a  pour 
expression 

di  =  E{dU  —  S(n:—TdS)'i-pdi^  +  i^dp. 

La  quantite  de  chaleur  absorbee  dans  une  transformation  elementaire  a 
pour  expression  y  en  fonction  de  Tentropie,  T  dS.  Cette  quantite  de  chaleur 
est  la  somme  de  deux  aulres  quantites,  Taccroissement  de  la  chaleur 
interne  dl]  et  la  chaleur  consommee  en  travail  externe  Kpdv^  en  appelant 
A  I'equivalent  calorifique  du  travail.  On  a  la  relation 

TrfS  =  rfU  +  A/;rft^. 

En  tenant  compte  de  cette  derniere  relation,  on  a,  pour  la  variation  de 
Tenergie  libre  sous  prCsSsion  constante, 

dJ  =  vdp  —  ESdi:. 

La  variation  del'energie  libre  sous  volume  constant  a  pour  expression 
generale 

df  =  —  pdv  —  E^dn^:. 

Dans  toute  transformation  isothermique  operee  sous  pression  constante 
ou  sous  volume  constant,  la  variation  de  Tenergie  libre  doit  etre  nulle  ou 
negative.  La  variation  de  Tenergie  libre  est  nulle  lorsque  la  transformation 
est  reversible;  la  variation  de  Tenergie  libre  est  negative,  lorsque  la  trans- 
formation est  irreversible. 
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CHANGEMENTS  D'fiXAT  RtVERSIBLES. 


Lorsqu'un  changement  d'etat  est  reversible,  a  une  temperature  deter- 
minee  et  sous  unepresslon  determinee,  la  variation  de  I'energie  libre  sous 
pression  constante  est  nulle  dans  le  changement  d'etat  :  I'energie  libre 
sous  pression  constante  de  T unite  de  poids  du  corps  est  la  meme  sous  les 
deux  etats.  On  peut  deduire  de  cette  propriete  Texpression  de  la  clia- 
leur  absorbee  dansle  changement  d'etat.  Nous  prendrons  comme  exemple 
la  vaporisation  d'un  liquide. 

Designons  par/?  la  tension  de  la  vapeur  saturee  emise  par  le  liquide  a 
la  temperature  absolue  T,  par  if  et  if^  les  volumes  specifiques  du  liquide  et 
de  la  vapeur,  par  S  et  S,  les  entropies  specifiques  du  liquide  et  de  la 
vapeur,  par  ^  et  ^,  les  energies  libres  specifiques  sous  pression  constante 
du  liquide  et  de  la  vapeur. 

On  B  la  relation 

</  =  /,. 

Supposons  que  la  temperature  eprouve  un  accroissement  infininient 
petit  cTT.  La  tension  de  la  vapeur  saturee  devient  p-j-dp;  les  energies 
libres  specifiques  sous  pression  constante  du  liquide  et  de  la  vapeur 
deviennent  J'-i-  rfJ'et  .f,  -hrfj',.  On  a  de  meme  la  relation 

L'accroissement  de  Tenergie  libre  est  le  meme  pour  le  liquide  et  pour 
la  vapeur, 

d^  =  dS^ . 

L'accroissement  d^  qu'eprouve  I'energie  libre  du  liquide  a  pour 
expression 

df=vdp  —  ESdT. 

On  a  de  meme,  pour  la  vapeur, 

drf^  =  v^dp—ES,d^r. 
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L'accroissement  de  I'energie  libre  est  le  meme  pour  le  liquide  et  pour 
la  vapeur.  En  egalant  les  valeurs  de  d$  et  de  ct/^,  on  a 

En  appelant  L  la  chaleur  de  vaporisation  du  liquide  a  la  temperature 
absolue  T,  on  a,  d'apres  la  definition  de  I'entropie, 

L=(S,  — S)T. 

En  eliminant  Tentropie  entre  les  deux  dernieres  equations,  on  a  finale- 
ment 

L  =  ^T(.,-.)*. 

On  retrouve  ainsi  Texpression  de  la  chaleur  de  vaporisation  deduite  du 
theoreme  de  Garnot,  sous  la  forme  donnee  parM.  Clausius.  Cetle  relation 
exprime,  dans  le  langage  de  Tenergie  libre,  que  I'energie  libre  sous  pres- 
sion  constante  n'eprouve  pas  de  variation  dans  le  changement  d'etat 
reversible. 

La  seconde  relation  etablie  par  M.  Clausius,  pour  les  cliangements 
d'etat  reversibles,  est  une  consequence  immediate  de  la  definition  de  I'en- 
tropie. 

En  conservant  les  notations  precedentes,  on  a  la  relation 

i5^  —  o —  ^• 

Si  Ton  donne  a  la  temperature  T  un  accroissement  infiniment  petit  rfl\ 
on  a 


_"© 


/is^  _  rfs  _    Vt;  t  ^  _  t  'i^  —  ^  _  L 

dt      dY~    (n         ^"        ^  rfT       ^  r/T """  rrr       t ' 

Or  T  -i~  represente  la  chaleur  specifique  de  la  vapeur  saturee,  T  ^,  re- 

presente  la  chaleur  specifique  du  liquide,  en  le  supposant  maintenu  sous 

une  pression  egale  a  la  tension  de  la  vapeur  saturee  emise  par  le  liquide  a 
L\U^  Cahier.  j4 
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chaque    temperature.   On    retrouve    ainsi    Texpression    donnee    par 
M.  Clausius  pour  la  chaleur  speciBque  de  la  vapeur  saturee. 

Lorsque  les  changenients  d'etat  sont  irreversibles,  I'energle  libre  dimi- 
nue  dans  la  transformation ;  la  chaleur  absorbee  dans  la  transformation 
n'est  plus  egale  au  produit  de  la  temperature  absolue  par  raccroissement 
de  Tentropie. 

VAPORISATION. 

Si  Ton  prend  pour  abscisses  les  temperatures,  pour  ordonnees  les  ten- 
sions de  la  vapeur  saturee,  emise  par  un  corps  liquideou  solide,  la  courbe 
des  tensions  de  vapeur  est  representee  par  la  ligne  AB  {fig.  i)5  '*  *^^" 

Fig.  t. 


sion  de  la  vapeur  croit  avec  la  temperature.  A  la  temperature  Om  la  ten- 
sion de  la  vapeur  saturee  est  Mm;  au  point  M  la  vaporisation  est  un  phe- 
nomene  reversible.  En  est-il  de  meme  aux  points  M'  et  M",  situes^de  part 
et  d'autre  du  point  M,  sur  une  parallele  a  Taxe  des  pressions? 

On  pent  representer  les  valeurs  de  I'energie  libre  sous  pression  con- 
stanted^un  corps  sousun  etat  determine,  a  une  temperature  invariable, 
par  les  ordonnees  des  points  d'une  courbe,  ayant  pour  abscisses  les  pres- 
sions. On  aura  ainsi,  pour  la  vapeur,  une  courbe  d'energie  libre  sous 
pression  constante,  pour  le  liquide  une  seconde  courbe  d'energie  libre 
sous  pression  constante ;  ces  deux  courbes  se  rapportent  a  une  meme 
temperature  invariable  Ow. 

Prenons  une  abscisse  OP  {fig.  2)  egale  a  la  tension  M/n  de  la  vapeur 
saturee.  Sous  cette  pression  I'energie  libre  de  la  vapeur  est  egale  a  I'ener- 
gie libre  du  liquide;  les  deux  courbes  d'energie  libre  se  coupent  au  point 
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F  ayant  pour  abscisse  OP.  D'ailleurs,  pour  un  menie  accroissenient 
infiniment  petit  de  pression,  les  variations  de  Tenergie  libre  sont  propor- 
tionnelles  aux  volumes  occnpes  par  un  meme  poids  de  vapeur  et  de 
liquide.  Le  volume  de  la  vapeur  est  superieur  au  volume  du  liquide  : 
Tenergie  libre  de  la  vapeur  est  representee  par  la  courbe  VV;  Tenergie 
libre  du  liquide  est  representee  par  la  courbe  U/  [fig.  a). 

Fig.  2. 


Prenons  une  abscisse  OP'  egale  a  M'/w.  L'energie  libre  du  liquide  LP' 
est  superieurea  l'energie  libre  VP'de  la  vapeur.  Le  seul  phenomene  pos- 
sible au  point  M',  sous  une  pression  inferieure  a  la  tension  de  la  vapeur 
saturee,  est  la  vaporisation  du  liquide. 

Prenons  une  abscisse  OP"  egale  a  W m.  L'energie  libre  de  la  vapeur 
V'P"  est  superieure  a  Tenergie  libre  du  liquide  L'P".  l^e  seul  phenomene 
possible  au  point  M",  sous  une  pression  superieure  a  la  tension  de  la 
vapeur  saturee,  est  la  condensation  de  la  vapeur. 

La  courbe  des  tensions  de  vapeur  AB  {^fig>  i)  partage  ainsi  le  plan  en 
deux  regions  qui  jouissent  de  proprietes  distinctes.  La  courbe  AB  est  le 
lieu  des  points  du  plan  pour  lesquels  le  changement  d'etat  est  reversible  : 
a  droite  de  la  courbe  AB,  le  seul  phenomene  possible  est  la  vaporisation; 
a  gauche  de  la  courbe  AB,  le  seul  phenomene  possible  est  la  condensation 
de  la  vapeur. 

On  arrive  au  meme  resultat  en  explorant  le  plan,  non  |)lus  suivant  une 
parallele  a  Taxe  des  pressions,  mais  suivant  une  parallele  a  I'axe  des  tem- 
peratures. 

Soit  AB  [Jig-  3)  la  courbe  des  tensions  de  vapeur  :  les  abscisses  sont 
les  temperatures,  les  ordonnees  sont  les  tensions  de  vapeur.  Menons  une 
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parallele  NN'  a  Taxe  des  temperatures  qui  coupe  la  courbe  au  point  M  : 
la  tension  de  la  vapeur  saturee  est  Mm  a  la  temperature  Om.  Quels  sont 

Fig.  3. 


les  changements  d'etat  possibles  aux  points  N  et  N',  situes  de  part  et 
d'autre  du  point  M,  surune  parallele  a  Taxe  des  temperatures? 

On  peut  representer  les  valeurs  de  Tenergie  libre  sous  pression  con- 
stante  d'un  corps  sous  un  etat  determine,  sous  une  pression  invariable, 
par  les  ordonnees  des  points  d'une  courbe,  ayant  pour  ab3cisses  les  tem- 
peratures. On  auraainsi,  pour  la  vapeur,  une  courbe  d'energie  libre  sous 
pression  constante,  pour  le  liquide  une  seconde  courbe  d'energie  libre 
sous  pression  constante  :  ces  deux  courbes  se  rapportent  a  une  meme 
pression  invariable  Mm. 

Prenons  One  abscisse  OQ  {/Ig.  4)  egale  a  la  temperature  d'ebullition 

Fig.  4. 
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Om  du  liquide  sous  la  pression  Mm.  Les  deux  courbes  d'energie  libre  se 
coupent  au  point  F,  ayant  pour  abscisse  OQ.  D'ailleurs,  pour  un  meme 
accroissement  infiniment  petit  de  temperature,  les  diminutions  qu'eprou- 
vent  Tenergie  libre  de  la  vapeur  et  Tenergie  libre  du  liquide  sont  propor- 
tionnelles,  d'une  part,  a  I'entropie  de  la  vapeur,  d'autre  part,  a  I'entropie 
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du  liquide.  L'entropiede  la  vapeur  est  superieure  a  Tentropie  du  liquide; 
Tenergie  libre  de  la  vapeur  est  representee  par  la  courbe  VV ;  Tenei'gie 
libre  du  liquide  est  representee  par  la  courbe  LL'. 

Prenons  une  abscisse  OR  egale  a  On.  L'energie  libre  de  la  vapeur  VR 
est  superieure  a  l'energie  libre  du  liquide  LR.  Le  seul  phenomene  pos- 
sible au  point  N,  a  une  temperature  inferieure  a  la  temperature  d'ebulli- 
tion  du  liquide  sous  la  pression  M/ti,  est  la  condensation  de  la  vapeur. 

Prenons  une  abscisse  OR'  egale  a  On\  L'energie  libre  du  liquide  L'R' 
est  superieure  a  l'energie  libre  de  la  vapeur  V'R'.  Le  seul  phenomene  pos- 
sible au  point  N',  a  une  temperature  superieure  au  point  d'ebullition  cUi 
liquide  sous  la  pression  Mm,  est  la  vaporisation  du  liquide. 

FUSION. 

Lorsque  la  fusion  d'un  corps  solide  a  lieu  avec  accroissement  de  vo- 
lume, ce  qui  est  le  cas  ordinaire,  on  peutrepeter  a  propos  de  la  fusion  ce 
que  Ton  vient  de  dire  a  propos  de  la  vaporisation.  C'est  un  simple  change- 
ment  de  termes  :  ilsuffit  de  remplacer  le  mot  vaporisation  par  le  mot 
fusion^  le  mot  vapeur  par  le  mot  liquidey  le  mot  liquide  par  le  mot  solide  : 
les  conclusions  restent  les  memes. 

II  convient  d'examiner  a  part  le  cas  oil  la  fusion  a  lieu  avec  diminution 
de  volume  :  c'est  le  cas  de  la  glace  en  particulier. 

Prenons  pour  abscisses  les  temperatures,  pour  ordonnees  les  pressions 
sous  lesquelles  la  fusion  est  un  phenomene  reversible  :   la  courbe  de 

Fig.  5. 


fusion  de  la  glace  est  representee  par  la  ligne  AB  (Jig.  5) ;  la  pression  de- 
croit  lorsque  la  temperature  s'eleve.  A  la  temperature  0/w,  la  fusion  est 
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un  phenomene  reversible  sous  la  pression  Mm.  Quels  sont  les  change- 
merits  d'etat  possibles  en  deux  points  M'  et  M'^,  situes,  de  part  et  d'autre 
du  point  M,  sur  une  parallele  a  Taxe  des  pressions? 

Nous  pt)uvons  representer,  comme  on  I'a  fait  pour  la  vaporisation,  par 
une  courbe  I'energie  libre  sous  pression  constante  de  I'eau  liquide,  par 
une  seconde  courbe  Tenergie  libre  sous  pression  constante  de  la  glace,  a 
la  temperature  invariable  Om  :  Tenergie  libre  de  I'eau  sous  chacun  des 
deux  etats,  liquide  ou  solide,  est  une  fonction  de  la  pression. 

Prenons  une  abscisse  OP  {^g.  6)  egale  a  Mm.  La  courbe  d'energie 

Fig.  6. 


libre  du  solide  et  la  courbe  d'energie  libre  du  liquide  se  coupent  en  un 
point  F,  ayant  pour  abscisse  OP.  D'ailleurs,  pour  un  meme  accroissement 
infiniment  petit  de  pression,  les  variations  d'energie  libre  de  la  glace  et 
de  Teau  liquide  sont  proportionnelles  aux  volumes  occupes  par  un  meme 
poids  de  glace  et  d'eau  liquide.  Le  volume  de  la  glace  est  superieur  au 
volume  de  I'eau  liquide  :  I'energie  libre  de  la  glace  est  representee  par  la 
courbe  SS';  I'energie  libre  de  I'eau  liquide  est  representee  par  la 
courbe  LL'. 

Prenons  une  abscisse  OP'  egale  a  M' m.  L'energie  libre  du  liquide  LP' 
est  superieure  a  I'energie  libre  de  la  glace  SP'.  Le  seul  phenomene  pos- 
sible au  point  M'  est  la  congelation  de  I'eau  liquide. 

Prenons  une  abscisse  OP''  egale  a  M"m.  L'energie  libre  de  la  glace  S'P" 
est  superieure  a  l'energie  libre  de  Teau  liquide  L'P".  Le  seul  phenomene 
possible  au  point  M"  est  la  fusion  de  la  glace. 

La  courbe  de  fusion  AB  {Jig.  5)  partage  ainsi  le  plan  en  deux  regions, 
qui  jouissent  de  proprietes  distinctes.  La  courbe  AB  est  le  lieu  des  points 
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dii  plan  pour  lesquels  le  changemeiit  d'etat  est  reversible  :  a  droite  de  la 
courbe  AB,  le  seul  phenomene  possible  est  la  fusion  du  corps  solide;  a 
gauche  de  la  courbe  AB,  le  seul  phenomene  possible  est  la  congelation 
du  liquide. 

On  arrive  au  meme  resultat  en  explorant  le  plan,  non  plus  suivant  nne 
parallele  a  Taxe  des  pressions,  mais  suivant  une  parallele  a  I'axe  des 
temperatures. 

Soit  AB  {fig.  7)  la  courbe  de  fusion  de  la  glace  :  les  abscisses  sont  les 

Fig.  7. 
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temperatures,  les  ordonnees  sont  les  pressions  sous  lesquelles  la  fusion 
est  ua  phenomene  reversible.  Menons  une  parallele  NN'  a  Taxe  des  tem- 
peratures, qui  coupe  la  courbe  au  point  M  :  en  ce  point  la  fusion  est  un 
phenomene  reversible  sous  la  pression  Mm.  Quels  sont  les  changements 
d'etat  possibles  aux  points  N  et  N',  situes  de  part  et  d'autre  du  point  M, 
sur  une  parallele  a  I'axe  des  temperatures. 

Nous  pouvons  representer,  comme  on  Fa  fait  precedemment,  Tenergie 
libre  sous  pression  constante  du  liquide  par  une  courbe,  I'energie  libre 
sous  pression  constante  du  solide  par  une  seconde  courbe,  en  prenant 
pour  abscisses  les  temperatures  :  la  pression  est  invariable  et  egale  a  Mm. 
Ces  deux  courbes  se  coupent  au  point  F  {fig*  8),  ayant  pour  abscisseOQ 
la  temperature  Om.  Pour  une  meme  variation  infiniment  petite  de  la  tem- 
perature, les  diminutions  qu'eprouvent  Tenergie  libre  du  liquide  et 
I'energie  libre  du  solide  sont  proportionnelles,  d'une  pari,  a  I'entropiedu 
liquide,  d'autre  part,  a  Tentropie  du  solide.  L'entropie  du  liquide  est 
superieure  a  l'entropie  du  solide  :  Tenergie  libre  du  liquide  est  repre- 
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sentee  par  la  courbe  LL^;  Tenergie  libre  du  solide  est  representee  par  la 
courbe  SS'. 

Prenons  une  abscisse  OR  egale  a  On.  L'energie  libre  du  liquide  LR  est 


Fig.  8. 


superieure  a  Tenergie  libre  du  solide  SR.  Le  seul  phenomene  possible  au 
point  N,  a  une  temperature  inferieure  au  point  de  fusion ,  est  la  solidifi- 
cation du  liquide. 

Prenons  une  abscisse  OR'  egale  a  Or/.  li'energie  libre  du  solide  S'R'est 
superieure  a  Tenergie  libre  du  liquide  L'R'.  Le  seul  phenomene  possible 
au  point  N',  a  une  temperature  superieure  au  point  de  fusion,  est  la  fusion 
du  corps  solide. 


VAPEURS  EMISES  PAR  UN  MfiME  CORPS  SOUS  DEUX  ETATS  DIFF£RENTS. 

La  consideration  de  I'energie  libre  permet  de  demontrerqueles  vapeurs 
emises  a  une  meme  temperature  par  un  ineme  corps  a  Fetat  solide  et  a 
Tetat  liquide  possedent  en  general  des  tensions  differentes. 

Soit  LL'  {/ig*  9)  la  courbe  de  vaporisation  du  corps  a  Tetat  liquide  : 
les  abscisses  sont  ies  temperatures,  les  ordonnees  sont  les  pressions.  Cette 
courbe  coupe  la  courbe  de  fusion  au  point  L  La  courbe  de  fusion  peut 
occuper  a  priori  trois  positions  distinctes  par  rappor  ta  la  courbe  de  va- 
porisation du  liquide. 

Considerons  une  temperature  OH,  que  nous  supposons  invariable  dans 
ce  qui  va  suivre;  a  cette  temperature  la  tension  de  vapeur  du  liquide 
est  LH.  Cette  droite  LH  rencontre  la  courbe  de  fusion  en  un  point  qui 
peut  occuper  trois  positions  distinctes  F,  F',  F'^  Dans  le  premier  cas, 
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Fordonnee  FH  du  point  de  rencontre  F  est  superieure  a  I'ordonnee  du 
point  I;  dans  le  second  cas,  Fordonnee  F'H  est  inferieure  a  Fordonnee 
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du  point  I,  et  superieure  a  Fordonnee  du  point  L;  dans  le  troisieme  cas, 
I'ordonnee  F'^'H  est  inferieure  a  Fordonnee  du  point  L. 
Examinons  ces  trois  cas  successivement. 

Premier  cas.  —  L'ordonnee  de  lacourbe  de  fusion  FI  decrott,  lorsque 
la  temperature  s'eleve;  le  corps  solide  en  fondant  diminue  de  volume  : 
c*est  le  cas  de  la  glace. 

Prenons  une  abscisse  Of  [fig.  lo)  egale  a  FH ;  menons  une  ordonnee 


/A  egale  a  Fenergie  libre  sous  pression  constante  du  corps  solide,  a  la 
temperature  consideree  sous  la  pression  FH.  La  courbe  qui  represente 
Fenergie  libre  sous  pression  constante  du  solide,  lorsque  la  pression  varie, 
ne  differe  pas  sensiblement,  dans  une  petite  etendue,  de  la  tangente  a  cette 
courbe  au  point  A ;  le  coefficient  angulaire  de  cette  droite  AS  est  egal  au 
volume  du  corps  solide. 

LVII^  Cahier. 
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Au  point  F,  situe  sur  la  courbe  de  fusion,  la  fusion  est  un  phenomene 
reversible;  i'energie  libre  sous  pression  constante  du  liquide,  est  egale  a 
Tenergie  libre  sous  pression  constante  du  corps  solide.  L^ordonnee/A  est 
egale  a  Tenergie  libre  sous  pression  constante  du  liquide.  La  courbe  qui 
represente  Tenergie  libre  du  liquide,  lorsque  la  pression  varie,  ne  differe 
pas  sensiblement,  dans  une  petite  etendue,  de  la  tangente  a  cette  courbe  au 
point  A;  le  coefficient  angulaire  de  cette  droite  AL  est  egal  au  volume  du 
liquide. 

Prenons  une  abscisse  0/  egale  a  Tordonnee  LH  ou  a  la  tension  de 
vapeur  du  liquide.  Fi'ordonnee  menee  par  le  point  /  coupe  la  droite  AL 
au  point  B.  En  ce  point,  Tenergie  libre  sous  pression  constante  du  liquide 
est  egale  a  Tenergie  libre  sous  pression  constante  de  la  vapeur.  La  courbe 
qui  represente  Tenergie  libre  de  la  vapeur  lorsque  la  pression  varie,  ne 
differe  pas  sensiblement,  dans  une  petite  etendue,  de  la  tangente  a  cette 
courbe  au  point  B;  le  coefficient  angulaire  de  cette  droite  BV  est  egal  au 
volume  de  la  vapeur. 

Les coefficients  angulaires  des  trois  droites  AL,  AS,  BV  vont  en  crois- 
sant; les  deux  droites  BV  et  AS  se  coupent  au  point  C,  situe  au-dessous 
du  point  B.  L'abscisse  Os  du  point  C  est  inferieure  a  Tabscisse  0/  du 
point  B. 

Au  point  G  sous  la  pression  O^,  Tenergie  libre  du  corps  solide  est  egale 
a  I'energie  libre  de  la  vapeur;  l'abscisse  O^  represente  la  tension  de  la 
vapeur  saturee  emise  par  le  corps  a  Tetat  solide,  a  la  temperature  consi- 
deree. 

Ainsi,  la  vapeur  ^mise  par  le  corps  a  Vetat  solide  a  une  tension  moindre 
que  la  vapeur  emise  a  lameme  temperature,  par  le  meme  corps,  a  Vetat 
liquide. 

On  a  considere  une  temperature  invariable  OH  et  arbitraire.  Lorsque 
cette  temperature  se  confond  avec  la  temperature  Oi  du  point  I, 
ou  lorsque  les  deux  points  F  et  L  se  confondent  avec  le  point  I,  le 
triangle  ABC  de  la^'g-.  lo  s'evanouit,  la  tension  de  la  vapeur  emise  par  le  " 
corps  a  I'etat  solide  devient  egale  a  la  tension  de  la  vapeur  emise  par  le 
corps  a  Tetat  liquide.  La  courbe  de  vaporisation  du  solide  passe  par 
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le  point  I;  ce  point  a  etc  designe  par  M.  J.  Thomson  sous  le  nojn  de 
triple  point. 

La  fig.   1 1  represente  les  positions  relatives  des  trois  courbes.  La 


Fig.  II. 


courbe  de  fusion  est  representee  par  Ff ,  la  courbe  de  vaporisation  du 
liquide  est  representee  par  LL',  la  courbe  de  vaporisation  du  solide  est 
representee  par  SL 

Deuxieme  cas.  —  L'ordonnee  de  la  courbe  de  fusion  F'l  {fig-  9)  croit 
avec  la  temperature;  le  corps  solide  en  fondant  augmente  de  volume. 

On  peut  representer  les  energies  libres  sous  pression  constante  du  solide 
et  du  liquide  comme  on  Ta  fait  dans  le  cas  precedent.  Prenons  une 
abscisse  Of  {fig.  12)  egale  a  FH,  une  ordonnee  /A,  qui  represente  Te- 

Fig.  12. 
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nergie  libre  commune  an  solide  et  au  liquide.  L'energie  libre  du  solide  est 
representee,  dans  une  petite  etendue,  par  la  droite  AS;  Tenergie  libre  du 
liquide  est  representee,  dans  une  petite  etendue,  par  la  droite  AL  :  le  coef- 
ficient angulaire  de  la  droite  AL  est  superieur  au  coefficient  angnlaire  de  la 
droite  AS. 
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Prenons  une  abscisse  O/  egale  a  Tordonnee  LH.  L'ordonnee  menee 
par  le  point  /  coupe  la  droite  AL  au  point  B,  En  ce  point,  Tenergie  libre 
du  liqiiide  est  egale  a  Tenergie  libre  de  la  vapeur.  L'energie  libre  de  la 
vapeur,  dans  une  petite  etendue,  est  representee  par  la  droite  BV;  le 
coefficient  angulaire  de  cette  droite  est  superieur  au  coefficient  angulaire 
de  la  droite  AL. 

Les  deux  droites  AS  et  BV  se  coupent  au  point  C.  L'abscisse  O^  de  ce 
point  est  la  tension  de  la  vapeur  emise  par  le  corps  solide  a  la  temperature 
consideree. 

La  vapeur  emise  par  le  corps  solide  a  une  tension  inter mediaire  entre 
la  tension  de  la  vapeur  du  liquide  et  la  pression  sous  laquelle  la  fusion 
est  un  phenomene  reversible  a  la  meme  temperature. 

La  fig.  1 3  represente  les  positions  relatives   des  trois  conrbes.  La 

Fig.  i3. 
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courbe  de  fusion  est  representee  par  FI,  la  courbe  de  vaporisation  du 
liquide  est  representee  par  LL',  la  courbe  de  vaporisation  du  solide  est 
representee  par  SL 

Troisieme  cas.  —  Le  volume  du  liquide  est  egalement  superieur  au 
volume  du  solide. 

Dans  la  fig.  1 4,  les  droites  AS,  AL,  BV  representent  les  energies  libres 
du  solide,  du  liquide  et  de  la  vapeur.  Les  deux  droites  AS  et  BV  se 
coupent  au  point  C  :  Tabscisse  de  ce  point  est  la  tension  de  vapeur  du 
corps  a  I'etat  solide. 

La  vapeur  emise  par  le  corps  solide  a  une  tension  intermediaire  entre 
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la  tension  de  vapeuv  du  liquide  et  la  pression  sous  laquelle  la  fusion  est  un 
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phenomene  reisers ible  d  la  meme  temperature. 

Dans  \^fig.  1 5,  la  courbe  de  fusion  est  representee  par  FI,  les  courbes 

Fig.  i5. 


de  vaporisation  du  liquide  et  du  solide  sont  representees  par  LL'  et  SI. 

Positions  relatives  des  trois  courses.  —  Si  Ton  jette  les  yeux  sur  les 
fig.  II,  1 3  et  1 5,  qui  representent  les  positions  relatives  de  la  courbe  de 
fusion  et  des  courbes  de  vaporisation,  on  voit  qu'en  suivant  les  trois 
courbes  dans  le  sens  oil  les  ordonnees  vont  en  croissant,  la  courbe  de  vapori- 
sation du  solide  occupe  une  position  inlermediaire  entre  les  deux  autres 
courbes. 

Cette  propriete  se  presente  d'ailleurs  comme  une  consequence  imme- 
diate du  theoreme  de  Carnot. 

Au  triple  point,  la  fusion  du  solide,  la  vaporisation  du  solide  et  la  vapo- 
risation du  liquide  sont  des  phenomenes  reversibles  :  le  theoreme  de 
Gamot  est  directement  applicable  a  chacun  de  ces  changements  d'etat. 

Si  Ton  appelle  A  I'equivalent  calorifique  du  travail,  T  la  temperature 
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absolue  dii  triple  point,  p  la  pression  au  triple  point,  v  le  volume  speci* 
fique  du  corps  solide  au  triple  point,  /  le  volume  speclfique  du  liquide  au 
triple  point,  la  ehaleur  de  fusion  Q  a  pour  expression,  d'apres  letheoreme 
de  Carnot, 

Q  =  AT(.'-.)|. 

Appelons  a  le  coeflieient  angulaire  -~  de  la  courbe  de  fusion  au  triple 
point;  dans  cette  notation 

Q  =  AT(/  — i;)a. 

Appelons  L  la  ehaleur  de  vaporisation  du  solide  au  triple  point,  \J  la 
ehaleur  de  vaporisation  du  liquide  au  triple  point,  w  le  volume  specifique 
de  la  vapeur  saturee  au  triple  point;  designons  par  cfl  le  coefficient  angu- 
laire de  la  tangente  a  la  courbe  de  vaporisation  du  solide  au  triple  point, 
par  Oil'  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  a  la  courbe  de  vaporisation 
du  liquide  au  triple  point. 

Le  theoreme  de  Carnot  donne  deux  autres  relations 

L  =  AT((v  — (;)a', 
L'=AT((v  — /)a^ 


Les  coefficients  angulaires  a,  a',  cfl'  sont  respectivement  proportionnels 

aux  fractions 

Q  L  L' 

D'ailleurs,  au  triple  point,  la  ehaleur  de  vaporisation  du  solide  L  est 
egale  a  la  somme  de  la  ehaleur  de  fusion  Q  et  de  la  ehaleur  de  vapori- 
sation du  liquide  L^, 

L  =  Q  +  L'. 

Le  denominateur  w —  i'  de  la  seconde  fraction  est  egal  a  la  somme  des 
denominateurs  s/  —  vttw  —  {/  des  deux  autres  fractions. 

La  seconde  fraction  derive  des  deux  autres  fractions  en  ajoutant  ces 
dernieres  fractions  termea  terme.  D'apres  une  propriete  arithmetique  bien 
connue,  la  seconde  fraction  a  une  valeur  comprise  entre  les  deux  autres 
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fractions  :  au  triple  point,  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  a  la 
courbe  de  vaporisation  du  solide  est  comprise  entre  les  coefficients  angu- 
laires  des  tangentes  menees  aux  deux  autres  courbes. 

On  retrouveainsi,  au  moyen  du  theoreme  de  Carnot,  la  propriete  indi- 
queeau  sujet  des  positions  relatives  des  trois  courbes. 

En  invoquant  le  meme  theoreme  d'arithmetique,  on  retrouve  facilement 
cette  propriete  :  si  les  deux  courbes  de  vaporisation  avaient  meme  tan- 
gente au  triple  point,  la  courbe  de  fusion  aurait  egalement  m#me  tangente 
au  triple  point.  Dans  le  cas  de  la  glace  et  de  I'eau  liquide,  le  coefficient 
angulaire  de  la  tangente  a  la  courbe  de  fusion  au  triple  point  est  negatif, 
le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  a  la  courbe  de  vaporisation  du 
liquide  est,  au  contraire,  positif. 

Propriete  relative  aux  trois  courbes.  —  Une  parallele  a  I'axe  des 
pressions  menee  dans  le  voisinage  du  triple  point  coupe  les  trois  courbes 
en  des  points  qui  jouissent  d'une  propriete  particuliere. 

Considerons,  par  exemple,  le  cas  de  la  glace  et  de  Teau  liquide.  Une 
parallele  a  Taxe  des  pressions  menee  par  le  point  H  [fig.  1 1)  coupe  la 
courbe  de  fusion  au  point  F,  la  courbe  de  vaporisation  du  liquide  au 
point  L,  la  courbe  de  vaporisation  du  solide  au  point  S. 

Designons  par  P,  /?,  p'  les  pressions  HF,  HS,  HL  ou  les  ordonnees  des 
points  des  trois  courbes  qui  correspondent  a  Tabscisse  OH. 

Prenons  des  abscisses  Oy,  O^,  0/  {fig*  16)  egales  a  ces  pressions  P, 

Fig.  16. 


/;,  p' .  MenonsTordonneeyA  qui  represente  Tenergie  libre  sous  pression 
constante  commune  au  solide  et  au  liquide,  Tordonnee  /B  qui  represente 
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Tenergie  libre  commune  au  liquide  et  a  la  vapeur,  rordonnee  sC  qui  re- 
presente  Tenergie  libre  commune  au  solide  et  a  la  vapeur. 

Designons  par  c  le  volume  du  solide,  par  /  le  volume  du  liquide,  par  w 
le  volume  de  la  vapeur. 

La  diminution  AG'  qu'eprouve  I'energie  libre  du  solide  en  passant  dela 
pression  P  a  la  pression  p  est  f'(P  —  p);  la  diminution  AB'  queprouve 
Fenergie  libre  du  liquide  en  passant  de  la  pression  P  a  la  pression  /;'  est 
/(P  —  p') ;  la  diminution  B'C  qu'eprouve  Tenergie  libre  de  la  vapeur  en 
passant  de  la  pression  y?'  a  la  pression/;  est  iv{p'  —  p). 

La  diminution  de  I'energie  libre  du  solide  AC  est  la  somme  des  dimi- 
nutions AB'  et  B'C  des  energies  libres  du  liquide  et  de  la  vapeur.  On  a  la 
relation 

^{p-/')=^'(p-/)-f- «'(/''-/')• 

Gette  relation  pent  s'ecrire 

(cv  _  p')/7'=  ((;  _  (;')P  +  (^  _  (;)y?. 

Imaginons  au  point  F  {Jig-  1 1)  un  poids  egal  a  (^  —  (^'  ou  a  la  diminution 
de  volume  que  le  corps  eprouve  par  la  fusion.  Imaginons  au  point  S  un 
poids  egal  a  (V  —  (^  ou  a  I'expansion  de  volume  qu'eprouve  le  corps  solide 
en  se  vaporisant.  Imaginons  au  point  L  un  poids  egal  aw  —  p'  ou  a  I'ex- 
pansion de  volume  qu'eprouve  le  liquide  en  se  vaporisant. 

Le  poids  (v  —  /  place  au  point  L  est  la  somme  des  poids  v  —  v  etw  —  v 
places  aux  points  F  et  S.  D'apres  la  relation  precedente,  le  moment  du 
premier  poids  par  rapport  a  I'axe  des  temperatures  est  egal  a  la  somme 
des  moments  des  autres  poids  par  rapport  au  meme  axe.  Le  point  L  est 
le  centre  de  gravite  du  systeme  des  deux  poids  places  aux  points  F  ct  S. 

Cette  propriete  est  generale.  Si  Ton  mene  une  parallele  a  I'axe  des 
pressions,  le  point  d' intersection  intermediaire  entre  les  deux  autres  est 
celui  qui  correspond  a  la  variation  de  volume  la  plus  considerable  accom- 
plie  dans  les  divers  changements  d'etat. 

Pour  que  les  deux  points  L  et  S  se  confondent  ou,  en  d'autres  termes, 
pour  que  les  deux  courbes  de  tensions  de  vapeur  se  confondent,  il  faut 
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que  le  corps  solide  n  eprouve  aucun  changement  de  volume  a  la  suite  de 
la  fusion. 

Le  volume  de  la  vapeur  est  en  general  tres  considerable  par  rapport 
aux  volumes  du  solide  et  du  liquide;  la  propriete  precedente  montre  que 
les  deux  courbes  de  tensions  de  vapeur  doivent  etre  tres  voisines.  La 
difference  entre  les  deux  tensions  de  vapeur  pent  se  calculer  d'apres  la 
formule  precedente. 

GoMPARAisoN  AVEC  LES  CYCLES  isoTHERMiQUEs.  —  La  Consideration  de 
Tenergie  libre  permet  de  retrouver  ainsi  les  proprietes  relatives  aux  chan- 
gements  d'etat  irreversibles,  qui  ont  ete  etablies  au  moyen  des  cycles  iso- 
thermiques.  f/energie  libre  et  les  cycles  isothermiques  ont  pour  origine 
commune  la  propriete  fondamentale  etablie  par  M.  Clausius  au  sujet  des 
cycles  non  reversibles. 

Lorsquel'on  traite  la  question  des  vapeurs  emises  a  une  meme  tempera- 
ture, par  un  meme  corps  sous  deux  etats  differents,  en  considerant  T in- 
fluence de  la  pression  sur  Tenergie  libre  sous  pression  constante,  on  est 
ramene  aux  cycles  isothermiques.  Cela  est  facile  a  voir. 

Considerons,  par  exemple,  le  cas  de  Feau  liquide  et  de  la  glace.  On 
pent  representer  les  variations  qu'eprouve  Tenergie  libre  de  Teau  sous 
chacun  des  trois  etats,  par  suite  d'un  changement  depression,  en  prenant 
pour  abscisses  les  volumes,  et  pour  ordonnees  les  pressions. 

Prenons  sur  la  fig.  1 7  des  ordonnees  O/*,  O/,  O^  egales  aux  abscisses 
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de  la  fig.  10.  Menons  par  les  points /i  /,  s  des  paralleles  a  Taxe  des 

volumes.  Prenons  une  longueuryS  egale  au  volume  du  corps  solide,  une 
LVII^  Cahier,  16 
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longueur  yL  egale  au  volume  du  liquide,  une  longueur  /[/  egale  au 
volume  de  la  vapeur. 

La  diminution  qu'eprouve  I'energie  libre  du  corps  solide  lorsque  la 
pression  passe  de  la  valeur  Of  a  la  valeur  O^  est  I'aire  du  rectangle ySS'j. 
La  diminution  qu'eprouve  Tenergie  libre  du  liquide  lorsque  la  pression 
passe  de  la  valeur  0/a  la  valeur  0/est  Taire  du  rectangle  fhUL  La 
diminution  qu'eprouve  I'energie  libre  de  la  vapeur  lorsque  la  pression 
passe  de  la  valeur  0/  a  la  valeur  O^  est  Taire  du  rectangle  L\J'?/'s. 

D'apres  la  relation  qui  existe  entre  les  diminutions  de  Tenergie  libre  du 
corps  sous  les  trois  etats,  I'aire  du  premier  rectangle  est  egale  a  la  somme 
des  aires  des  deux  derniers  rectangles.  En  tenant  compte  des  parties  com- 
munes, Taire  LSKL'  est  egale  a  I'aire  KL'^S'^S'.  Les  deux  boucles  du  cycle 
isotliermique  LSS'S'^L'^LX  ont  des  aires  egales  :  c'est  la  condition  de 
reversibilite  des  cycles  isothermiques. 

Cette  condition  de  reversibilite  equivaut  a  une  relation  entre  les  varia- 
tions (le  I'energie  libre  du  corps  sous  les  trois  etats.  Que  Ton  parte  des 
cycles  isothermiques,  que  Ton  parte  de  I'energie  libre,  on  arrive  a  une 
menie  relation  entre  les  pressions  et  les  volumes  occupes  par  le  corps  sous 
les  trois  etats. 

Un  changement  d'etat  reversible,  fusion  ou  vaporisation,  a  lieu  a  chaque 
temperature  sous  une  pression  determinee  :  la  courbe  de  reversibilite, 
courbe  de  fusion  ou  courbe  de  vaporisation,  divise  le  plan  en  deux  re- 
gions, qui  jouissent  de  proprietes  distinctes. 

Lorsque  Ton  veut  explorer  I'une  ou  I'autre  de  ces  regions  dans  une 
direction  par  allele  a  Taxe  des  pressions,  on  pent  employer  indifferem- 
ment  deux  procecles  :  on  pent  recourir  a  I'energie  libre  ou  aux  cycles  iso- 
thermiques. Ces  deux  procecles,  differents  en  apparence,  identiques  au 
fond,  sont  les  applications  d'un  meme  theoreme,  qui  embrasse  tons  les 
cycles  irreversibles. 

Lorsque  Ton  veut  explorer  les  deux  regions  du  plan  que  separe  la 
courbe  de  reversibilite,  dans  une  direction  parallele  a  Taxe  des  tempera- 
tures, c'est  a  I'energie  libre  qu'il  faut  s'adresser ;  il  ne  pent  plusetre  ques- 
tion de  cycles  isothermiques. 
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Ge  second  mode  d' exploration  du  plan  fournit  une  nouvelle  demon- 
stration de  Tinegalite  qui  existe  entre  les  tensions  des  vapeurs  einises  a  la 
meme  temperature  par  un  meme  corps  sous  deux  etats  differents. 

Autre  mode  de  distinction  des  deux  courses  de  vaporisation. — 
Soit  LL'  {Jig*  1 8)  la  courbe  de  vaporisation  du  corps  a  Tetat  liquide  : 

Fig.  18. 


K- 


les  abscisses  sont  les  temperatures,  les  ordonnees  sontles  pressions.  Cette 
courbe  coupe  la  courbe  de  fusion  au  point  I.  La  courbe  de  fusion  peut 
occuper  trois  positions  distinctes  par  rapport  a  la  courbe  de  vaporisation 
du  liquide. 

Considerons  une  pression  OK  que  nous  supposerons  invariable  dans  ce 
qui  va  suivre  :  sous  cette  pression  la  temperature  d' ebullition  du  liquide 
estLK.  Cette  droite  LK  rencontre  la  courbe  de  fusion  en  un  point  qui 
peut  occuper  trois  positions  distinctes  F,  F',  F''.  Dans  le  premier  cas, 
Tabscisse  FK  du  point  de  rencontre  F  est  superieure  a  Tabscisse  du  point  I ; 
dans  le  deuxierae  cas,  Tabscisse  F'K  est  inferieure  a  Tabscisse  du  point  L ; 
dans  letroisieme  cas,  I'abscisse  F'^K  est  inferieure  a  Tabscisse  du  point  I 
et  superieure  a  I'abscisse  du  point  L. 

Examinons  ces  trois  cas  successivement. 

Premier  cas.  —  La  courbe  de  fusion  est  FL 

Prenons  une  abscisse  Of  [fig,  19)  egale  a  FR;  menons  une  ordon- 
nee  jTA  egale  a  I'energie  libre  sous  pression  constante  du  corps  a  Tetat 
solide,  sous  la  pression  considcree  et  a  la  temperature  FK.  La  courbe  qui 
represente  Tenergie  libre  sous  pression  constante  du  solide,   lorsque  la 
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temperature  varie,  nediffere  passensiblement,  dans  une petite  etendue,de 
la  tangente  a  cette  courbe  au  point  A.  Le  coefficient  angulaire  de  cette 
droite  AS  est  egal  au  produit,  change  de  signe,  de  Tequivalent  mecanique 
de  la  chaleur  par  Tentropie  du  corps  solide. 

Au  point  F,  situe  sur  la  courbe  de  fusion,  la  fusion  est  un  phenomene 
reversible;  Tenergie  libre  sous  pression  constante  du  liquide  est  egale  a 


Fig.  19- 


I'energie  libre  sous  pression  constante  du  corps  solide.  L'ordonneey"A 
est  egale  a  I'energie  libre  sous  pression  constante  du  liquide.  La  courbe 
qui  represente  Fenergie  libre  du  liquide,  lorsque  la  temperature  varie,  ne 
differe  pas  sensiblement,  dans  une  petite  etendue,  de  la  tangente  a  cette 
courbe  au  point  A.  Le  coefficient  angulaire  de  cette  droite  AL  est  egalau 
produit,  change  de  signe,  de  Tequivalent  mecanique  de  la  chaleur  par 
Tentropie  du  liquide. 

Prenons  une  abscisse  01  egale  a  Tabscisse  LK  ou  a  la  temperature 
d'ebullition  du  liquide.  L'ordonnee  menee  par  le  point  /  coupe  la  droite 
AL  au  point  B.  En  ce  point,  I'energie  libre  sous  pression  constante  du 
liquide  est  egale  a  I'energie  libre  sous  pression  constante  de  la  vapeur.  La 
courbe  qui  represente  I'energie  libre  de  la  vapeur,  lorsque  la  temperature 
varie,  ne  differe  pas  sensiblement,  dans  une  petite  etendue,  de  la  tangente 
a  cette  courbe  au  point  B.  Le  coefficient  angulaire  de  cette  droite  BV  est 
egal  au  produit,  change  de  signe,  de  I'equivalent  mecanique  de  la  chaleur 
par  I'entropie  de  la  vapeur. 

Les  entropies  de  la  vapeur,  du  liquide  et  du  solide  vont  en  diminuant ; 
les  coefficients  angulaires  destrois  droites  BV,  AL,  AS  vont  en  croissant. 
Les  deux  droites  BV  et  AS  se  coupent  en  un  point  G,  situe  au-dessous  du 
point  B  et  au-dessus  du  point  A.  Au  point  C,  a  une  temperature  egale  a 
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i'abscisse  Oj  de  ce  point,  I'energie  libre  du  corps  solide  est  egale  a  Tener- 
gie  libre  de  la  vapeur.  L'abscisse  O.^  represente  la  temperature  a  laquelle 
la  vaporisation  du  corps  solide  est  un  phenomene  reversible  sous  la  pres- 
sion  OK.  ou  la  temperature  d'ebuliition  du  solide  sous  la  pression  OK. 

Ainsi,  la  temperature  d' ebullition  du  solide  est  intermediaire  entre  la 
temperature  d' ebullition  du  liquide  et  la  temperature  de  fusion  du  corps 
solide  sous  la  meme pression. 

On  a  considere  une  pression  invariable  OK  et  arbitraire.  F^orsque  cette 
pression  se  confond  avec  la  pression  li  au  point  I,  ou  lorsque  deux  points 
F  et  L  se  confondent  avec  le  point  I,  le  triangle  ABC  de  hfig.  19  s*eva- 
nouit;  la  tension  de  la  vapeur,  emise  par  le  corps  a  I'etat  solide,  devient 
egale  a  la  tension  de  la  vapeur  emise  par  le  corps  a  I'etat  liquide.  La 
courbe  de  vaporisation  du  solide  passe  par  le  point  I  :  c'est  le  point  de- 
signe  par  M.  J.  Thomson  sous  le  nom  de  triple  point. 

r.a  /ig.  20  represente  les  positions  relatives  des  trois  courbes.  La 

Fig.  20. 


courbe  de  fusion  est  representee  par  FI ;  la  courbe  de  vaporisation  du 
liquide  est  representee  par  LL';  la  courbe  de  vaporisation  du  solide  est 
representee  par  SL 

Deuxieme  cas.  —  La  courbe  de  fusion  est  F'l  (Jig.  18). 

On  pent  representer  les  energies  libres  sous  pression  constante  du 
corps  sous  les  trois  etats,  comme  on  Ta  fait  dans  le  cas  precedent.  Prenons 
une  abscisse  0/{Jig.  21)  egale  a  FK,  une  ordonnee  /A  qui  represente 
Tenergie  libre  commune  au  solide  et  ^u  liquide.  L'energie  libre  du  solide 
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est  representee  dans  une  petite  etendue  par  la  droite  AS;  i'energie  iibre 
du  liquide  est  representee  dans  une  petite  etendue  par  la  droite  AL. 


Fig.  21. 
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Prenons  une  abscisse  0/  egale  a  Tabscisse  LK.  L'ordonnee  menee  par 
le  point  /  coupe  la  droite  AL  au  point  B.  En  ce  point,  I'energie  Iibre  du 
liquide  est  egale  a  Tenergie  libre  de  la  vapeur.  L'energie  Iibre  de  la  va- 
peur  dans  une  petite  etendue  est  representee  par  la  droite  BV. 

Les  deux  droites  AS  et  BV  se  coupent  au  point  G.  L'abseisse  O^  de  ce 
point  est  la  temperature  d'^bullition  du  corps  solide  sous  la  pression  OK. 

Ici  encore,  la  temperature  (V ebullition  du  corps  solide  est  inter m^- 
diaire  entre  la  temperature  d' Ebullition  du  liquide  et  la  temperature  de 
fusion  du  corps  solide  sous  la  meme  pression. 

La  Jig.  22  represente  les  positions  relatives  d6s  trois   courbes.    La 

Fig.    23. 


courbe  de  fusion  est  representee  par  F'l ;  la  courbe  de  vaporisation  du 
liquide  est  representee  par  LL' ;  la  courbe  de  vaporisation  du  solide  est 
representee  par  SL 

Troisieme  cas.  —  La  courbe  de  fusion  est  F''I  (fiff-  i8), 

Dans  la  fig.  aS  les  droites  AS,  AL  et  BV  representent  les  energies 


i/eNERGIE    LIBRE    ET    LES    CHANGEMENTS    d'eTAT.  12J 

libres  du  solide,  du  liquide  et  de  la  vapeur.  Lesdeux  droites  AS  et  BV  se 
coupent  au  point  C;  I'abscissc  de  ce  point  est  la  temperature  d'ebullition 
du  corps  solide  sous  la  pression  OK. 

Fig.  23. 


lei  encore,  la  temperature  d'ebullition  du  solide  est  inter mediaire  entre 
la  temperature  d^ ebullition  du  liquide  et  la  temperature  de  fusion  du  corps 
solide  sous  la  menie  pression. 

Dans  la^^*-.  a4j  'a  courbe  de  fusion  est  representee  par  F''I ;  ies  courbes 


Fig.  -x^. 


de  vaporisation  du  liquide  el  du  solide  sont  representees  par  LL'  et  SI. 
Si  Ton  jette  Ies  yeux  sur  \esjig.  20,  22  et  24,  qui  representent  ies 
positions  relatives  de  la  courbe  de  fusion  et  des  courbes  de  vaporisation, 
on  volt  qu'une  parallele  a  Taxe  des  temperatures  coupe  ces  courbes  en 
trois  points,  tels  que  le  point  d'intersection  avec  la  courbe  de  vaporisa- 
tion du  solide  soit  toujours  intermediaire  entre  Ies  deux  autres  points 
d*  intersection. 

Propriety  relative  aux  trois  courses.  —  Une  parallele  a  Taxe 
des  temperatures,  menee  dans  le  voisinage  du  triple  point,  coupe  Ies  trois 
courbes  en  des  points  qui  jouissent  d'une  propriete  particuliere. 
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Gonsiderons,  par  exemple,  le  cas  de  Teau  liquide  et  de  la  glace.  Une 
paratlele  a  I'axe  des  temperatures,  meneepar  le  point  K  {fig.  20),  coupe 
la  courbe  de  fusion  au  point  F,  la  courbe  de  vaporisation  du  solide  au 
point  S,  la  courbe  de  vaporisation  du  liquide  au  point  L. 

Designons  par  T,  <,  t'  les  trois  temperatures  KF,  KS,  KLi  ou  les 
abscisses  des  points  des  trois  courbes  qui  correspondent  a  I'ordon- 
nee  OK. 

Prenons  les  abscisses  O/,  O/,  Os  [fig.  25)  egalea  ces  temperatures  T, 

Fig.  25. 


«,  t'.  Menons  Tordonnee/^A  qui  represente  I'energie  libre  sous  pression 
constante  commune  au  solide  etau  liquide,  I'ordonnee  /B  qui  represente 
Tenergie  libre  commune  au  liquide  et  a  la  vapeur,  I'ordonnee  sC  qui' 
represente  I'energie  libre  commune  au  solide  et  a  la  vapeur. 

Menons  par  les  points  A  et  C  des  paralleles  a  I'axe  des  temperatures 
qui  coupent  Fordonnee  du  point  B  aux  points  A'  et  C  L'energie  libre 
sous  pression  constante  du  liquide,  en  passant  de  la  temperature  T  a  la 
temperature  <',  eprouve  Taccroissement  BA';  I'energie  libre  du  solide,  en 
passant  de  la  temperature  T  a  la  temperature  ^,  eprouve  I'accroissement 
A'C;  I'energie  libre  de  la  vapeur,  en  passant  de  la  temperature  (a  la  tem- 
perature t\  eprouve  Taccroissement  C'B.  Le  premier  de  ces  accroisse- 
ments  A'B  est  la  somme  des  deux  autres,  A'C  et  CB. 

Designons  par  S,  S',  S''  les  entropies  du  solide,  du  liquide  et  de  la 
vapeur  au  triple  point. 

La  pression  OK  est  tres  voisine  de  la  pression  I^'  au  triple  point; 
les  variations  des  energies  libres,  dont  il  vient  d'etre  question,  ont 
pour  valeurs  respectives,  en  appelant  E  I'equivalent  mecanique  de  la 
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chaleur, 

A'B  =  ES'(T— 0, 

A'C'=ES(T— 0, 

La  variation  de  Tenergie  libre  du  liquide  est  la  somme  des  variations 
des  energies  libres  du  solide  et  de  la  vapeur.  On  a  la  relation 

S'(T  —  0  =  S(T—  0  -H  S''  {t  —  t'). 

Gette  relation  peut  s'ecrire 

(S''-  S)  t  =  (S'—  S)T  -h  (S''-  S')  t\ 

Designons,  comme  precedemment,  par  QJa  chaleur  de  fusion  au  triple 
point,  par  L  la  chaleur  de  vaporisation  du  solide  au  triple  point,  par  \J 
la  chaleur  de  vaporisation  du  liquide  au  triple  point;  designons,  en  outre, 
par  6  la  temperature  absolne  du  triple  point. 

On  a,  d'apres  la  definition  de  Tentropie,  les  relations 

Q=9(S'-S), 
L  =9(S''_S), 
L'  =  9(S''-S'). 

La  relation  precedente  peut  s'ecrire 

L<  =  QT-+-LY. 

Imaginons  au  point  F  {/ig-  '20)  un  poids  egal  a  Q  ou  a  la  chaleur  de 
fusion;  imaginons  au  point  L  uu  poids  egal  a  1/  ou  a  la  chaleur  de  vapo- 
risation du  liquide;  imaginons  au  point  S  un  poids  egal  a  L  ou  a  la  cha- 
leur de  vaporisation  du  solide. 

Le  poids  L,  place  au  point  S,  est  la  somme  des  poids  Q  et  L'  places  aux 
points  F  et  L.  D'apres  la  relation  precedente,  le  moment  du  premier 
poids  L,  par  rapport  a  Taxe  des  pressions,  est  egal  a  la  somme  des  mo- 
ments des  deux  autres  poids  Qet  L'  par  rapport  au  meme  axe.  Le  point  S 
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est  le  centre  de  gravite  du  systeme  des  deux  poids  placis  aiix  points  F 
et  L. 

Cette  propriete  est  generale.  Si  Ton  mene  une  parallele  a  Taxe  des  tem- 
peratures, le  point  d'intersection  intermediaire  entre  les  deux  autres  est 
situesuria  courbe  de  vaporisation  du  solide. 

Pour  que  les  deux  points  L  et  S  se  confondent,  ou,  en  d'autres  termes, 
pour  que  les  deux  courbes  de  tensions  de  vapeur  se  confondent,  il  faut 
que  la  chaleur  de  fusion  soit  nulle. 

La  chaleur  de  vaporisation  est,  en  general,  beaueoup  plus  grande  que 
la  chaleur  de  fusion;  la  propriete  precedente  montre  que  Tintervalle  entre 
les  deux  courbes  de  vaporisation,  compte  parallelement  a  I'axe  des  tem- 
peratures, doit  etre  beaueoup  moindre  que  Tintervalle  entre  la  courbe  de 
vaporisation  du  solide  et  la  courbe  de  fusion.  Les  deux  courbes  de  vapo- 
risation sont  d'ailleurs  plus  espacees,  en  general,  par  rapport  a  la  courbe 
de  fusion  dans  la  direction  parallele  a  I'axe  des  temperatures  que  dans  la 
direction  parallele  a  I'axe  des  pressions, 

VAPORISATION  DES  DISSOLVAISTS. 

r.a  solution  aqueused'un  corps  solide,  d'un  sel  par  exemple,  emet  de 
la  vapeur  d'eau  dont  la  tension  est  inferieure  a  la  tension  de  la  vapeur 
emise  par  Teau  pure  a  la  meme  temperature  :  la  difference  entre  les  deux 
tensions  de  vapeur  est  d'autant  plus  grande  que  la  dissolution  est  plus 
concentree.  Cette  propriete  est  une  consequence  de  latheorie  del'energie 
libre. 

M.  Helmholtz,  dans  ses  recherches  sur  la  Thermodynamique  des pheno^ 
menes  chimiques^  a  montr^  le  role  important  que  joue  la  consideration  de 
Tenergie  libre  dans  Tetude  des  dissolutions.  La  theorie  deM.  Helmholtz 
conduit  immediatement  a  I'explication  de  la  diminution  progressive 
qu'eprouve  la  tension  de  la  vapeur,  emise  par  un  dissolvant,  a  mesure 
que  la  dissolution  est  de  plus  en  plus  concentree. 

L'energie  libre  d'une  dissolution,  a  une  temperature  determinee, 
depend  a  la  fois  du  poids  du  corps  solide  dissous  et  du  poids  du  dissol- 
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vant.  Ge  n'est  pasacette  fonclion  elle-meme,  mais  plutot  aux  variations  de 
cette  fonction  qu'il  faut  s'adresser  pour  suivre  les  transformations  isother- 
iniques  que  la  dissolution  peut  eprouver. 

Concevons,  a  une  temperature  invariable,  une  dissolution  contenant 
un  poids  d'eau  M  et  un  poids  m  d'un  corps  solide,  d'un  sel  par  exemple. 
La  concentration  h  de  la  dissolution  est  le  rapport  du  poids  m  de  sel  dis- 
sous  au  poids  M  de  I'eau  qui  sert  a  la  dissoudre, 

M 

A  une  certaine  temperature  et  sous  une  certaine  pression,  I'energie 
libre  sous  pression  constante  ^  de  la  dissolution  est  une  fonction  de  m 
etde  M. 

Si  Ton  ajoute  a  la  dissolution  un  poids  infiniment  petit  de  sel  dm^ 
I'energie  libre  de  la  dissolution  eprouve  une  variation  infiniment  petite, 
que  Ton  peut  representer  par  F(A)  dm^  en  designant  par  F(A)  une  fonc- 
tion qui  depend  de  la  concentration.  Cette  fonction  est  la  derivee  par- 
tielle  de  Tenergie  libre  ^  par  rapport  a  /w, 

La  fonction  F(/i)  varie  avec  la  concentration  de  la  dissolution  dans  un 
sens  facile  a  determiner,  d'apres  les  proprietes  ordinaires  des  dissolu- 
tions. 

Supposons  que  la  dissolution  de  concentration  h  soit  en  contact  avec 
le  corps  solide,  capable  de  se  dissoudre  dans  Teau.  La  dissolution  d'une 
nouvelle  quantite  du  corps  solide,  a  la  temperature  invariable  que  Ton 
considere,  doit  etre  accompagnee  d'une  diminution  de  Tenergie  libre  du 
systeme,  compose  de  la  dissolution  et  du  corps  solide  en  contact  avec  la 
dissolution. 

Lorsque  le  poids  infiniment  petit t/m  de  sel  solide  se  dissout,  Tenergie 
libre  de  la  dissolution  eprouve  Taccroissement  F{h)dm.  Si  Ton  designe 
par  J^,  Tenergie  libre  du  corps  solide,  sous  Tunile  de  poids,  la  dissolu- 
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tiondii  poids  de  sel  dm  a  determine  une  diminution  de  Tenergie  libre  dii 
solide  egale  a  ^^dm.  L'.iccroissement  de  Tenergie  libre  du  systeme  est 

\¥{1i)~:S,'\dm. 

Pour  que  la  dissolution  puisse  s'elfecluer,  il  faut  que  cet  accroissement 
soit  negatif,  ou  que  la  fonction  F(A)  soit  inferieure  \\  I'energie  libre  S ^  de 
Tunite  de  poids  du  corps  solide, 

La  quantite  S ^  est  invariable  a  une  meme  temperature.  Lorsque  la 
fonction  F(/i)  est  egale  a  J^,,  la  saturation  est  atteinte;  si  la  fonction  F(A) 
etait  superieure  a  rf^,  la  dissolution  serait  alors  sursaturee  :  le  seul  plie- 
nomene  possible  est  alors  la  precipitation  d' une  partie  du  sel  dissous. 

Ainsi  la  fonction  F(A)  est  toujours  inferieure  a  S ^  tant  que  le  sel  pent 
se  dissoudre ;  cette  fonction  F  {It)  atteint  la  plus  grande  vaienr  $ ^ ,  lorsque 
la  dissolution  est  saturee.  La  fonction  F(/i)  croitavec  la  concentration  de 
la  dissolution. 

Si  Ton  ajoute  a  la  dissolution  de  concentration  h  un  poids  d'eau  infini- 
ment  petit  rfM,  Tenergie  libre  de  la  dissolution  eprouve  une  variation 
infiniment  petite  que  Ton  peut  representer  par  G(A)rfM,  en  designant 
par  G(/t)  une  fonction  qui  depend  de  la  concentration.  Cette  fonction 
est  la  derivee  partielle  de  Tenergie  libre  de  la  dissolution  ^  par  rap- 
port a  M, 

^l  =  C(''). 

(>ette  fonction  G(/t)  est  liee  d'une  maniere  simple  a  Tenergie  libre  de  la 
vapeur  emise  par  la  dissolution. 

Supposons,  en  effet,  qu'un  poids  d'eau  iniiniment  petit  rfM  se  separe 
de  la  dissolution  a  I'etat  de  vapeur  saturee.  L'energie  libre  de  la  dissolu- 
tion eprouve  une  diminution  egale  a  G(A)rfM;  en  meme  temps  Tenergie 
libre  de  la  vapeur  eprouve  Taccroissement  S^  rfM,  en  appelant  S^  Tenergie 
libre,  sous  Tunite  de  poids,  de  la  vapeur  saturee  emise  par  la  disso- 
lution. 
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f  j'energie  libre  cJu  systeme  forme  par  la  dissolution  et  sa  vapeur  en 
contact  avec  la  dissolution  est 

La  formation  de  la  vapeur  saturee  est  un  phenomene  reversible,  la  va- 
riation qu'eprouve  I'energie  libre  du  systeme  est  nulle.  On  a  la  relation 

G{h)   =   rf,. 

La  quantite  -f ,  est  Tenergie  libre  specifique  de  la  vapeur  emise  par  la 
dissolution  de  concentration  h  a  la  temperature  invariable  que  Ton  con- 
sidere  :  cette  vapeur  a  une  tension  rsi  qui  depend  de  la  concentration. 

Lorsque  la  concentration  varie  infmiment  pen  et  devient  h-^dli^  la 
tension  de  la  vapeur  saturee  emise  par  la  dissolution  devient  rj  4-  dr^i.  f.es 
fonctions  G(A)  et  J*,  eprouventdes  accroissements  egaux, 

rfG(/i)=r/.t. 

Mais  (i/j  est  Taccroissement  infiniment  petit  qu'eprouve  Tenergie 
libre  sous  pression  constante  de  la  vapeur  lorsque  la  pression  passe  de 
la  valeur  73  a  la  valeur  rS  4-  rftS,  qui  correspond  a  la  nouvelle  concentra- 
tion h  4~  dh.  L'accroissement  df^  de  Tenergie  libre  sous  pression  con- 
stante est  egal  au  produit  du  volume  specifique  de  la  vapeur  par  Tac- 
croissement  de  la  pression. 

En  appelant  v  le  volume  specifique  de  la  vapeur  a  la  temperature  consi- 
deree  et  sous  la  pression  t3, 

dJ^  =  vdn. 

On  en  deduit  la  relation 

dG{h)  —  vdrs. 

Les  accroissements  infiniment  petits  des  deux  fonctions  F(A)  et  G{h) 

sont  lies  a  la  concentration  de  la  dissolution  par  une  relation  tres  simple. 

Prenons  la  derivee  de  la  premiere  fonction  par  rapport  a  M,  la  derivee 
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de  la  seconde  fonction  par  rapport  a  m.  On  a  les  deux  equations 

d^§    _  dF{h)  _dF{h)  dh 
dmdM~      dM     ~     dh      dM' 

d^§    _  dG{h)  _  dG(h)  dh^^ 
d^fldm  dm  dh      dm 

L'ordre  des  derivations  est  arbitraire.  On  deduit  des  deux  equations 
precedentes  la  relation 

dF{h)  dh  _  dG{h)  dh 
dh      dM~      dh       dm' 

Si  Ton  suppose  m  constant  dans  la  relation  qui  definit  la  concentra- 
tion, on  a 

dh  m  h 

dM~~  W~~  W 

Si  Ton  suppose  de  meme  M  constant  dans  la  relation  qui  delinit  la  con- 
centration, on  a 

dh_± 
dm         M " 

Kn  reportant  ces  deux  demieres  valeurs  dans  la  relation  precedente,  on  a 
la  nouvelle  relation 

^dFjh)        dG(h)_ 

^  dh   ^^nr  —  ^' 

Lorsque  la  concentration  varie,  les  deux  fonctions  F(A)  et  G{h) 
varient  en  sens  contraire  :  Tune  des  fonctions  croit,  Tautre  fonction  de- 
croit.  On  a  vu  que  la  premiere  de  ces  deux  fonctions  F(A)  augmente 
avec  la  concentration;  par  consequent  la  seconde  fonction  G(A)  diminue 
lorsque  la  concentration  augmente.  D'apres  I'expression  trouvee  pour 
dG{h)^i\  s'ensuit  que  la  tension  vi  de  la  vapeur  emise  par  la  dissolution, 
a  une  temperature  determinee,  decroit  a  mesure  que  la  concentration 
augmente. 
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CONGELATION  DES  DISSOLVANTS. 

II  y  a  pres  d'unsiecle,  Blagden  a  indique  une  propriete  des  dissolutions 
aqiieuses.  Lorsque  Ton  abandonne  au  refroidissenient  une  dissolution 
d'un  sel  dans  Teau,  on  observe  la  formation  au-dessous  de  zero  d'une 
certaine  quantite  de  glace;  Tabaissement  du  point  de  congelation  est,  en 
general,  proportionnel  a  la  concentration  dela  dissolution  (*). 

Les  experiences  de  Despretz  (^),  de  M.  Dufour  ('),  de  M.  Rudorff  (*), 
deM.deGoppet('),  deM.  Raoult  (®)  out  confirme I'exactitude  delaloi  de 
Blagden,  dans  le  cas  de  dissolutions  tres  etendues,  oil  les  substances  dis- 
soutes  n'eprouvent  pas  d'alteration  au  contact  deTeau. 

La  glace  formee  dans  la  dissolution  renferme  ordinairement  des  traces  dn 
sel  dissous;  une  partie  deTeau  parait  se  separer  de  la  dissolution  saline,  a 
Tetat  de  glace,  en  entrainant  dans  la  cristallisation  des  traces  de  sel.  Les 
precipites  qui  se  forment  au  sein  des  liquides  peuvent  entrainer  dans  leur 
formation  des  traces  de  matiere  contenue  dans  la  liqueur ;  ia  presence  des 
traces  de  sel  dans  la  glace  formee  au  sein  d'une  dissolution  peut  etre  attri- 
buee  a  un  entrainement  mecanique  analogue. 

La  loi  de  Blagden  parait  devoir  se  rattacher  a  la  difference  qui 
existe  entre  les  tensions  des  vapeurs  emises  par  I'eau  liquide  et  par  la 
glace  a  une  meme  temperature. 

Point  DE  congelation.  —  Le  point  de  fusion  d'un  corps  solide  est  la 


(^)  Philosophical  Transactions  of  the  Royal  Society  of  London,  t.  LXXVIII,  p.  277; 
1788. 

(*)  Comptes  rendus  des  stances  de  C Academic  des  Sciences,  t.  V,  p.  19;  1837. 

(')  Bulletin  de  la  Society  vaudoise  des  Sciences  naturelles,  n°  kl\  i860. 

(*)  Monatsberichte  der  Akademie  der  Wissenschaften  zu  Berlin,  p.  ^2y]  i860.  — 
Poggendorjps  Annalen,  t.  CXIV,  p.  63;  t.  CXVI,  p.  55;  t.  CXXU,  p.  337;  1861-1864.  — 
Annales  de  Chimie  et  de  Physique,  3°  serie,  t.  LXIII,  p.  488. 

(*)  Annales  de  Chimie  et  de  Physique,  4""  serie,  U  XXIII,  p.  366,  187 1  ;  t.  XXV,  p.  5o2  ; 
t.  XXVI,  p.  98;  1872. 

(^)  Annales  de  Chimie  et  de  Physique,  5«  serie,  t.  XXVIII,  p.  i33;  i883.  -—  6*^  serie, 
I.  II,  p.  66,  188.4 ;  t.  IV,  p.  401,  i885;  t.  VIII,  p.  289,  1886.  —  Journal  de  Physique  theo- 
rique  et  appliqueCy  2«  serie,  I.  Ill,  p.  16;  1884. 
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temperature  a  laqiielle  la  fusion  est  uii  phenomene  reversible.  Le  point 
d'ebullition  d*un  iiquide  est  la  temperature  a  laquelle  la  vaporisation  du 
liquide  est  un  phenomene  reversible.  De  meme,  le  point  de  congelation 
d'undissolvant  est  la  temperature  a  laquelle  la  congelation  du  dissolvant 
est  un  phenomene  reversible. 

Concevons  une  dissolution  saline  en  contact  a  vec  la  vapeursatureeemise 
par  le  dissolvant  au  point  de  congelation. 

Supposons  qu'un  poids  infiniment  petit  dM  de  dissolvant  se  separe  a 
Tetat  de  glace.  La  congelation  est  un  phenomene  reversible;  au  point  de 
congelation,  la  diminution  qu'eprouve  Tenergie  libre  de  la  dissolution  par 
suite  de  la  separation  du  poids  d*eau  dM,  est  egale  a  I'energie  libre  du 
poids  de  glace  dM. 

Supposons  que  le  meme  poids  d'eau  infiniment  petit  dM  se  separe  de 
la  dissolution  a  Tetat  de  vapeur  saturee.  La  vaporisation  de  la  dissolution 
est  un  phenomene  reversible;  dans  ces  conditions,  la  diminution  qu'e- 
prouve I'energie  libre  de  la  dissolution  par  suite  de  la  separation  du  poids 
d'eau  dM,  est  egale  a  Tenergie  libre  du  poids  dM  de  la  vapeur  saturee 
emise  par  la  dissolution. 

Par  suite,  au  point  de  congelation,  Tenergie  libre  du  poids  de  glace  dM 
est  egale  a  Tenergie  libre  du  meme  poids  dM  de  vapeur  saturee  :  Tevapo- 
ration  de  la  glace  est  alors  un  phenomene  reversible.  Le  point  de  conge- 
lalion  du  dissolvant  est  la  temperature  a  laquelle  la  vapeur  saturee 
emise  par  la  glace  a  une  tension  egale  a  la  tension  de  vapeur  de  la  dis^ 
solution. 

En  d'autres  termes,  le  point  de  congelation  d'un  dissolvant  est  la  tem- 
perature d' ebullition  du  dissolvant  a  Vetatsolide  sous  une  pression  egale 
a  la  tension  de  vapeur  de  la  dissolution. 

Soient  LI  [fig.  26)  la  courbe  de  vaporisation  de  Teau  liquide  a 
Tetat  de  purete,  SI  la  courbe  de  vaporisation  de  la  glace ;  les  abscisses  sont 
les  temperatures,  les  ordonnees  sont  les  tensions  des  vapeurs  saturees 
emises  par  Teau  pure  sous  chacun  des  deux  etats,  solide  et  liquide.  Ces 
deux  courbes  se  coupent  au  triple  point  L 

Soit,  en  outre,  DE  la  courbe  des  tensions  de  la  vapeur  d'eau  saturee 
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emise  par  une  dissoiiition  saturee;  cette  courbe  DE  est  au-dessous  de  la 
courbe  LI  des  tensions  de  la  vapeur  d^eau  pure.  La  courbe  DE  rencontre 
la  courbe  IS  au  point  G  ;  Tabscisse  Oj  de  ce  point  est  la  temperature  de 
congelation  du  dissolvant  ou  le  point  de  congelation  de  Teau  servant  de 
dissolvant. 

L'abscisse  0/du  triple  point  est  la  temperature  de  congelation  de  Teau 

Fig.  a6. 


pure.  La  difference  des  abscisses  O/  et  Oj  ou  ij  est  Tabaissement  du 
point  de  congelation,  qui  resulte  de  la  presence  du  corps  solide  dissous. 

La  theorie  de  Tenergie  libre  permet  de  suivre  facilement  les  pheno- 
menes  qui  peuvent  se  presenter  depart  et  d'autre  du  point  de  congelation, 
au  point  de  vuedela  congelation  du  dissolvant,  lorsque  la  dissolution  est 
maintenue,  a  diverses  temperatures,  sous  une  pression  constamment 
egalea  la  tension  de  la  vapeur  saturee  emise  par  la  dissolution.  Le  point 
figuratif  suitalors  la  courbe  de  vaporisation  DEde  la  dissolution. 

Considerons  d'abord  la  portion  GE  de  cette  courbe.  Examinons  les 
phenomenes  qui  peuvent  se  produire  en  un  point  de  cette  courbe,  a  une 
temperature  invariable. 

Supposons  qu'un  poids  infiniment  petit  dM  du  dissolvant  se  transfornie 
en  vapeur  saturee.  Le  phenomene  est  reversible,  la  diminution  qu'eprouve 
I'energie  libre  de  la  dissolution  par  suite  de  la  separation  du  poids 
d'eau  dM  est  egale  a  I'energie  du  meme  poids  dM  de  la  vapeur  saturee 
emise  par  la  dissolution. 

Dans  la  region  GP',  la  vapeur  d'eau  emise  par  la  dissolution  ne  pent 
se  condenser  a  Tetat  de  glace,  cela  resulte  d'lme  propriete  etablie  prece- 
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demnient.  L'energie  libre  de  la  vapeur  est  inferieure  a  I'energie  libre  de 
la  glace,  sons  le  meme  poids. 

La  diminution  qu'eprouve  Tenergie  libre  de  la  dissolution  par  suite  de 
la  separation  d\in  poids  d'eau  rfM  est,  par  suite,  inferieure  a  I'energie 
libre  du  meme  poids  de  glace.  La  congelation  d'une  partie  du  dissolvant 
ne  peut  avoir  lieu  qu'avec  une  diminution  de  Tenergie  libre  du  systeme; 
la  congelation  du  dissolvant  est  done  impossible  en  tout  point  de  la  por- 
tion de  courbe  GE  ou  a  toute  temperature  superieure  au  point  de  conge- 
lation. 

Considerons  de  meme  la  portion  GD  de  la  courbe  de  vaporisation  de 
la  dissolution.  Examinons  egalement  les  phenomenes  qui  peuvent  se  pro- 
duire  en  un  point  de  cette  courbe,  a  une  temperature  invariable. 

Supposons  qu'un  poids  infiniment  petit  dM  du  dissolvant  se  transforme 
en  vapeur  saturee.  Le  phenomene  est  reversible,  la  diminution  qu'eprouve 
Tenergie  libre  dela  dissolution  par  suite  de  la  separation  du  poids  d'eau  dM 
estegale  a  Tenergie  libre  du  meme  poids  dM  de  la  vapeur  saturee  emise 
par  la  dissolution. 

La  vapeur  deau  saturee  emise  par  la  dissolution  peut  se  condenser  a 
I'etat  de  glace,  a  la  temperature  consideree.  Cette  condensation  de  la 
vapeur  est  un  phenomene  irreversible,  Tenergie  libre  de  la  vapeur  est 
superieure  a  I'energie  libre  de  la  glace  sous  lememe  poids. 

La  diminution  qu'eprouve  I'energie  libre  de  la  dissolution  par  suite  de 
la  separation  d'un  poids  d'eau  dM  est  par  suite  superieure  a  Tenergie 
libre  du  meme  poids  de  glace.  La  congelation  du  dissolvant  est  alors  pos- 
sible en  tout  point  de  la  portion  de  courbe  GD,  ou  a  toute  temperature 
inferieure  au  point  de  congelation. 

Le  point  de  congelation  d'un  dissolvant  jouit  d'une  propriete  analogue 
a  celle  du  point  de  fusion  d'un  corps  solide  :  le  point  de  congelation  d'un 
dissohant  est  la  temperature  la  plus  elevee  a  laquelle  puisse  se  produire 
la  congelation  du  dissolvant. 

Blagden  avait  reconnu  que  le  contact  d'une  parcelle  de  glace  avec  une 
dissolution  saline  refroidieau-dessous  deson  point  de  congelation  enlraine 
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tonjours  la  formation  dela  glace.  C'est  a  Biagden  qu'il  fautfaire  renionter 
Torigine  de  la  methode  employee  pour  determiner  le  point  de  congelation 
d'un  dissolvant.  La  theorie  precedente  en  donne  aisement  la  raison. 

Loi  DE  Blagden.  —  II  est  facile  de  retrouver  la  loi  de  Biagden  dans  le 
cas  de  dissolutions  tres  etendues.  L'abaissement  du  point  de  congelation 
est  alors  tres  faible. 

Dans  une  petite  etendue  de  Techelle  thermometrique,  la  courbe  de  va- 
porisation de  la  glace  et  la  courbe  de  vaporisation  de  Teau  pure  penvent 
etre  considerees  comme  des  lignes  droites.  A  une  meme  temperature, 
d'apres  les  experiences  de  M.  Wiillner,  la  difference  des  ordonnees  des 
deux  courbes  LI  et  DE  est  proportlonnelle  a  la  concentration  de  la  disso- 
lution; la  courbe  de  vaporisation  de  la  dissolution,  dans  une  petite 
etendue  de  Techelle  thermometrique,  pent  etre  consideree  comme  une 
ligne  droite,  parallelea  la  ligne  droitequi  correspond  a  la  vaporisation  de 
Teau  pure. 

L'abaissement  du  point  de  congelation  est  jL  Cette  longueur  est  pro- 
portionnelle  a  la  droite  GL  Cette  droite  GI  est  elle-meme  proportionnelle 
a  la  droite  GJ,  c'est-a-dire  a  la  difference  des  ordonnees  de  deux  points  J 
et  G  des  courbes  LI  et  DE,  qui  ont  une  meme  abscisse  Oy.  A  une  meme 
temperature,  la  difference  des  tensions  de  vapeurs  de  I'eau  pure  et  de 
la  dissolution  est  proportionnelle  a  la  concentration  de  la  dissolution.  Par 
suite,  I'abaissement  du  point  de  congelation  du  dissolvant  est  propor- 
tionnel  a  la  concentration  de  la  dissolution,  lorsque  la  dissolution  est  tres 
etendue. 

La  loi  de  Biagden  se  presente  ici  avec  le  caractere  dune  loi  limite, 
d'autant  plus  exacte  que  les  dissolutions  sont  plus  etendues. 

L'eau  n'est  pas  le  seul  dissolvant  qui  eprouve  un  abaissement  du  point 
de  congelation.  AI.  Raoult  a  retrouve  la  meme  propriete,  en  prenant  pour 
dissolvants  la  benzine,  la  nitrobenzine,  le  bibromure  d'ethylene,  I'acide 
formique  et  Tacide  acetique.  Peut-on  appliquer  a  ces  nou veaux  dissolvants 
Texplication  que  Ton  vient  de  donner  a  propos  de  Teau? 

Prenons  pour  abscisses  les  temperatures,  pour  ordonnees  les  pressions. 
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Prenons  une  ordonnee  OH  {f(g-  27)  qui  represente  la  pression  de  Tat- 
mosphere,  menons  par  le  point  H  une  parallele  a  Taxe  des  temperatures; 
prenons  sur  cette  parallele  des  longueurs  HA  et  HB,  qui  representent  la 
temperature  de  fusion  du  dissolvant  solideet  la  temperature  d'ebuUition 
du  dissolvant  liquide  sous  la  pression  de  Tatmosphere. 

[i'un  des  dissolvants  dont  il  s'agit  augmente  de  volume  par  la  fusion, 
I'ordonnee  d'un  point  de  la  courbe  de  fusion  croit  avec  la  temperature. 


L'influence  de  la  pression  sur  la  temperature  de  la  fusion  est,  en  general, 
assez  faible;  la  courbe  de  fusion  AF  descend  rapidement  a  mesure  que  la 
tem[)erature  s'abaisse. 

I^a  courbe  de  vaporisation  du  liquide  est  une  courbe  BL,  dont  Tor- 
donnee  decroit  a  mesure  que  la  temperature  s'abaisse,  mais  beaucoup 
plus  lentement  que  sur  la  courbe  de  fusion. 

Ces  deux  courbes  se  coupent  an  triple  pointl.  La  courbe  de  vaporisation 
du  dissolvant  a  Tetat  solide  passe  par  le  triple  point;  cette  courbe  SI  est 
intermediaire  entre  les  deux  autres  courbes  LI  et  FI.  La  courbe  de  vapo- 
risation du  dissolvant  a  I'etat  solide  est  au-dessous  de  la  courbe  de  vapo- 
risation du  dissolvant  a  Tetat  liquide;  la  position  relative  de  ces  deux 
courbes  est  la  meme  que  dans  le  cas  de  I'eau. 

On  pent  repeter  ici  ce  que  Ton  a  dit  a  propos  de  I'eau  :  la  loi  de  Blagden 
se  presente  egalement  comme  une  loi  limite. 

Influence  du  corps  dissous  et  i>u  dissolvant.  —  M.  de  Goppet  a 
signale  une  propriete  remarquable.  Lorsque  Ton  dissout  dans  un  meme 
poids  d'eau  des  poids  equivalents  de  diverses  substances  appartenant  a 
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une  memeserie,  les  abaissements  du  point  de  congelation  sont  les  memes 
pour  ces  diverses  solutions.  Ainsi,  parexemple,  i'abaissenient  du  point  de 
congelation  est  le  meme  pour  les  dissolutions  qui  renferment,  dans  un 
meme  poids  d'eau,  des  poids  equivalents  de  chlorure,  de  bromure  on 
d*iodure  de  potassium. 

Est-il  possible  de  rendre  compte  de  cette  propriete  dans  la  theorie  de 
I'energielibre? 

L'energie  libre  d'une  dissolution  depend  deTenergielibre  du  dissolvant 
et  de  Tenergie  libre  du  corps  solide.  Ici  le  poids  de  I'eau  ou  du  dissolvant 
est  constant,  Tenergie  libre  du  dissolvant  est  invariable.  Si  Ton  dissout 
successivement,dans  unmeme  poids  d'eau,  divers  corps  solides,  tels  que 
Tenergie  libre  de  ces  corps  ait  la  meme  valeur,  on  doit  s'attendre  a  ce  que 
Fenergie  libre  de  la  dissolution  soit  la  meme;  dans  ce  cas,  la  tension  de  la 
vapeur  d'eau  emise  par  ces  diverses  solutions  sera  la  meme,  et  Tabaisse- 
ment  du  point  de  congelation  conserve  la  meme  valeur. 

Or,  d'apres  les  proprietes  des  fonctions  caracteristiques  indiquees  par 
M.  Massieu,  a  une  meme  valeur  de  la  fonction  caracteristique  ou  de  Te- 
nergie  libre  correspondent  des  valeurs  egales  pour  les  divers  elements 
specifiques,  volume  specifique,  coefficients  de  dilatation,  coefficient  de 
compressibilite,  chaleurs  specifiques.  L'egalite,  entre  ces  divers  coeffi- 
cients caracterise  les  corps  qui  appartiennent  a  une  meme  serie.  La 
propriete  etablie  par  les  experiences  de  M;  de  Coppet  se  presente  ici 
comme  une  consequence  de  la  theorie  de  I'energie  libre  :  cette  proposition 
a  meme  une  contre-partie. 

Supposonsque  Ton  dissolve  un  poids  constant  d'un  meme  corps  solide 
dans  des  poids  equivalents  de  divers  liquides  appartenant  a  une  meme 
serie;  Tenergie  libre  de  chaque  dissolvant  est  alors  invariable,  Tenergie 
libre  du  corps  solide  est  la  meme,  Tabaissement  du  point  de  congelation 
est  alors  le  meme  pour  les  diverses  solutions. 

M.  Raoult  a  reconnu,  avant  tout  essai  de  theorie,  que  Tabaissement  du 
point  de  congelation  est  independant  de  la  nature  du  dissolvant  lorsque 
Ton  dissout  le  meme  poids  d'un  corps  solide  dans  des  poids  equivalents 
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des  cinq  liquides  suivants  :  la  benzine,  la  nitrobenzine,  le  bibromure 
d*ethylene,  Tacide  forrnique,  I'acide  acetique.  L'eau,  au  contraire,  fait 
exception;  les  conditions  precedentes  peuvent  en  donner  la  raison:  Teaii 
ne  fait  pas  partie  de  la  meme  serie  que  les  autres  dissolvants. 

M.  Raoult  a  montre  recemment  ( * )  qu'il  existe  une  grande  analogic  entre 
I'abaisseinent  du  point  de  congelation  des  dissolvants  et  la  diminution  des 
tensions  de  vapeur. 

Au  point  de  vue  de  rabaissement  des  points  de  congelation,  on,  ce  qui 
revient  au  meme,  de  la  diminution  qu'eprouvent  les  tensions  de  vapeur 
des  dissolutions,  une  loi  simple,  telle  que  I'egalite  des  abaissements  du 
point  de  congelation,  semble  se  rapporter  uniquement  aux  cas  oil  les  corps 
solides  appartiennent  a  une  meme  serie,  oil  les  dissolvants  appartiennent 
a  une  meme  serie.  Si  Ton  veut  trouver  des  lois  simples,  il  faut  distribuer 
les  corps  solides  par  series,  il  faut  distribuer  les  dissolvants  par  series;  il 
en  est  de  meme  lorsque  Ton  veut  appliquer  la  loi  de  Dulong  et  Petit  aux 
divers  composes,  en  prenant  les  cbaleurs  specifiques  vulgaires. 

Les  relations  simples  qui  existent  entre  les  abaissements  des  points  de 
congelation  se  presentent  ici  avec  le  meme  caractere  que  risomorphisme. 
La  determination  du  poids  moleculaire  d*un  corps  solide  ou  d*nn  dissol- 
vant,  fondee  sur  la  loi  de  Blagden  et  ses  consequences,  suppose  que  Ton 
connaisse  a  priori  la  serie  a  laquelle  appartient  le  corps  dont  on  cherche 
le  poids  moleculaire.  Inversement,  la  congelation  des  dissolvants,  comme 
risomorphisme,  peut  fournir  des  indications  utiles  sur  la  place  que  doit 
occuper  un  corps  dans  la  Chimie. 

DISSOLUTION  DES  GAZ  DANS  LES  LIQUIDES. 

La  dissolution  d'un  gaz  dans  un  liquide,  a  temperature  constante,  est 
necessairement  accompagnee  d'une  diminution  de  Tenergie  libre  du  sys- 
teme  forme  par  la  dissolution  et  par  le  gaz  qui  fait  atmosphere  au-dessus 
de  la  dissolution. 

(>)  Comptes  rendus  des  stances  de  VAccuiemie  des  ScienceSy  l.  CIV,  p.  i43o;  1887. 
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Concevons  unliquide  en  contact  avec  un  gaz  qui  puisse  s'y  dissoudre; 
siipposons  que  le  volume  de  Tenceinte  soit  invariable  et  que  la  tempera- 
ture soit  egalement  invariable.  Tant  que  I'energie  libre  sous  volume  con- 
stant du  systeme  pourra  diminuer  a  h  suite  d'une  modification  elementaire 
eprouvee  par  le  systeme,  une  nouvelle  quantite  de  gaz  pourra  se  dis- 
soudre. Tia  dissolution  sera  saturee,  Tequilibre  seraetabli  lorsque  I'energie 
libre  sous  volume  constant  du  systeme  sera  minimum. 

La  vapeur  emise  par  le  liquideest  sans  influence,  elle  pent  et  re  negligee. 
L'energie  libre  sous  volume  constant  du  systeme  se  compose  de  deux 
parties,  Tenergie  libre  du  gaz  non  dissous  et  Tenergie  libre  du  gaz  dissous, 
rapporte  au  volume  du  liquide.  Chacune  de  ces  energies  libres  pent 
s'exprimer  au  moyen  d'une  formule  simple,  lorsque  le  gaz  suit  la  loi  de 
iMariotte. 

Designons  par  /  Tenergie  libre  sous  volume  constant  de  I'unite  de 
poids  d'un  corps  h  une  certaine  temperature,  par  v  le  volume  specifique  du 
corps,  par  p  la  pression.  Lorsque  le  volume  specifique  passe  de  la  valeur  v 
a  la  valeur  infiniment  voisine  (^  -+-  rfp  a  la  menie  temperature,  Taccroisse- 
ment  de  Tenergie  libre  sous  volume  constant  a  pour  valeur 

Lorsqu'il  s'agit  dun  gaz^oumis  a  la  loi  de  Mariotte,  le  produit /;i'  a  une 
valeur  invariable  a  une  meme  temperature.  En  designantpar  r  une  quan- 
tite constante  propre  au  gaz 


Si  Ton  designe  par  h  une  quantite  constante  qui  se  rapporte  a  un  etat 
initial,  choisi  arbilrairement,  Tenergie  libre  sous  volume  constant  a  pour 
expression,  en  fonction  du  volume  (^, 

f  =^h  —  rlogi^. 

Appliquons  cette  formule  generale  a  la  dissolution  d'nn  gaz  dans  un 
liquide. 

\}n^  enceinte  de  volume  invariable,  a  une  temperature  invariable,  ren- 
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ferine  un  volume  liquide  V  en  contact  avec  un  gaz  :  m  est  le  poids  de  gaz 

dissous.  Le  gaz  non  dissous  a  un  poids  m^ ;  ce  gaz  occupe  le  volume  V,. 

Si  Ton  suppose  que  le  gaz  dissous  occupe  seul  le  volume  V  du  liquide 

dissolvant,  le  volume  specifique  de  gaz  est —  L'energie  libre  sous  volume 
constant  du  gaz  dissous,  rapporte  au  volume  du  dissolvant,  est  de  la 
forme 

(^A  +  rlog^'j, 


m\ 


en  designant  par  h  une  quantite  constante,  propre  au  gaz  dissous. 

Le  volume  specifique  du  gaz  non  dissous  est  —  ;  Tenergie  libre  sous 
volume  constant  du  gaz  non  dissous  est 

/w,^A,  +  rlog^), 

en  designant  par  h^  une  quantite  constante  propre  au  gaz  non  dissous. 

L*energie  libre  sons  volume  constant ydu  systeme  forme  par  le  gaz 
dissous  et  le  gaz  non  dissous  est  la  somme  de  ces  deux  energies  libres  : 
elle  doit  etre  minimum  pour  I'equilibre. 

Supposons  maintenant  une  modification  elementaire  du  systeme.  Desi- 
gnons  par  dm  et  dm^  les  variations  infiniment  petites  qu'eprouvent  le 
poids  de  gaz  dissous  et  le  poids  de  gaz  non  dissous.  Les  volumes  V  et  V^ 
restent  les  memes;  la  variation  de  Tenergie  libre  du  systeme  a  pour 
expression 

df-=\Ii'^  rlog^ J  r//n-h  f/^-hrlog^  jrfm,  -4- r{dm -i- dm^). 

Le  poids  total  du  gaz  contenu  dans  I'enceinte  reste  le  meme 

dm  -{-dm^  =  o. 

La  variation  infiniment  petite  de  I'energie  libre  peut  se  mettre  sous  la 
forme 

df=^  yi  —  h,  +  log ^'  ^)  dm. 

Cette  variation  est  nulle  pour  I'equilibre.  La  condition  d'equilibre  est 
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finalement 

m 

V 
—  =  const. 

La  fraction  ^  est  le  poids  de  I'unite  de  volume  dii  gaz  dissous,  en  sup- 

posant  que  le  gaz  occupe  le  volume  entler  de  la  dissolution.  La  fraction  y- 
est  le  poids  specifique  du  gaz  non  dissous. 

La  condition  d'equilibre  pent  s'exprimer  ainsi  :  y^  une  temperature 
determinee,  iL  existe  tin  rapport  constant  entre  la  densite  du  gaz 
dissous,  rapporte  au  volume  de  la  dissolution^  et  la  densite  du  gaz  non 
dissous. 

On  retrouve  ainsi,  sous  une  de  ses  formes,  la  loi  de  solubllite  d'un  gaz 
dans  un  liquide.  he  rapport  constant  dont  il  s'agit  est  le  coefficient  de 
solubilite  du  gaz  dans  le  liquide. 

Au  lieu  d'un  seul  gaz,  on  peut  avoir  un  melange  gazeux  en  contact 
avec  le  liquide.  La  solubilite  d'un  melange  gazeux  se  traite  de  la  meme 
maniere  que  la  solubilite  d'un  gaz  unique,  Tenergie  libre  d'un  melange 
gazeux  est  la  somme  des  energies  libres  des  gaz  melanges. 

La  variation  de  Tenergie  libre  du  systeme,  a  la  suite  d'une  modification 
elementaire  apportee  a  Tetat  du  systeme,  est  alors  une  somme  de  termes 
de  la  forme  etf'^  chacun  de  ces  termes  contient  un  facteur  dm  relatif  a  Tun 
des  gaz.  La  variation  de  Tenergie  libre  du  systeme  doit  etre  nulle,  pour 
Tequilibre,  la  somme  des  termes  de  la  forme  d/  doit  etre  nulle,  quelle  que 
soit  la  variation  infiniment  petite  dm  relative  a  Tun  des  gaz.  11  en  resulte 
que  chacun  des  gaz  melanges  se  dissout  comme  s'il  etait  seul,  a  la  pression 
que  ce  gaz  exerce  dans  le  melange.  On  retrouve  la  loi  de  solubilite  des 
melanges  gazeux. 

Des  considerations  analogues  s'appliquent  a  la  condensation  des  gaz 
par  les  corps  poreux;  le  corps  poreux  joue  alors,  par  rapport  a  I'energie 
libre,  le  meme  role  que  le  liquide  dissolvant.  D'apres  les  experiences  de 
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M.  Joulin  (* ),  le  charbon  de bois  condense,  a  une  ineme  temperature,  des 
poids  d'oxygene,  d'azote  et  d'hydrogene  sensiblenient  proportionnels  aux 
pressions  exercees  par  ces  gaz;  la  condensation  de  ce  gaz  par  le  charbon 
suit  la  meme  loi  que  la  solubilite  de  ces  gaz  dans  les  liquides. 


(')  Comptes  rendus  des  seances  de  VAcademie  des  Sciences,  t.  XC,  p.  7/41 ;  1880. 
Annates  de  Chimie  et  de  Physique,  5«  s6rie,  t.  XXTI,  p.  398;  1881. 


DEVELOPPEMEM 


FONCTIONS    IMPLICITES 


Par  M.   DAYID, 

Lieutenant-Colonel  d'Artillerie  en  retraite. 


La  question  an  point  de  vne  general  doit  etre  posee  comme  il  suit  : 

Etant  donnee  line  equation  algehrique  f[y^  a:)  =  o,  determiner  une 
serie  qui  represente  y  ou  plutot  une  fonction  de  y  au  moyen  de  In 
variable  x  pour  une  valeur  quelconque  de  x. 

Je  la  resous  dans  toute  sa  generalite,  et,  je  crois  pouvoir  ajouter,  dans 
toutesa  simplicite. 

I.  —  Introduction. 

Soit  une  fonction  y  de  x  definie  par  Tequation  algebrique 

/(j,  a:)  =  o, 

a  deux  variables  imaginaires  y  el  x^  que  Ton  admet  entiere  et  irredue- 
lible;  je  suppose  que  la  variable  x  se  meut  sur  un  plan  X  et  la  variable  y 
sur  un  plan  Y,  et  je  marque  sur  ces  plans  les  valeurs  de  y  et  x  pour 
lesquelles  Tequation  prend  des  racines  egales  ou  infinies,  e'est-a-dire  les 
points  singuliers. 
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Je  commence  par  donner  ou  rappeler  quelques  definitions  et  quelqiies 
propositions  qui  seront  utiles  par  la  suite. 

I*"  Par  ia  methode  de  Puiseux,  on  sait  determiner  les  formes  des  series 
en  ces  points  singuliers,  que  nous  designerons  par  la  notation  (a,  p),  les 
points  a  etant  sur  le  plan  X  et  les  points  [3  correspondants  etant  sur  le 
plan  Y.  Nous  les  distinguerons  en  series  de  premiere  espece  et  dedeuxieme 
espece. 

Les  series  de  premiere  espece  sont  celles  dont  les  exposants  sont 
fractionnaires,  comme 


s 


a:  — a  =  a(j  — P)*-+-a,(7— (3) 

ou  bien  a  exposants  entiers  et  devenant  fractiorinaires  par  Tinversion, 
comme 

;r-a  =  a(r-[3)'-ha,(j-pr'  +  ...; 

d'oii,  par  Tinversion,  Ton  deduit 

I  a 

y  —  ^  =^  a\x  —  olY -i-  a\{x  —  clY  -h 

Une  serie  de  deuxieme  espece  a  la  forme 

^  —  a  =  a  ( J  —  p )  +  a ,  (y  —  [3 ) » -h  .  .  . ; 

mais  elle  ne  pent  etre  isolee,  puisqu'a  une  valeur  de  x  ne  correspond 
qu'une  valeur  de  j,  et  reciproquement;  une  telle  serie  correspondant  a  un 
point  singulier  en  suppose  necessairement  une  autre  telle  que 

a;- a  =  a'(j  -  [3)  +  a;(r  -  (3)^  +  .  .  . . 
Une  serie  isolee  telle  que 

x  —  x,  =  aCr—j,)-ha, (7  — /,)'+.  .. 

n'appartient  qu'a  un  point  unique  du  plan  et  a  son  correspondant;  c'est 
la  serie  de  Taylor. 

Le  point  (^3,  oc)  correspondant  a  une  ou  plusieurs  series  de  premiere 
espece  est  dit  point  singulier  de  premiere  espece.  Le  point  ([3,  a)  cor- 


DEVELOPPEMENT    DES    FONCTIONS    IMPLICITES.  1 49 

respondant  a  plusieurs  series  a  exposants  entiers  est  dit  point  singulier 
de  deuxierae  espece.  Le  point  correspondant  a  une  serie  de  Taylor  n'est 
pas  un  point  singulier.  [Memoircs  de  VAcadcmIe  des  Sciences  de  Tou- 
louse^ p.  298,  1886.) 

2°  (^1,/,)  etant  une  solution  de  I'equation  /{y^  x):=o  non  con- 
fondue  avec  des  points  singuliers,  je  remplace  dans  cette  equation  x  par 
J?,  H-  (a:  —  "^i),  J  par/,  +  {y  —  /, )  el  I'equation  proposee  est  mise  sous 
la  forme 

(/  — J.)F(/  — /o^  — "^O^C-^  — ^i)H(j  — j,,^*^  — «»i)» 

les  fonctions  F  et  H  etant  entieres  et  rationnelles.  On  pent  la  mettre  sous 
diverses  formes  en  faisant  passer  certains  termes  du  premier  membre  dans 
le  second;  nous  supposerons,  pour  fixer  lesidees,  que  Ton  ait  fait  passer  du 
premier  membre  dans  le  second  tons  les  termes  qui  renferment  x  —  x^ 
a  une  certaine  puissance,  et  nous  ecrirons  ainsi,  apres  avoir  isole  par  la 
division  le  terme  qui  ne  contient  que  j^  —  j,  a  la  premiere  puissance, 

r  — ri  =  ('»— ^i)G(r  — jn^  — •^.)- 

C'est  cette  equation  qui  admet  la  solution  (a:,,  /,)  ne  coincidant  pas  avec 
un  point  singulier  que  nous  considerons.  La  fonction  G  est  alors  une 
fraction  rationnelle  dont  le  numerateur  est  un  polynome  qui  ne  devient 
nul  ni  pour  x  =  x^,  ni  pour  j  =  j^,  et  dont  le  denominateur  est  un 
polynome  en  y  qui  ne  devient  pas  nul  pour  j  =  j,.  Pour  mettre  cette 
decomposition  en  evidence,  on  pent  ecrire  a  la  place  de  I'equation  dont  il 

s'agit 

/(j,a:).-.Y-(^-.rJV  =  o, 

ou  mieux,  en  posant 

^(j.'^)  =  -j-_— [r-r.  —  {jn  —  x,)G]  =  o, 

le  polynome  Y  etant  divisible  par  j  — /, . 
3°  Soit  I'equation 
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ou  autrement,  en  prenant  les  modules, 

mod(*  —  t,)  =  T  =  modH(j?). 

Quand  <  =  ^,,  on  a  snr  le  plan  X  un  certain  nombre  de  points  x^  cor- 
respondants,  qui  sont  les  racines  de  Tequation  H(a7)  =  o;  t  decrivant  a 
partir  du  point  t^  et  autour  de  ce  point  des  circonferences  qui  vont  en 
augmentant  ou  en  diminuant,  la  variable  x  decrit  autour  des  points  x\, 
des  contours  M,  qui  vont  en  augmentant  ou  diminuant  avec  T;  ces  con- 
tours se  rencontrent  ainsi;  ces  points  de  rencontre  sont  le3  points  singu- 
liers  de  I'equation  t  —  /,  =  H(a:),  et  ce  sont,  dans  le  cas  actuel,  tons  des 
points  singuliers  de  premiere  espece.  De  meme  que  t  est  le  centre  du 
cerde  dont  le  rayon  est  T,  nous  dironsque  x^  est  le  centre  d'un  contour  M 
trace  autour  d'un  point  x^.  (On  trouvera  les  demonstrations  et  les  expli- 
cations necessaires  dans  les  Memoires  de  V Academie  des  Sciences  de 
Toulouse,  qui  paraitront  a  la  fin  de  I'annee  1887.) 

4**  La  consideration  de  ces  contours  donne  naissance  a  la  serie  de  Bur- 
mann,  que  nous  presentons  sous  trois  formes  difFerentes. 

Le  centre  de  contour  M  etant  designe  parx,  et  G  {x)  etant  une  fonction 
holomorphe  dans  Tinterieur  du  contour  M 

"*■     1.2     dz'^    H»(z)        dz     ^V^^"+"-  •  •» 

avec  la  precaution  de  faire  dans  le  second  membre  z  =  r,. 

En  rempla^ant  dans  cette  serie  H(j7)  par  [x  —  r^)  H(a:),  ce  qui  fait  que 
la  convergence  s'etablit  par  T equation 

mod(^  — x)H(a;)  =  T, 

et  que  la  serie  est  convergente  en  vertu  de  la  relation 

^(x-^)H(x) 
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on  a 


G(.)=:G(z)+^— V"^"^^-H. 


dz 


■^  112  dz'^  IP{Z)  +'••' 

en  faisant  toujours  dans  le  second  membre  z=^%. 
En  troisieme  lieu 

n(r\  —a(r\     I     (^  — ^)H(x)       1       <X;(r,) 

qui  rappelle  par  sa  forme  la  serie  de  Lagrange. 

Si  Ton  suppose  le  contour  M  determine  par  Tequation 

mod  (a:  —  ri)==T, 

le  contour  est  un  cercle  de  rayon  T  dont  le  centre  est  au  point  x,  et  la 
serie  est  celle  de  Taylor  qui  est  ainsi  un  cas  particulier  de  celle  de  Bur- 
mann,  non  pas  seulement  au  point  de  vue  de  sa  forme,  mais  encore  au 
point  de  vue  de  sa  convergence. 

Les  demonstrations,  que  je  ne  donne  pas  pour  abreger,  appartiennent 
pour  la  plus  grande  partie  aPuiseux  (Journal  de  Mathematiques,  t.  XV). 
Mais,  faisant  usage  d*autres  notations,  il  ne  parait  pas  avoir  reconnu  que 
la  forme  unique  qu'il  a  construite  etait  la  serie  de  Burmann. 

5"*  Un  cas  plus  general  que  le  precedent  est  Tequation  de  contours 
correspondant  a  T  equation 

y  —  y^  =  {x  —  X,)G. 

II  est  insere,  en  meme  temps  que  I'autre  cas,  dans  les  Memoires  de  V  Aca- 
demie  des  Sciences  de  Toulouse,  annee  1887. 

On  considere  alors  les  deux  plans  X  et  Y  dont  il  a  deja  ete  question. 
Sur  le  plan  X  on  decrit,  autour  du  point  a:,  un  contour  que  je  designerai 
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par  A,  et  dont  Tequation  est 

A  ce  contour  correspond ,  en  vertu  de  Tequation  donnee,  sur  le  plan  Y, 
un  autre  contour  B  trace  autour  du  point  }\y  dont  I'equation  est 

Les  integrales  sont  de  forme  abelienne,  et  il  faut  supposer  dans  la  pre- 
miere equation  la  variable  j  remplacee  par  son  expression  en  x  deduite 
de  Vequation  donnee,  et  dans  la  seconde  equation  la  variable  x  remplacee 
par  son  expression  en  /,  deduite  de  la  meme  equation.  D'ailleurs,  leurs 
limites  inferieures,  par  rapport  a  x  on  j,  sont  prises  a  partir  de  zero. 

La  constante  Cintrodnite  dans  Tequation  du  contour  A  est  ce  que  de- 
vient  la  fonction  G  quand  on  y  fait  a  la  fois  x  =  x^y  y  =  j\. 

La  constante  reelle  et  positive  T  est  ce  que  devient  le  premier  membre 
de  I'equation  du  contour  A  quand  on  y  fait^=  a,  ou  bien  encore  le 
premier  membre  du  contour  B  quand  on  y  fait  ar  =  [3;  (a,  p)  etant  le 
premier  des  points  singuliers  de  premiere  espece  quand  on  y  fait  croitre  T 
a  partir  de  zero. 

Les proprietes  essentielles  de  ces  deux  contours,  qui,  on  se  le  rappelle, 
sont  en  correspondance  en  vertu  de  Tequation  donnee,  sont  :  d'abord 
que  les  variables  y  restent  comprises  ou  autrement  que  les  contours  ne 
depassent  pas  de  points  singuliers  de  premiere  espece;  en  second  lieu, 
que,  comme  dans  le  premier,  ils  s'agrandissent  en  meme  temps  autour  des 
points  j;,  et  j,  jusqu*a  Tobstacle  que  nous  venous  de  dire;  en  troisieme 
lieu  que,  dans  ces  limites,  Tequation  donnee  pent  se  mettre  sous  la  forme 

enfin  que  la  fonction  G,  au  moyen  des  fonctions  de  forme  abelienne  que 
nous  avons  indiquees,  donne  Tidentite 
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6.  Je  rappelle  encore  le  theoreme  suivant  {voir  le  Memoire  deja  cite 
insere  dans  les  Memoires  de  V  Academie  des  Sciences  de  Toulouse,  de 
I'annee  1886). 

Etant  donnee  une  equation  y*(j,  x)  =  o,  considerons-en  une  solution 
{•^o  Ji)  distincte  des  points  singuliers.  Si  la  variable  j  trace  sur  un  plan  Y 
un  contour  B  qui  va  en  s'agrandissant  autour  du  point  j,,  la  variable  x 
trace  de  meme  sur  une  certaine  surface  A  un  contour  unique  qui  va  en 
s'agrandissant  autour  du  point  correspondant  a:,,  abstraction  faite  des 
points  a  de  deuxieme  espece,  jusqu'a  ce  que  les  deux  contours  passent 
par  un  point  singulier  ([3,  a)  de  premiere  espece.  Le  contour  sur  le 
plan  X  (jui  passe  par  le  point  a  de  premiere  espece  forme  la  base  de  cette 
surface  et  indique  en  meme  temps  la  limite  du  theoreme.  A  toute  valeur 
de  y  situee  dans  le  contour  B  ne  correspond  qu'une  valeur  de  x  situee 
sur  la  surface  A.  Le  nombre  des  surfaces  est  egal  au  degre  de  Tequation 
par  rapport  a  x. 

La  recfproque  consiste  en  ceci,  que,  pour  les  n  surfaces  A  relatives  a 
un  contour  B,  a  chaque  valeur  de  x  prise  sur  Tune  des  surfaces  ne  cor- 
respond qu'une  valeur  de  y  dans  le  contour  B,  celui-ci  etant  arrete  au 
point  de  premiere  espece  qui  arrete  le  contour  formant  la  base  de  la  sur- 
face. (Memoire  deja  cite,  p.  34^  et  SSg.) 

7.  J'ajoute  la  definition  suivante  : 

11  faut  entendre  qu'une  serie  a  simple  entree  est  une  serie 

dont  le  terme  general  ne  correspond  qu'a  un  seul  indice  /i,  et  qu'une  serie 
a  double  entree  est  une  serie  comme 

dont  le  terme  general  correspond  a  deux  indices  m  et  n.  11  est  d'ailleurs 
necessaire,  pour  que  cette  distinction  existe,  que  les  indices  croissent  a 
rinfini. 

Ces  preliminaires  poses  et  abreges  autant  qu'il  a  ete  possible,  je  passe  a 
Tobjet  essentiel  du  Memoire. 
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II.  —  Solution  par  la  serie  de  Lagrange. 
1.   Nous  allons  demontrer  la  formiile 


''^)=^\/'p'"  ""'—^ 


pour  laquelle  I'integration  se  fait  suivant  un  contour  B  trace  arbitrairement 
siir  le  plan  Y,  pourvu  qu'il  ne  depasse  pas  un  point  singulier  de  premiere 
espece,  et  les  valeurs  de  x  sont  sur  Tune  des  n  surfaces  deduites  du  con- 
tour B  et  que  nous  appellerons  encore  le  contour  A.  Quant  a  la  fonction 
?(/>  ^)^  ^^s  valeurs  de  x  etant  aussi  comprises  dans  le  contour  A,  elle 
exprime  non  seulement  une  racine  y  de  requationy(j,  a?)  =  o  contenue 
dans  le  contour B,  mais  encore  une  fonction  tres  generale  de  cette  racine. 
Caucby  a  fait  un  grand  usage  de  cette  integral e  definie,  mais  dans  le  cas 
seulement  oil  elle  ne  contient  qu'une  variable. 

Si  dans  le  contour  B  on  considere  une  valeur  particuliere  y  de  7,  11 
n'y  a  dans  le  contour  A  qu'une  valeur  a/  Ae  x  correspondante,  et  reci- 
proquement,  si  dans  le  contour  A  on  considere  une  valeur  particuliere  a?' 
de  Xy  il  n'y  a  dans  le  contour  B  qu'une  valeur  y  de  j  correspondante. 
On  a  identiquement,  puisquey'(y,  a/)  =  o  par  hypothese 

/(j,ar')=/(j,a/)-/{y,cc'). 

Le  second  membre  est  evidemment  divisible  par  /  —  y,  et  Ton  pent  en 
consequence  poser 

H  etant  une  fonction  entiere  de  /,  f  ^  od  qui  ne  devient  pas  nuUe  pour 
J  =  y.  Mais  il  faut  remarquer  que  si  (y,  x^  est  une  seconde  solution  de 
Tequation  y(j,  a?)  =  o,  on  ne  pent  de  meme  poser 

/(J,^)  =  (7-/)H(J,/,^), 
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attendu  que  y  est  hors  du  contour  B,  circonstance  qui  est  ecartee  par  les 
explications  du  Memoire  cite,  et  quin'aurait  plus  lieu,  si  Ton  n'avait  eu  le 
soin  de  definir  les  points  singuliers  de  premiere  espece,  de  telle  sorte  que 
la  reciprocite  du  theoreme  existe  (n®  6  du  paragraphe  precedent,  et 
page  34o  du  Memoire  cite.) 

En  differentiant  par  rapport  a  j,  il  vient 

|  =  (r-/)f  +  Hi 

la  division  des  deux  equations  donne  ensuite 


Integrant  apres  avoir  multiplie  par  ^(^r,  ^')  dy^  il  vient  tQujours  iden- 
tiquement  tant  que  Tintegrale  reste  indefinie,  et  exclusion  faite  des  valeurs 
de  X  qui  sont  sur  d'autres  surfaces  que  la  surface  A  et  des  valeurs  de  f 
qui  sont  hors  du  contour  B, 


irw' 


/-^^^^.^f^^.^j,^^. 


Si  Ton  prend  maintenant  les  integrales  suivant  le  contour  B,  on  doit 
remarquer  que  toutes  les  quantites  sous  le  signe  /  sont  uniformes,  puisque 
les  valeurs  de  jr  sont  comprises  dans  le  contour  B ;  alors  la  premiere  inte- 
grale  du  second  membre  est  nulle  puisque  H  ne  devient  pas  nul;  dans  la 
seconde  integrale  du  second  membre,  la  differentielle  ne  devient  infinie 
que  pour  J  =  y,  et  cette  integrale  est,  par  suite,  egale  a  (p(/,  a/).  D'oii 
resulte  que  I'equation  precedente  se  reduit  a 

C'est  la  formule  dont  il  s'agit  quand  on  supprime  les  accents,  ce  change- 
nient  de  notation  ne  pouvant  plus  donner  lieu  a  Tambiguite. 

D'apres  le  theoreme  n""  6  du  paragraphe  I,  elle  subsiste  jusqu'a  ce  que 


l56  DAVID. 

le  contour  B  et  le  contour  A  correspondants  passant  respectivement  par 
des  points  (P,  a)  pour  lesquels  on  a  une  serie  de  premiere  espece. 

Plus  generalement,  a  la  valeur  y^  de  y  prise  pour  point  de  depart  du 
contour  B,  correspondent  n  valeurs  de  x^  chacune  d'elles  etant  sur  I'une 
des  surfaces  A  et  formant  pour  ainsi  dire  leur^  depart.  !Nous  avons  ainsi 
n  formules  comme  la  precedente;  elles  cessent  de  subsister,  lorsque  les 
contours  A,  au  fur  et  ^  mesure  de  Tagrandissement  du  contour  B, 
atteignent  les  bases  des  surfaces  A  pour  lesquelles  on  a  des  series  de  pre- 
miere espece. 

D'ailleursle  contour  B,  sauf  ces  limites,  est  arbitraire;  et  il  n'y  a  pas 
d'autre  determination  que  la  suivante  :  c'est  qu'aux  limites  le  contour  B 
et  les  bases  correspondantes  des  surfaces  passent  par  des  points  (^,  a) 
qui  appartiennent  a  de  telles  series,  c'est-a-dire  par  des  points  singuliers 
de  premiere  espece. 

2.  De  cette  serie  nous  allons  tirer  la  serie  de  Lagrange,  en  tant  qu'eile 
developpe  une  racine  j  de  requationy(j,  a:)  =  o,  ou  une  fonction  de 
cette  racine,  au  moyen  d'une  valeur  de  x  exclusivement  situee  sur  une 
surface  A. 

Soit  x=^x^^y  =  y^  une  solution  de  cette  equation,  ces  points  x^  et  j, 
etant,  suivant  Texpression  que  nous  avons  deja  employee,  les  departs  du 
contour  B  et  de  la  surface  A.  En  rempla^ant  x  par  x^-^^x  —  x^)  eX  y 
par  7,  H-  (r  —  Ji)i  I'equation  devient,  ainsi  qu'on  I'a  dit  (n""  2,  §  I), 

/(^'^)  =  737;[r-ji  — (■^  — ^i)G]  =  o, 

et  en  substituant  dans  notre  formule 


Y       -  "^ 


y-  y^ 


[j  — r<  — (•^  — a:.)G] 


l-;j-(x-X,)G 
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Le  premier  terme  de  ia  quantite  sous  ie  signe  /  ne  devient  pas  infini  dans 
le  contour  B  suivant  lequel  se  fait  I'integration,  puisque  Y  est  un  poly- 
nome  de  y  qui  comprend  le  facteur  j^  —  j,,  et  Tintegrale  s'eerit  ainsi 

A(^.x)[-^(x-.,)g] 

Or  on  a  (n®  3,  §  I)  les  equations 

T  =  modC(j:  — jcje-^^  ^^^ 
pour  le  contour  A, 

T±=mod(j  — .rje  J  ""^y  ^ 

pour  le  contour  B,  ces  deux  contours  etant  correspondants  en  vertu  de 
Fequation 

r— ri==(^  — ^.)G, 

qui  n'est  qu'une  transformation  de  Tequation  proposee.  Si  Ton  suppose 
que  X  est  un  point  de  Tinterieur  du  contour  A ,  et  j  un  point  du  contour  B, 
on  a 

moAC[x~x,)eJ  ^^^  ""<  mod(j  — j,)e  ^  "^  "^^  ^, 
ce  qui,  a  cause  de  I'identite  mentionnee  au  meme  article,  donne 


mod  — — ^^-L  <  I . 


{x  —  x,)G 
L'integrale  se  developpe  done  en  serie,  et  Ton  a 


yX)  =  :  / 

aui     J  [y  —  Y^Y 
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Les  quantites  sous  le  signe  /  ne  deviennent  infinies  que  pour  y  =■  y\  et 
Ton  peut  maintenant  prendre  les  integrates  autour  du  point  y^  suivant 
des  contours  aussi  petits  que  Ton  voudra.  On  sait  d'ailieurs  que  de  telles 
expressions  se  reduisent  a  des  derivees  d'ordre  marque  par  le  degre  du 
denominateur  et  Ton  peut  ecrire,  a  la  place  de  la  formule  qui  precede, 

(p  ( J,  a:)  =  <p  (j,  a;)  [  1  —  ^i^^^] 

en  ayant  soin  de  faire  j  =  J,  dans  le  second  membre  apres  les  differentia- 
tions. 

A  la  place  de  cette  serie  ecrivons 

r  — X|      dG [x  —  XxY  ^     C  — 

I        ^  dy  1  dy^dy 

puis  a  la  place  de  la  premiere  ligne 

i\*^^     J    '  I        dy  I. a        dy  dy  1.2. 3      dy^  dy 

^        I       ^dy^  t  dy^^dy^        i.a        dy^^^    f>y 

On  voit  que  la  seconde  ligne  disparait ;  il  reste 

"^        1.2       dy  dy       ~^       i.a.3      dy^  dy^^^ "  "> 

et  Ton  reconnait  la  serie  de  Lagrange  sous  sa  forme  consacree  par 
r usage. 
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En  remplaqant  G  par  son  expression  du  §  I,  on  pent  ecrire  encore, 
pour  ne  mettre  en  evidence  que  des  polynomes  entiers 


^iy,.)  =  ,(y,.)  +  tz:^^ir=f)l 


dy 

1.2        dy  dy  y2 

1.2.3      dy^  dy  Y' 


r3 


La  fonction  G,  par  sa  definition  menie^  contient  le  plus  souvent  j^. 
Dans  le  cas  oil  il  n'en  est  pas  ainsi,  on  peut  faire  j  =  j,  apres  les  diffe- 
rentiations, et  c'est  ainsi  qu'est  presentee  ordinairement  la  serie  de 
Lagrange.  En  restant  dans  le  cas  general,  ce  n'est  qu'apres  les  differentia- 
tions que  cette  operation  doit  etre  faite.  C'est  par  ce  detail  seulement 
que  la  serie  de  Lagrange  differe  de  celle  que  nous  presentons. 

Ainsi  qu'ila  ete  deja  dit,  au  point  j,  correspondent  n  valeurs  deo:,  et 
il  y  a  autant  de  series  semblables  qu'il  y  a  de  surfaces  A  correspondantes. 
Ces  series  ne^sont  pas  les  memes;  car,  si  Ton  indique  par  x^,  x^y  x^^  ... 
les  n  valeurs  de  x  correspondant  a  la  valeur  jr^ ,  pour  obtenir  la  fonction 
G,  ilfaut  remplacerdansy(j,  a:),  a?para?^+  {x  —  a;,),  par a^jH-  {x  —  x^)y 
par  x^-h  {x  —  a:,),  ....  Chacune  de  ces  fonctions  G  correspond  alors  a 
une  des  surfaces,  et  les  limites  de  chacune  des  series  (n®  6,  §  I)  sont  don- 
nees  par  les  bases  des  surfaces,  lesquelles  sont  determinees  a  priori  par 
des  contours  passant  par  les  points  singuliers  de  premiere  espece.  II 
resulte  de  la  que  les  n  bases  des  surfaces,  c'est-a-dire  les  contours  traces 
directement  sur  le  plan  X,  sufBsent,  malgre  leurs  rencontres,  pour  obtenir 
les  limites  de  convergence  des  series.  En  un  mot,  la  consideration  des 
surfaces  n'a  ete  qu'un  moyen  de  demonstration,  et  Ton  peut  dire  main- 
tenant  que  les  series  que  nous  venons  d' obtenir  sont  completement 
separees  les  unes  des  autres,  et  que  chacune  d'elles  est  une  fonction  holo- 
morphe  ou  semi-holomorphe  de  a:  dans  chaque  contour  A  correspondant, 
abstraction  faite  des  coupures  qu'ont  pu  y  tracer  les  autres  contours. 

Remarque  1.  —  Dans  le  cas  ordinaire  et  tres  particulier  de  Tequation 
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consideree  par  Lagrange,  G  est  independant  de  a:,  et  le  contour  de 
convergence  est  determine  par  1' equation 

mod  (a?  —  07  J  =  T ; 

c'est  un  cercle  limite  par  les  valeurs  de  x  qui  font  acquerir  a  Tequation 

J  —  7,  —  ( J?  —  0?  J  G  =  o 

des  racines  egales^  ainsi  que  Gauchy  Ta  demontre  le  premier.  Mais  les 
points  singuliers  sont  tous  de  premiere  espece,  attendu  que  I'equation 
est  du  premier  degre  par  rapport  a  x. 

Remarque  II.  —  II  est  bon  d'ajouter  cette  observation;  c'est  que  Tin- 
tegrale  definie  est  a  un  certain  point  de  vue  une  solution  preferable  a  la 
solution  par  la  serie  de  Lagrange ;  car,  dans  cette  integrale  detinie,  Tun  des 
contours  A  et  Bestarbitraire,  et  elle  pent  par  suite  etre  plus  utile  analyti- 
quement  que  la  serie  dans  laquelle  les  deux  contours  sont  determines. 
Mais,  au  point  de  vue  du  calcul  numerique,  la  serie  seule  donne  des 
res  ul  tats. 

5.  Reciproquement,  pour  toute  valeur  de  x  hors  du  contour  A  limiti 
par  le  premier  point  singulier  de  premiere  espece,  la  serie  de  Lagrange 
n'existe  pas. 

La  propriete  caracteristique  de  cette  serie  est  en  eflfet  donnee  par  la  re- 
lation 

Or,  le  point  x  etant,  par  hypothese,  hors  du  contour  A,  le  point  y  corres- 
pondant  du  point  x  est  hors  du  contour  B,  puisque  cette  correspondance 
s'etablit  toujours  par  Tequation 

r— ri  =  0^-^i)G; 

el  par  consequent  les  deux  points  sont  tous  deux  hors  des  contours  A 
etB,  etTon  a  entre  eux,  la  relation 


mod 


(x  — xJG 

y—y^ 


D^VELOPPEMENT    DES    FONCTIONS    IMPLICITES.  l6l 

Mais  si,  x  restant  constant,  on  suppose  y  variable,  cette  equation  re- 
presente  un  contour  G  qui  est  tel  que,  pour  tout  point  compris  dans  son 
interieur,  on  a 

ino<J<"--'>^>., 
y—Jr^ 

puisque  le  module  va  en  augmentant  a  mesure  que  j*  se  rapproche  du 
point  J,. 

Le  point  x  etant  hors  du  contour  B  et  le  contour   C  entourant  le 


point  7,,  le  contour  G  coupe  necessaireinent  le  contour  B.  Sur  la  partie 
du  contour  B  comprise  dans  le  contour  G,  on  a  done  la  relation 

1  (or  — x,)G  ^ 
mod  ^^ -^—  >  I , 

r  — J* 

et  Tintegrale  definie  dont  nous  nous  sommes  servis  ne  donne  plus  la  serie 
de  Lagrange. 

Le  contour  A  que  nous  avons  determine  partage  done  le  plan  en  deux 
regions,  la  premiere  dans  laquelle  la  serie  de  Lagrange  est  convergente, 
la  seconde  dans  laquelle  cette  serie  est  divergente,  et  ce  contour  doit  bien 
seul  etre  appele  contour  de  convergence;  car  tout  contour  ne  remplissant 
pas  cette  condition,  et  compris  dans  le  grand  contour,  ne  renferme  que 
des  points  pour  lesquels  la  convergence  a  lieu,  et  est  une  limite  relative 
qui  en  suppose  wne  plus  grande.  Au  fond,  la  question  de  convergence 
n'est  completement  resolue  que  lorsque  le  contour  partage,  comme  ici, 
leplan  en  deux  regions,  Tune  de  convergence,  Tautre  de  divergence. 
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Ill,  —  Des  series  autres  que  celles  de  Lagrange 

QUI    EXPRIMENT    la    RACINE    d'uNE    EQUATION. 

1.  En  remplacant  laserie  de  Lagrange  qui  est  unefonction  holomorplie 

de  X  {voir  fin  du  n*"  2,  §  II)  par  un  quelconque  de  ses  developpements 

en  a:,  developpements  qui  sont  donnes  par  la  serie  de  Burmann  (n®  4,  §  I), 

on  a,  pour  representer  Tune  des  fonctions  cp(j,a;),  des  series  a  double 

entree. 

Soit 

mod(a:  —  Ti)H(a;)  =  T, 

Tequation  du  contour  que  nous  appelons  M  ou,  pour  abreger,  en  faisant 
coincider  le  point  t)  avec  le  point  x^ , 

moA{x  —  a:JH(:r)  =  T. 

La  serie  a  double  entree  est  engendree  par  I'integrale  definie  double 

\Itj)  J  J        y—y^  —  {z  —  z,)G       {z  —  z,)\i[z—[x^x,  )H(x)^^   •'' 

2,  etant  ainsi  mis  a  la  place  de  x^^  tout  simplement  afin  de  regulariser  la 
notation.  Quant  aux  integrations  elles  sont  prises  par  rapport  a  y  sur  le 
contour  B  et  par  rapport  a  z  sur  le  contour  M.  II  faut  examiner  dans  quel 
cas  cette  double  integration  est  possible. 

Integrons  d'abord  par  rapport  a  z.  L'integrale 


^r.ij  y—y^  —  i^z  —  Z^)G 


d{z  —  z,)n 

dz 


[z^z,)[\{z)^{x^^,)R{x) 

se  reduit,  d*apres  la  serie  de  Burmann,  a 

,        A        d{x  —  x,)G^ 

y(r>^)['-       dy      \ 

y—y\  —  {x  —  x^)G     '     . 
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Si  le  point  z  qui  appartient  an  contour  M  est  en  dehors  du  contour  A,  il 
y  a  des  points  de  ^  a  Texterieur  de  celui-ci.  Dans  ce  cas  la  serie  de  Lagrange 
n'existe  pas. 

EfTectuant  maintenant  la  premiere  integration  par  rapport  a  j,  cette 
integrale 


I 


7t/V  J  — Xi  — (2  — -Si)Ci 


ne  conduit  pas  non  plus  a  la  serie  de  Lagrange  quand  il  y  a  un  point  z 
liors  du  contour  A. 

La  serie  a  double  entree  ne  peut  done  etre  convergente  que  lorsque  le 
contour  M  est  compris  dans  le  contour  A. 

Supposons  cette  condition  remplie. 

L'integrale,  en  se  servant  des  relations 

mod^ -^—  <  I 

^'  — J. 

K2,  §II)et 

(n°  4,  §1),  se  developpeen  une serie  a  double  entree dont  le  terme general 
est 

{z  ^z.yCj"  d{z  —  z,)\\     {x  —  x,Y'\V''ix)       ,     ,  ^ 

Soient  G  le  maximum  du  module  de 

^{z  —  z,)VJ^^{^  —  z,)\\ 


.  A  d(z  —  2|)G1- 


dz 

if  le  maximum  du  module  de      ,  _  ^\     qui  est  plus  petit   que  i ,  u   le 

maximum  du  module  de  /    _^  'uir-(  ^^"^  ^^^  ^^^^'  ^^^^^  P^^'^  ^"^  * '   '^ 
module  du  terme  general  qui  precede  est  plus  petit  que  le  module  de  Tin- 
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tegrale 

\iizi)  J  jK— jKi  J    [z  —  z,)W{z) 

Or  on  a,  quel  que  soit  le  contour  suivant  lequel  on  prend  les  integrations, 

^'^^U   y  —  J^i  '  2TZiJ  {z—Zi)li{z)         il{Zi)' 

le  module  du  terme  general  est  done  plus  pelit  que 


acv^u'^y 


en  designant  par  a  le  module  de  07 — y 

En  donnant k  m  et  a  n]es valeurs comprises  dans  la  suite  o,i,2,3,..., 
on  forme  le  tableau  suivant  : 


acj 

acif^ 

aci^^j 

•  .  . , 

aciij 

acvuy 

acv^u, 

...  9 

acu^j 

acvu^y 

acif^u^y 

.  •  • , 

toutes  les  lignes  formant  des  series  convergentes  et  egales  respeclive- 
ment  a 


ac 9      ac y     ac- 

I V  I  V* 


de  plus,  la  somme  de  ces  series  convergentes  est  egale  a 


ac 


(i-^Ki-u) 


II  en  resulte  que  le  tableau  est  absolument convergent  (ThSorie  desfonc- 
tions  elliptiques  de  MM.  Briot  et  Bouquet,  p.  108).  Le  tableau  qu'on 
formerait  avec  les  modules  des  differents  termes  est  a  fortiori  absolument 
convergent.  Par  suite,  ces  termes  eux-memes  forment  une  serie  a  double 
entree  qui  est  absolument  convergente. 

La  condition  necessaire  et  suffisante  pour  qu'il  en  soit  ainsi,  c'est  done 
que  le  contour  M  soit  compris  dans  le  contour  A.  Si  la  fonction  H(z.)  est 
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telle  que  le  contour  M  coupe  le  contour  A,  il  est  clair  que  la  convergence 
est  limitee  aux  points  du  contour  M  qui  sont  compris  dans  le  contour  A. 

Si  Ton  prend  pour  le  contour  M  un  cercle  decrit  autour  du  point  x^ 
comme  centre,  la  serie  a  double  entree  est  ordonnee  par  rapport  aux  puis- 
sances entieres  et  croissantes  de  a;  —  x^. 

Onsait  qu'une  telle  serie  est  developpable  dans  le  cercle,  tant  que  la 
serie  reste  holoniorphe,  c'est-a-dire  dans  le  cas  actuel  tant  que  le  cercle 
est  compris  dans  le  contour  A.  On  sait  de  plus  qu'iin  tel  developpement 
n*est  possible  que  d'une  maniere.  Nous  verrons  tout  a  I'heure  que  reci- 
proquement  cette  serie  a  double  entree  ramene  a  la  serie  de  Lagrange. 
D'oii  il  resulte  que  celle-ci  est  la  seule  serie  a  simple  entree  qui  exprime 
la  fonction  9(/,  ^)- 

Nous  enoncons  en  consequence  le  theoreme  suivant,  qui  est  presque 
tout  le  Memoire. 

Theoreme.  —  La  serie  de  Lagrange  est  la  seule  serie  a  simple  entree 
qui  developpe  une  fonction  d'une  racine  de  V equation  propos6e. 
Le  contour  determine  par  V equation 

modC(a;  — ^Je^  ^'^^     =T, 

contour  qui  passe  par  le  premier  point  singulier  a  de  premiere  espece, 
partnge  le  plan  en  deux  regions ^  la  premiere  dans  laquelle  la  sSrie  est 
convergentCj  la  seconde  dans  laquelle  elle  est  diver gente. 

Toutes  les  autres  scries  que  Von  peut  obtenir  pour  la  solution  de  ce 
probleme  sont  des  series  a  double  entree,  dont  le  contour  de  convergence 
est  compris  dans  le  contour  de  convergence  de  la  serie  de  Lagrange. 

T  est  la  valeur  particuliere  que  prend  le  premier  membre  de  Tequation 
ci-dessus  quand  on  y  fait  j?  =  a. 

Une  observation  essentielle  a  faire  ici,  c'est  que  la  condition  de  conver- 
gence determine  la  serie,  et  que  la  serie  change  avec  cette  convergence; 
vouloir,  suivant  la  vieille  habitude,  determiner  la  convergence  pour  une 
serie  donnee  apriori^  c'est,  a  peu  pres,  prendre  la  question  a  Tenvers  :  les 
deux  questions  sont  inseparables  analytiquement. 
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Quant  a  la  serie  qui  resulte  de  la,  en  posant 

(-  —  2.) G(7  —  x,,z  —  z,)  =  K ( J,  z) , 
nous  Tecrivons  comme  il  suit 


(a.-..J''H"(^)2r ""^ ^^^(y^An^ 


I"/  v\  V 

et  il  faut  faire  dans  le  S  du  second  membre 

y=^y\^      ,z  =  z,  =  x,. 

Quand  le  contour  M  est  un  cercle,  il  faut  poser  H  =  i ,  et  la  serie  de- 
vient 

en  faisant  dans  le  second  membre  y  =  y^^  x  =  x^.  Le  cercle  de  conver- 
gence de  cetle  serie  est  le  plus  grand  cercle  decrit  du  centre  x^  et  compris 
dans  le  contour  A. 

2.  Comme  application,  considerons  la  solution  generale,  ou  a  peu 
.  pres  generale  qui  a  ete  donnee  dans  ces  derniers  temps  {Journal  de  Ma- 
thematiqueSy  annee  i88i),  et  qui  est,  a  ma  connaissance,  la  seule  publica- 
tion oil  la  solution  generale  a  ete  abordee.  Nous  en  profiterons  ensuite 
pour  demontrer  la  proposition  sur  laquelle  nous  nous  sommes  appuyes 
dansle  paragraphe  precedent,  asavoirque  la  serie  de  Lagrange  est  la  seule 
serie  a  simple  entree  qui  resolve  la  question. 

AL  Gomez-Teixeira  (Portugal)  a  prisTequation  sous  la  forme 

j  =  ^  -l-a^ar  +  a^x^  -^^  a^x^  -+- .  .  . , 

^4  ?  ^2  J  ^3?  •  •  •  ^t^^t  des  fonctions  de  y  qui  ne  contiennent  pas  ^,  x  etant 
egal  a  zero,  et  la  fonction  cp  ne  contenant  pas  x^  et  il  a  donne  pour  solu- 
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tion  une  sei  ie  qui  precede  suivant  les  puissances  entieres  et  croissantes 
de  la  variable  et  qui  est  a  double  entree,  mais  il  s'est  dispense  de  deter- 
miner le  rayon  du  cercle  de  convergence  qui,  ainsi  qu'on  Ta  vu  ci-dessus, 
ne  correspond  plus  necessairement,  coniine  dans  le  cas  considere  par 
Cauchy,  au  premier  point  pour  lequel  Tequation  prend  des  racines 
egales. 

Notre  formule  devient 

On  voilque,  conformement  a  une  observation  du  n°2,  §  II,  on  a  pu  rem- 
placer  souvent  les  differentiations  j  par  t.  Le  second  membre  de  I'equa- 
tion  pent  etre  une  serie,  bien  que  le  texte  de  M.  Gomez  Teixeira  suppose 
un  polynome  de  degre  quelconque. 

On  a,  par  la  notation  d'Arbogast  [voir  Journal  de  Mathcmatiques, 
p.  63,  formule  (3),  annee  1882,  lesquelques  explications  que  j'ai  donnees 
a  ce  sujet], 

F  =  xPa'^  -f-  x'^'  Da^  -f-  a''"'  D'a^  +  . . . , 

et  Ton  en  deduit,en  faisant  ^  =  0, 


1.2.3. . .n        dx" 

La  serie  dont  il  s'agit  se  presente  ainsi  sous  la  forme 


} 

la  quantite 


nP 


[  .2.  .  ./> 


dans  laquelle  les  a  sont  maiiitenant  des  fonctions  de  ^,  se  calculant  tres  ra- 

pidement  par  la  regie  d'Arbogast.  C'est  pour^cela  que  je  prefere  cette 

forme  a  celle  de  M.  Gomez  Teixeira  qui  s'en  deduit  d'ailleurs  facilement. 

En  effet,  de  la  formule  de  la  page  64  du  Memoire  qui  vient  d'etre  cite,  il 
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resulte,  en  differentiant  et  faisant  ensuile  a:  =  o, 


D"?(«.)=2 


nP* 


(?a^«+^pt-^  •       1 . 2 . .  .p^  1 . 2 . .  ./;j  '  '  ' ' 


le  signe  S  s'etendant  a  toutes  les  valeurs  entieres  et  positives  de  p^^ 
/?3,  . .  .y  qui  satisfont  a  Tequation 

Rempla^ons-y  n  par  n  —  /;,  <^[a^)  par  «p  /^2  +  /^s"+~  ••  P^''  /^  — /^«? 
il  vient 


D«-^     ^?     ^y    <        <       < 

I. 2. 3*..^  .^^lid  1  'A.  .  ./?{     I.2...p2    1*2.  . 


/'a 


le  signe  I!  s'etendant  aux  nombres  entiers  et  positifs  qui  satisfont  aux  deux 
equations 

On  retrouve  done  immediatement  la  formule 


^^•^^        ^^  ^        ***  j^dtP-*  dt    i.2...pt   i.2.../;2  i.2.../?s 


qui  est  celle  de  M.  Gomez  Teixeira,  en  rectifiant  une  faute  de  calcul  qui 
lui  a  fait  ecrire 

■J     au  lieu  de  oc^. 


I  .  2.3.  •  •/) 


3.  Ainsi  I'on  passe  facilement  de  la  serie  de  Lagrange  etendue  au  cas 
general  a  celle  de  M.  Gomez  Teixeira.  Reciproquement,  on  peut  passer 
de  la  formule  de  M.  Gomez  Teixeira  a  celle  de  Lagrange. 

II  suffit  pour  cela  de  remonter  a  Tarticle precedent,  de  remarquer  ensuite 
qu'un  simple  calcul  permet  de  passer  de  la  formule  {b)  ci-dessus  a  la  for- 
mule (a)  et  que  celle-ci  n'est  pas  autre  que  la  formule 
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quand  on  y  developpe  le  second  membre  au  moyen  de  la  serie  de  Taylor. 
On  arrive  done  par  cette  voie  a  la  serie  de  Lagrange  sans  qu'on  puisse  etre 
conduit  a  une  serie  a  simple  entree. 

Voici  done  nne  noiivelle  demonstration  qui  etablit  que  la  solution  est 
donnee  dans  le  cas  general  par  la  serie  de  Lagrange,  puisque  la  methode 
de  M.  Gomez  Teixeira  ne  suppose  pas  la  connaissance  de  celle-ci.  Cette 
demonstration  incomplete  si  Ton  veut,  attendu  qu'il  n'en  resulte  qu'une 
region  de  convergence  diminuee,  est  suffisante  pour  Tobjet  que  nous 
nous  proposons. 

En  efFet,  nous  sommes  partis  d'une  serie  ayant  lieu  par  rapport  aux 
puissances  entieres  et  croissantes  de  la  variable,  et  un  tel  developpement 
n'est  possible,  comme  on  sait,  que  d'une  seule  maniere.  II  en  est  de  meme 
de  la  serie  de  Lagrange  qui  s'en  deduit,  et,  par  consequent,  celle-ci  est  la 
seule  serie  a  simple  entree  qui  puisse  representer  une  fonction  de  racine 
de  r equation  proposee.  G'est  ce  que  nous  avions  admis  pour  enoncer  le 
tlieoreme  de  ce  paragraphe. 


LVII^  Cahiet\  i>. 


SUR  LES 


ARCS  DES  COURBES  PLANES  ALGEBRIQUES 


Par  si.  G.   HUMBERT, 

Kepdtiteur  h  FEcolc  Polytechniquc. 


1.   L'arc  s  d'line  courbe  algebrique  plane  y(a%j)  =o  est  represeiile 

par  I'integrale  abelienne  /  -^  (Jx  ^i' /y'Y '•>  inais,  i\  cause  du   radical  qui 

figure  dans  celte  expression,  Tintegrale  n'est  generalement  pas  une  des  in- 
tegrates abeliennes  appartenant  a  la  courbe  /{x,  y)  =o;  de  sorte  que  la 
somme  des  arcs  interceptes  sur  cette  courbe  par  deux  courbes  arbitraires 
de  ineme  degre  ne  pent  s'exprimer  en  fonction  algebrique  et  loga- 
rithmique  des  parametres  qui  determinent  ces  courbes. 

Dans  le  cas  particulier  oil  fx-^/y  ^^^  ^g^^?  c"  chaque  point  de 
f{x^y)  =  o,  au  carre  d'une  fonction  rationnellc  de  x^  j,  Tare  est  expri- 
niable  par  une  integrate  abelienne  appartenant  a  la  courbe,  et  le  theo- 
reme  d'Abel  apprend  alors  a  former  la  somme  des  arcs  interceptes  par 
deux  courbes  algebriques  :  les  courbes  /[x^y)  =  o  qui  jouissent  de 
cette  propriete  sont  les  courbes  de  direction,  et  nous  avons  eu  occasion, 
dans  un  autre  Memoire,  de  les  etudier,  precisement  au  point  de  vue  de 
Tapplication  du  theoreme  d*Abel,  aux  integrales  dont  dependent  les  lon- 
gueurs de  leurs  arcs  (*)• 


{^)  Journal  de  M athematirj ties  pu res  et   appliquecs,   1887. 
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2.  Le  but  tlu  present  travail  est  de  faire  voir  que,  sur  une  courbe 
quelconque,  on  pent  toujours,  et  d'une  infinite  de  manieres,  determiner 
un  certain  nombre  d'arcs  dont  la  sonime  soit  reetifiable;  parmi  les  pro- 
positions de  cette  nature  auxquelles  nous  arriverons,  figure  en  particulier 
une  generalisation  du  theoreme  si  connu  de  Graves  et  Chasles  sur  les 
arcs  de  coniques. 

5.  Le  probleme  qui  consiste  a  determiner  sur  une  courbe  algebrique 
plane  un  certain  nombre  d'arcs  dont  la  somnie  algebrique  soit  reetifiable 
a  deja  recu  une  solution  bien  curieuse,  que  nous  rappellerons  en  quelques 
mots. 

Chasles  a  montre  que  le  centre  des  moyennes  distances  des  points  de 
contact  d'une  courbe  algebrique  avec  les  tangentes  qu'on  pent  lui  mener 
parallelement  a  une  direction  donnee  reste  fixe  lorsque  cette  direction 
varie,  et  c'est  de  ce  theoreme  que  Duhamel  a  deduit  la  proposition  que 
nous  avons  en  vue.  En  effet,  x  designant  Tabscisse  d'un  des  points  de 
contact  de  la  courbe  avec  une  des  tangentes  paralleles,  Sj?  est  indepen- 
dant  de  la  direction  donnee  :  si  done  on  modifie  infiniment  pen  cette 
direction,  on  aura  Sci?^=  o,  et  par  suite,  en  raison  de  Tegale  inclinaison 
des  tangentes  sur  Taxe  des  Xj  on  aura  aussi  ^ds  =  o^  s  designant  tou- 
jours Tare  de  la  courbe.  En  d'autres  termes  : 

Si  I' on  mene  a  une  courbe  algebrique  plane  loutes  ses  tangentes  paraU 
leles  a  une  direction  donnee,  et  si  Von  fait  ensuite  varier  cette  direction, 
la  somme  des  arcs  dccrits  sur  la  courbe  par  les  points  de  contact  est  a 
cJiaque  instant  cgale  a  zero. 

C^est  en  essayant  de  retrouver  cette  proposition  par  Tetude  directe  de 
rintegrale  abelienne  expnimant  la  longueur  de  Tare  que  nous  sommes 
parvenu  a  etablir  la  tlieorie  generate  dont  Texpose  suit. 

4.  Lescourbes  que  Laguerre  a  nommees  courbes  de  direction,  et  dont 
nous  avons  rappele  plus  haut  une  des  proprieles,  sont  celles  qui  sont 
representees,  en  coordonnees  tangentielles  etrectangulaires,  pnr  une  equa- 
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tion  de  la  forme' 

{u^  -h  u"")  <p*(^/[,  i^,  tv)  —  F^{u,  V,  w)  —  o, 

9  et  F  etant  deux  polynonies  homogenes  en  u^  v^  (v,  et  respectivement 
de  degres  {x  —  2  et  a. 

Cela  pose,  9  et  F  etant  doniies,  considerons  les  courbes  de  direction 
representees  par  Tequation 

oil  X  designe  un  parametre  variable.  Toutes  ces  courbes  appartiennent  a 
un  menie  faiscean  tangentiel ;  elles  ont,  en  particulier,  memes  foyers. 

Soit /*(X,  Y)  =  o  Tequation  en  coordonnees  rectangulaires  d'une 
courbe  quelconque,  de  degre  n  et  de  classe  v  :  menons  les  jxv  tangentes 
communes  a  cetle  courbe  et  a  Tune  des  courbes  du  faisceau  precedent, 
correspondant  a  la  valeur  \  du  parametre. 

Faisons  ensuite  varier  \  :  les  jxv  points  de  contact  des  tangentes  com- 
munes avec  la  courbe  y=  o  vont  decrire  sur  cette  courbe  ^av  arcs;  le 
iheoreme  fondamental  est  que  la  somme  des  longueurs  de  ces  arcs 
s'exprimc  a  chaque  instant  en  fonction  rationnelle  de  X  et  de  y/X. 

Introduisons  en  effet  des  coordonnees  homogenes,  en  posunt  X  =  -> 

Y  =  -^  et  soient,  sur  la  courbe y(jJ,  j,  ;z)  =  o,  a;,  7,  z  les  coordonnees 

d'un  des  points  de  contact  des  tangentes  communes  a  cette  courbe  et  a  la 
courbe  X(/^^-h  i'*)  9^  —  F^=  o.  On  aura,  en  ce  point, 

Mr +/;) ?*(/x, /,.  n) -  F»(/.,.^,./:)  =  o. 

Si  X  prend  la  valeur  X  -+-  dX^  le  point  00,  fy  z  subit  un  deplacement  infini- 
ment  petit  sur  la  courbe  /=  o,  et  Tare  correspondant  a  pour  valeur 

II  en  resulte  qiie  ds  est  une  differentielle  abelienue,  appartenant  a  la 
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courbe  J  =  Oy  et,  par  suite,  en  appliquant  le  theoreme  d'Abel,  et  en 
tenant  compte  du  facteur-^?  la  soninie  des    {jlv  arcs  elementaires,  qui 

correspondent  a ux  av  points  de  contact  consideres  plus  liaut,  sera  de  la 
forme 

']/(X)  etant  une  fonction  rationnelle  de  \.  En  posant  y/X  =  0,  on  voit  que 
S^  pourra  s'exprimer  en  fonction  rationnelle  et  logarithmique  de  0.  Pour 
approfondir  davantage  la  question,  et  moutrier  que  les  logarithnies  doi- 
vent  disparaitre  dans  cette  expression,  nous  ferons  usage  d'une  forniule 
que  nous  avons  donnee  dans  notre  Memoire  sur  le  theoreme  d'Abel  (*). 

6.  Cette  formule  est  la  suivante  : 

So\lf{x^  J,  z)  =  o  une  courbe  algebrique  :  nous  supposerons,  cequi 
est  toujours  possible,  que  a:,  /,  z  sont  exprimes  en  fonction  liolomorphe 
d'une  meme  variable  t^  et  nous  designerons  par  x\  a/',  .  .  .,  j',  .  .  . , 
z',  .  .  .  leurs  derivees  successives  par  rapport  a  t. 

Considerons  maintenant  une  difTerentielle  abelienne  quelconque 


appartenant  a  la  courbe/  =  o;  M  et  N  designent  des  polynomes  homo- 
genes  en  x^  J,  z,  que  nous  supposerons,  pour  nous  borner  au  cas  des 
applications  ulterieures,  de  meme  degre. 

Soitdeplus  la  courbe  representee  par  Tequation 

oil  X  designe  un  parametre  variable,  ^  et  T  etant  deux  polynomes  homo- 
genes  en  x^yj  z,  de  degre  m.  Elle  coupe  la  courbe  y  =  o  en  des  points 
de  coordonnees  x^^ //,  2,.  (/  =  i ,  2,  . . . ,  mn)^  qui  deviennent  x^  -h  dx^^ . . . 
quand  \  devient  \  +  d'X. 


( * )  Journal  de  MalMmatiques  pares  et  appligueeSj  1887. 
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La  formule  dont  nous  ferons  usage  est  exprimee  par  I'equation 

n 
i  =r  niri 

M(.ri,  J/,  zj)    ,  fxi 


^  IN  (Xi,ji,  zi)       \zij  ' 


ouSrtlesigne  la  somme  des  residus,  par  rapport  aux  zeros  de  Nz%  de  la 
fonction  de  t, 


0 (t\  =  M[^(<) ]  x'z—z'x i_ 


•] 


v[*(0.  •••] 


6.  Pour  appliquer  cette  formule  au  cas  signale  plus  haut,  il  suffit  de 
considerer  la  differentielle 

F(/;,/;/;)^(i)_  /T . 

et  de  prendre  pour  courbes  secantes  celles  du  faisceau  donne  par  I'equa- 
tion 

On  a  alors,  en  designant  par  x^^  j,.,  z^  les  coordonnees  d'un  des  points 
communs  a  la  courbe/=  o  et  a  la  courbe  du  faisceau  qui  correspond 
a  la  valeurXdu  paranietre 

(i)  )/}.^ds  =  —  dli:r, 

oil  Sr  designe  la  somme  des  residus,  par  rapport  aux  zerosde  cp  {/^' , . . .)  /^ z% 
de  la  fonction  de  t 

a(.\_'^{fx^fy^f'z)  o^z—z^x I 

Pour  determiner  ces  residus  remarquons  : 

1^  Que  les  valeurs  de  t  qui  annulent  9(/^,  .  .  .)  ne  rendent  pas  0(^) 
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infini,  a  cause  de  la  presence  au  cienominateur  de  Texpression 

F«(/;, ...)         . 


%^  Que  les  zeros  de^  qui  ne  correspondent  pas  a  un  point  double  de 
/-=!  o  ne  rendent  pas  non  plus  6(^)  infini,  puisqu'ils  annulent  evideni- 
ment  x' z  —  :ix\ 

3**  Que  les  valeurs  de  t  qui  correspondent  a  un  point  double,  ou  nml- 
tiple  dey=  o,  non  situe  sur  la  droite  z  =  o,  rendent  6(^)  nul  ou  fini, 

suivant  que  pour  ces  valeurs  I'expression     ,  y,''],, '  " ^ .  est  nulle,  infinie  ou 

finie. 

II  en  resulte  que  les  seuls  zeros  de  z  donnent  des  residus  de  6(^)  a 
faire  figurer  dans  I'expression  Sr. 

Soit  a  la  valeur  de  t  qui  correspond  a  un  de  ces  zeros,  que  je  suppo- 
serai  d'abord  etre  un  zero  simple  de  z{t). 

On  peut  toujours  admettre  que  la  droite  a?  =  o  ne  passe  pas  par  le 
point  correspondant  de  la  courbe/=  o;  on  a  alors  en  ce  point  /^<o. 

Posant  ^  =  a  -h  A,  il  vient 

et 

x' Z — Tfx  1      ( X\  n 

Si  maintenant  on  pose,  pour  abreger  i'ecritiire, 

p_  F(/;,...)        o_        F«(/;,...) 

il  viendr'a,  pour  la  valeur  du  residu  de  6(f)  relatif  a  f  ==%, 

les  derivees  etant  prises  par  rapport  h  f ,  et  t  et.int  remplaoe  par  a. 
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De  la  relation 
on  tire  en  integrant,  apres  division  des  deux  membres  par  y/X, 

Le  residu  r„  fournit  ainsi,  dans  I'expression  de  Sf ,  le  terme, 

oil  t  doit  etre  remplace  par  a  dans  le  second  membre. 
Pour  faire  I'integration,  posons  X  =  9* ;  il  vient  aisement 

_  X  raQP— PQ'  f    rf9     _  pq;       I     1 

^_n^  introduit  un  terme  logarithmique ;  raais  je  dis  que 

le  coefficient  de  ce  terme  est  nul. 

Observons  d'abord  que  la  premiere  expression  de  p^  montre  qu'il 
n'apparait  pas  de  logarithme  si  Q(a>)  est  nul;  nous  supposerons  done 
Q(a.)<o. 

On  a 

et 

^  P;|  _  P  aQF-PQ'  _d_\,,    /I] 
r/tQ-Q  Q  -dt['-^   j;^y 

Si  Q  (a)  n'est  pas  nul,  je  dis  que  ^^    ~      ■  est  mil.  On  a  en  efFet 


d'oii 


^/x 

■^Jf'y 

+  ^f: 

■^nf^ 

o, 

^%- 

^yfy 

+^x 

=  o; 

■v'  — 

_  J-  — 

~    20/  — 

■zV 

xz' 
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it\_  f'/\  ~       ZXf—Z3f  dt  Z3d  —  xz'' 


PaQy-P<y_        Ay^'-zy')z 
Q  Q  ~~        ^{zx'—xz'Y 


X     y 

of   y 


et,  puisque  z(a)  =  o,  z'(a)^  o,  on  a  bien  pour  <  =  a 

2QF  — PQ^ 


==0, 


ce  qui  niontre  que  le  terme  logarithmique  disparait  dans  p^. 

p 
II  reste  a  examiner  le  cas  oil  ^  (a)  serait  nul.  11  faut  pour  cela  queQ(a) 

soitinfini,  ou  P(oc)  nul. 

.  .  P 

Si  Q(a)  est  infini,  on  voit,  puisque^  (a)  est  nul,  que  p„  se  reduit  a 

A  /  ^i?  A  etant  une  constante,  et  il  n'y  a  pas  de  logarithme. 

./    ^^ 

Si  P(a)  est  nul,  ii  faut,  pour  queQ(a)  ne  soit  pas  nul,  avec  le  meme 

ordre  de  multiplicite,  ou  un  ordre  de  multiplicite  superieur  pour  le  zero  a, 

F 
que  la  fouction  -  {f^,  .  .  .)  admette  a  comnie  zero  d'ordre  p,  et  que 

rj  -^fy  admette  le  meme  zero  avec  T ordre  ^,  q  etant  superieur  a  /?.  En 

p 
ce  cas,  7t(o^)  admettra  le  zero  a,  avec  Tordre  q  —  /^,  et  Ton  aura 

P»-^7  v/5:Q(a)-)/ 

Le  ferme  logarithmique  n'apparaitra  que  si  Ton  a 

Q{«.)>o,     F(a,)>o, 


ce  qui  exige 
d'ou 


2/;  — yi=o, 
>  =  I, 


q  —  p  —  l=  o, 
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En  d'autres  termes,  P  admet  a  comme  zero  simple,  et  Q(a)  n'est  pas 
nul.  Si  Ton  observe  maintenant  que  la  condition  qney^^-f-^*  s'annule  au 
point  considere  revient  a  dire  que  ce  point,  situe  par  hypothese  sur  la 
droite  de  Tinfini,  coincide  avec  un  des  points  cycliques  du  plan,  on  voit 
sans  difficulte  que  le  terme  logarithmique  ne  peut  s'introduire  que  dans  le 
cas  suivant  :  il  faut  que  la  couvhe  /=^  o  passe  par  les  points  cycliques 
du  plan,  et  que  le  point  de  concours  des  tangentes  en  ces  points  soit  un 
foyer  des  courbes  : 

Dans  tous  les  autres  cas,  le  terme  logarithmique  disparait. 

Si  Ton  suppose  maintenant  que  a  est  un  zero  multiple  d-ordre/?  de 
z(^),  on  arrive  aisement  aux  memes  resultats  en  observant  que  a  est 
alors  un  zero  d'ordre  p  —  i  poury^  et/^. 

7.  On  peut  done  enoncer  le  theoreme  suivant  : 

Si  Von  mene  les  tangentes  communes  a  une  courbe  algdbrique  quel- 
con  que  et  a  la  courbe  representee  en  coordonnees  tangentieUes  et  rectan- 
gulaires  par  une  Equation  de  la  forme 

et  si  Von  fait  ensuite  varier  cette  courbe  en  modifiant  le  parametre  X,  la 
somme  algebrique  des  arcs  decrits  par  les  points  de  contact  des  tan- 
gentes communes  sur  la  courbe  fixe  est  exprimable  en  fonction  ration- 

nelle  de  y/X, 

II  faut  toutefois,  en  employant  les  denominations  usitees,  qu'un  des 
foyers  des  courbes  mobiles  ne  coincide  pas  avec  un  des  foyers  singuliers 
de  la  courbe  fixe. 

8.  La  somme  des  arcs  dont  il  est  question  est  donnee,  dans  le  cas  oil 
aucune  des  quantites  j^  (a)  n  est  nulle,  et  ou  les  arguments  a  sont  des 
zeros  simples  de  z{t)^  par  la  formule 


^■—^m.^^-^'^' 
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C  etant  une  constante,  et  la  sornme  du  second  membre  etant  etendue  aux 
arguments  a,  des  points  a  I'infini  sur  la  courbey=  o.  On  pent  debar- 
rasser  cette  formule  de  ces  arguments,  en  n'y  laissant  subsister  que  des 
elements  geometriques  appartenant  a  la  courbe  /*=  o. 

Remarquons  en  effet  que  P  et  Q  sont  des  fonctions  rationnelles  de 
degre  zero  de  .r,  /,  z ;  ces  fonctions  ne  dependent  done  en  realite  que  de 

■^et-* 

X  X 

On  a  ainsi 

X  X 

Or,  pour  ^  =  a,  z  est  nul ;  on  pent  done  ecrire 

Qz'^  ~  Qiz'x  —  x'z)  "^  Q^^  ^x-a/'z         Q  ^^* 

Or,  la  tangente  a  la  courbe  y  =3  o,  an  point  ^  =  a,  c'est-a-dire 
I'asymptote  qui  correspond  an  point  a  I'inHni  considered  a  pour  equa- 
tion 

a^-hij4-rz  =  o, 

et  Ton  a  pour  ce  point 

yz!  —  zy  zx^-—  xzf xy — 7 V 

a  b  c 

II  reste  done  enfin,  puisque  Q'^  (  1 ,  2^,  -  j  =  xQy  {x,  j,  z), 

X    ^  ^ 

s^— Sij(|^[Q;-Q;j']+c. 

Dans  cette  equation,  la  somme  du  second  membre  s'etend  a  tons  les 
points  a  rinfini  sur  la  courbe;  — r  designe  Tordonnee  a  Torigine  de 
Tasymptote  correspondante. 
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9.  Le  theorenie  general  el  les  forniules  precedentes  s'appliquent  ega- 
lement  aux  arcs  interceptes  sur  la  courbey=  o  par  deux  des  courbes  dn 
faisceau 

F'{x,  /,  z)  ~  M/J-h/;)  f{x,x,  z)  =  o, 

pourvu  que  ces  courbes  ne  passent  pas  toutes  par  les  points  cycliques  dii 
plan  en  meine  temps  que  la  courbe  proposee. 

Pour  calculer  la  somme  de  ces  arcs,  il  sera  generalement  plus  simple 
de  partir  directement  de  la  formule  (i)  du  n°  6- 

Dans  toutes  les  propositions  qui  precedent,  le  signe  des  arcs  se  deter- 
mine en  remarquant  que  I'on  a  toujours 

10.  Comme  exemple  du  theoreme  general,  considerons  la  courbe  eii- 

veloppe  d'une  droite  de  longueur  -^^  dont  les  extremites  s'appuient  sur 

les  droites 

Y=o         et         «Y  — 6X=o; 

cette  courbe  a  pour  equation  tangentielle 

u^ {au  -h  b^Y  —  X(//'  -h  v^)  =  o. 

En  faisant  varier  X,  on  obtient  bien  un  faisceau  liomofocal  de  courbes 
de  direction.  Done  : 

Si  Von  mene  a  une  courbe  algebrique  toutes  les  tangentes  sur  lesquelles 
deux  droites  fixes  interceptent  un  segment  de  longueur  /,  et  si  Van  fait 
ensuite  warier  cette  longueur  ^  les  points  de  contact  de  la  courbe  et  de 
chacune  des  tangentes  decrivent  sur  cette  courbe  des  arcs  dont  la  somme 
est  a  chaque  instant  une  fonction  rationnelle  de  I. 

H.  Le  theoreme  general  est  susceptible  de  nombreuses  applications; 
mais  la  plus  interessante  se  rapporte  certainement  au  cas  ou  les  courbes 
de  direction  introduitesrsont  les  cercles  concentriques  kv^  —  X  (w^4- 1^^)  =  o, 
qui  ont  pour  centre  Torigine  des  coordbnnees. 
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La  somme  des  arcs  decrits  sur  la  courbe  fixe  par  les  points  de  contact 
des  tangentes  communes  a  cette  courbe  eta  un  cerclequi  varie,  en  restant 
concentrique  a  lui-meme,  prend  alors  une  forme  tres  simple,  qu'on 
pourrait  deduire  des  considerations  qui  precedent,  mais  qu'il  est  plus 
facile  de  trouver  directemenl. 

12.  Soit  une  tangente  touchant  la  courbe  /=  o  en   un  point  a  et  un 

cercle  de  centre  Oct  de  rayon  R,  en  un  point  h.  Si  Ton  considereun  cercle 

de  centre  O  et  de  rayon  R-i-ej^R,  une  droite  voisine  de  la  premiere  tou- 

chera  f  en  un  point  a',  et  le  cercle  en  un  point  b\  respectivement  voi- 

sins  de  a  et  b.  On  a  evidemment,  en  designant  par  rfco  Tangle  des  deux 

tangentes  ah  et  a  b\ 

a'b'  —  ab  =  ad  —  Rrfco, 

ou,  en  designant  par  t  la  longueur  ab^  par  ds  Tare  aa', 

ds  —  dt^=  Rfl^co. 

Si  i'on  fait  la  somme  de  ces  relations  pour  tous  les  points  de  contact  des 
tangentes  communes  a  la  courbe/*  =  o  et  au  cercle  R,  il  vient 

Or  Srfo)  est  nul ;  on  sait  en  effet  que  I'orientation  du  sysleme  des  tan- 
gentes communes  a  deux  courbes  algebriques,  n'ayant  aucun  foyer  com- 
mun,  ne  change  pas  si  Tune  de  ces  courbes  varie  en  restant  homofocale  a 
elle-meme  (*).  On  a  done 

2rf^=Srff, 

d*ou  ee  tlieoreme  : 

Si  Von  mene  les  tangentes  communes  a  une  courbe  algebrique  et  a  un 
cercle  J  et  si  Von  fait  ensuite  varier  le  rayon  du  cercle,  son  centre  demeu- 
rant  fixe^  la  somme  algebrique  des  arcs  decrits  sur  la  courbe  par  les 
points  de  contact  est  a  chaque  instant  egale,  a  une  constante  pres ^  a  la 
variation  de  la  somme  algebrique  des  longueurs  des  tangentes  communes. 

(•)   Voir  notrc  M^moire  sur  le  Ih^oreme  d'Abel  {Journal  de  Mathematiques pares  et 
appliqueeSy  p.  358;  1887). 
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11  faut  toutefois  que  le  centre  des  cercles  consideres  ne  soil  pas  un  foyer 
de  la  courbe. 

Pour  appliquer  ce  tlieoreme,  on  remarquera,  comme  dans  le  cas 
general,  que  la  valeur  de  ds  est,  le  centre  des  cercles  etant  a  Torigine, 

et  Ton  devra  attribuer  a  ds  le  signe  Aeyrdx\  quant  a  dt^  il  aura  un  signe 
contraire  a  celui  de  ds. 

13.  Supposons  que  le  centre  des  cercles  soit  tel  que  toutes  les  tangentes 
inenees  de  ce  point  a  la  courbe  soient  reelles  et  distinctes  :  si  le  rayon  des 
cercles  reste  inferieur  a  la  plus  petite  distance  du  centre  a  la  courbe,  les 
tangentes  communes  a  celle-ci  et  a  Tun  quelconque  des  cercles  seront  ega- 
lement  reelles  et  distinctes;  en appliquant  alors  le  tlieoreme  precedent,  et 
prenant  pour  cercle  initial  celui  dont  le  rayon  est  nul,  on  voit  aisement 
que  les  tangentes  communes  a  ce  cercle  et  a  la  courbe  sont  deux  a  deux 
confondues,  et  que  chacune  d'elles  doit  etre  comptee  une  fois  avec  le 
signe  -h,  une  autre  fois  avec  le  signe — .  De  la  resulte  cette  propo- 
sition, qui  comprend  la  precedente  : 

Les  2V  points  de  contact  avec  une  courbe  algebrique  de  classe  v  des  tan- 
gentes communes  a  cette  courbe  et  a  un  cercle  peuvent  etre  groupes  deux 
a  deux  de  maniere  a  determiner  sur  la  courbe  v  arcs^  dont  la  somme  alge- 
brique est  egale  a  la  somme  algebrique  des  longueurs  des  tangentes  com- 
munes. 

14.  Cette  proposition,  appliquee  aux  coniques,  donne  immediatement 
le  theoreme  de  Ghasles  :  menons  en  effet  les  deux  tangentes  communes  a 
une  conique  et  a  un  cercle  qui  la  touche  en  un  point  M;  soient  A  et  B, 
A'  et  B'  les  points  de  contact  de  chacune  de  ces  deux  tangentes  avec  le 
cercle  et  la  conique.  Le  theoreme  precedent  donne,  en  tenant  corapte 
de  la  regie  des  signes, 

arcAM  —  arc A'M  =  ±  (BA  —  B' A'). 
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Les  deux  tangentes  communes  se  coupenten  un  point  P,  qui  est  situe, 
avec  M,  sur  une  conique  homofocale  a  la  proposee;  on  peut  ecrire 

arc  AM  —  arc  A'M  =  ±  (PA  —  PA'), 

ce  qui  constitue  la  proposition  connue  sur  la  difference  de  deux  arcs  de 
coniques. 

On  peut  done  regarder  le  theoreme  donne  plus  haut  comme  Texten- 
sion  a  une  courbe  quelconque  du  llieoreme  de  Ghasles  sur  les  arcs  de 
coniques. 

lo.  L'application  de  ce  theoreme  aux  courbes  de  troisieme  classe  se 
fait  tres  simplement.  Les  figures  ci-dessous  representent  le  cas  d'une 
courbe  de  quatrieme  degreet  de  troisieme  classe,  telle  que  la  perspective 


de  Thypocycloide  a  trois  rebroussements ;  les  lignes  comptees  positivement 
sont  en  traits  pleins  epais;  celles  comptees  negativement  sont  ponctuees; 
dans  chaque  figure  la  somme  des  longueurs  des  lignes  en  traits  pleins  est 
egale  a  celle  des  lignes  en  traits  ponctues. 

16.  Nous  indiquerons  encore  les  propositions  suivantes,  qui  se 
deduisent  simplement  de  la  theorie  generale,  et  de  la  formule  qui  donne 
I^ds  (n«  6). 

Si  I' on  mene  a  une  courbe  algehrique^  ne  passant  pus  par  les  points 
cycliques  du  plaUj  les  normaUs  tangentes  a  un  meme  cercle^  et  si  Von  fait 
ensuite  varier  le  rayon  du  cercle,  son  centre  demeurant  fixe,  la  somme 
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algebrique  des  arcs  decrits  sur  la  courbe  par  les  pieds  des  normales  varie 
proportionnellement  au  rayon. 

Si  Von  consider e  sur  une  courbe  algebrique  tons  les  points  pour  les- 
quels  le  rayon  de  courbure  a  une  longueur  donnee,  et  si  Von  fait  ensuite 
varier  celte  longueur,  la  somme  algebrique  des  arcs  decrits  par  les  points 
consider es  est  nulle. 

17,  Pour  demontrer  le  premier  theoreme,  par  exeniple,  reniarquons 
que  les  points  de  la  couibe/"=  o,  ou  la  normale  tonche  le  cercle 
^.2  _j_  j«  —  X  =  o,  sont  sur  la  courbe 

On   aura  done  pour  la  sonime   des   differentielles  des  arcs  consideres, 
d'apres  la  formule  (i)  du  n**  6 

r  etant  un  residu,  par  rapport  a  un  zero  de  z[t)^  de  la  fonction  de  t^ 
On  peut  ecrire 

^  ^  ~  v;[(^/;-r/;)^->^^^(/;^-+-/;^)] 

Le  residu  correspondant  a  un  zero  a,  d'ordre/;  de  z,  est 

Or  on  a 

pour  tout  point  de  la  courbe /*=  o.  Si  le  point  est  sur  la  droite  z  ^==  o, 
il  reste 

^fr-hy/y=^0. 
LVIl'^  Cahier.  9.\ 


1  86  G.    HUMBERT. 

II  vient  alors 

si  la  courbe  /'==  o  ne  passe  par  aucun  des  points  cycliques  du  plan, 
x^-hf^  n'est  pas  nul ;  r^  est  done  egal  a  —  p,  et,  par  suite, 

en  designant  par  n  le  degre  de  la  courbey=  o;  on  en  tire 

s  =  2/zy/X  +  C. 

y/>v  etant  le  rayon  du  cercle  e^^-hj"  —  ^,  le  theoreme  est  demontre;  on 
pent  meme  le  completer  en  ajoutant  que  la  variation  de  la  somme  des  arcs 
estegale  a  2/1  fois  celle  du  rayon. 

18.  Ce  theoreme  pent  etre  transforme  comme  celui  du  n®  12  : 

Sur  line  courbe  algebrique  de  degre  /i,  ne  passant  pas  par  les  points 
cycliques  du  plan^  les  pieds  des  2V  normales  menees  tangentiellement  a 
un  cercle  determinent  v  arcs^  dont  la  somme  algebrique  est  -egale  a 

2  n  fois  le  rayon  du  cercle. 

A  cet  enonce,  on  pent  ajouter  que  v  est  la  classe  de  la  developpee. 

19.  On  demontrerait  d'une  maniere  toute  semblable  les  theoremes 
suivants. 

Appelons  tangente  en  un  point  d'une  courbe  algebrique  la  longueur 
comprise  sur  la  tangente  entre  le  point  et  une  droite  fixe;  appelons  de 
meme  normale  en  un  point  la  longueur  comprise  sur  la  normale  entre  le 
point  et  la  droite  fixe. 

Si  sur  une  courbe  algebrique  de  degre  n,  ne  passant  pas  par  les  points 
cycliques  du  plan,  on  considere  les  points  oil  la  tangente  a  une  longueur 
donnSe,  et  si  ton /ait  ensuite  varier  cette  longueur,  la  somme  algebrique 
des  arcs  deer  its  sur  la  courbe  par  les  points  consider  ^s  est  egale  a  ^nfois 
la.  variation  de  la  longueur  de  la  tangente. 
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De  meme  : 

Si  sur  line  combe  algebrique,  ne  passant  pas  par  les points  cy cliques 
du  plan,  on  considere  les  points  oil  la  normale  a  line  longueur  donnee, 
etsi  Von  fait  ensiiite  varier  cette  longueur,  la  somme  algebriqne  des  arcs 
decrits  sur  la  courhe  par  les  points  consideres  est  proportionnelle  a  la 
variation  de  la  longueur  de  la  normale. 

II  faut  encore,  pour  que  ce  dernier  theoreme  soit  applicable,  que  la 
courbe  n'ait  pas  d'asymptote  parallele  a  la  droite  fixe  par  rapport  a 
laquelle  on  prend  les  nonnales. 


SUR  QUELQUES 

£QIATI0NS  DIFFERENTIELLES  NON  LINjEAIRES 


Par  M.   R.   LIOUVILLE. 


II  est  clair  que  I'integrale  generale  d'une  equation  differentielle  peut 
etre  presentee  sous  une  infinite  de  formes  differentes,  mais  un  caractere 
commun  demeure  attache  a  toutes  ces  formes  quelles  que  soient  les  ope- 
rations executees  pour  les  obtenir.  On  en  est  avert!  par  Tequation  dif- 
ferentielle meme,  certaines  proprietes  des  fonctions  qui  y  figurent  ne 
pouvant  disparaitre,  malgre  tous  les  cbangements  et  de  variable  et  d'in- 
connue. 

Je  cboisis,  par  exemple,  une  equation  du  second  ordre  et  je  suppose 
que  son  integrale  s'ecrive  ainsi 

(0  a,  9.(0;,  j)  +  a,(p,{a;,  J)  -4-a3cp3(.r,  j)  =0, 

avec  trois  constantes  arbitraires 


a,,     a2,     a 


3> 


dont  les  rapports  seuls  interviennent.  Si  Ton  definit  deux  nouvelles  va- 
riables par  les  formules 

qui  les  lient  a  x  et/,  la  relation  (i),  consideree  comme  exprimant  Tune 
des  constantes  en  fonction  lineaire  de  toutes  les  autres,  n'a  subi  aucune 
transformation  essentielle.  De  plus,  Tequation  differentielle  equivalente 
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a  (i)  a  necessairement  la  forme  suivante 

(3)  y  +  a,/'  4-  3a,y'  H-  Sa,/  4-  a,  =  o ; 

^n  ^21  ^3»  ^4  designent  certaines  fonclions  de  a;  et  de  j  qui  sont  sou- 
mises  a  deux  conditions,  comme  je  le  demontrerai  plus  loin,  et  la  possi- 
bilite  de  representer  Tintegrale  generale  d'une  equation  differentielle 
comme  une  relation  lineaire  entre  des  constantes  arbitraires  se  trouve 
ainsi  Tun  de  ces  earacteres  invariants  dont  j'ai  parle. 

Les  equations  differentielles  auxquelles  il  appartient  sont  I'objet  de  ce 
premier  travail,  et  Ton  concoit  bien,  d'apres  les  explications  precedentes, 
que  I'ordre  de  ces  equations  est  tout  au  moins  egal  a  deux ;  mais  j'aurai 
Toccasion  de  rattacher  a  mon  sujet  certaines  equations  de  premier  ordre, 
donees  de  proprietes  qui  me  semblent  curieuses. 

II  me  faudra  souvent  emprunter  quelques  resultats  a  la  theorie  des 
systemes  d'equations  lineaires  aux  derivees  partielles.  Ces  resultats,  dont 
plusieurs,  je  crois,  n'avaient  point  encore  ete  remarques,  sont  reunis 
dans  quelques  pages  qui  constituent  la  premiere  Partie  de  ce  Memoire. 


CHAPITRE  1. 


Recherche  des  conditions  que  doit  remplir  un  systeme  d'^quations  lineaires,  aux  derivees  partielles 
du  second  ordre,  pour  avoir  trois  ou  bien  quatre  int(^grales  distinctes.  —  Definition  et  proprietes 
d'un  systeme  adjoint.  —  Procedes  d'integration. 


1. 

En  vue  d'abreger  Tecriture,  si  j'ai  designe  par  x  et  j  les  variables  dont 
depend  une  fonction  s,  je  representerai  ses  derivees 
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par  la  notation 


z^"'', 


convenant  en  outre  d*attribuer  toujours  le  premier  indice  a  la  variable  a;, 
le  second  a  y. 

Une  equation  lineaire  du  second  ordre,   satisfaite  par  la  fonction  z, 
s'exprimera  done  ainsi  qu'il  suit 

^Pki^    —  o» 

a  I'aide  des  six  coefficients  /?^ ,,  lies  a  x  et  j  par  des  relations  donnees. 

Dans  le  premier  membre  de  (i),  je  suppose  introduite  une  fonction  z 
prise  a  volonte.  J'indiquerai  simplement  par  ce  signe 

le  resultat  de  la  substitution,  et,  quand  il  y  aura  lieu  de  remplacer  par 
cette  fonction  nouvelle  Tinconnue  d'une  autre  equation 


j'ecrirai 


Ceci  admis,  je  considere  dans  le  second  ordre  trois  equations  lineaires 
distinctes 

(2)  ^     p{^)  =  o,  p{z)=o,  /(z)  =  o, 

et,  puisqu'il  n'est  question  que  de  leurs  solutions  communes,  je  puis  obli- 
ger  chacune  des  expressions /?(z),  jy'(z),  p'\z)  a  contenir  une  seule  des 
derivees  z^'''^\  de  sorte  qu'a  la  valeur  o  de  Tindice  i  reponde  la  premiere 
des  equations  ('2),  et  ainsi  de  suite.  Alors  les  relations 

dpjz)  ^P'{^)^^ 

dx  dj  ' 

dx  dj 

doivent  etre  verifiees  comme  consequences  du  systeme  (2),  pour  que  ce 
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lui-ci  ait  trois  solutions  independantes ;  les  identites 

I  -^  -  '-^  =  A./C-)  -^  iP,.  -P'jp'i-)  -p\,Pi-)>        ■ 

(3)  -^ 

J  dp'(z)         dp"lz)  ,        ff  r    \         /'  "    \     f  r    \  "         /\ 

sont   done  necessaires.   Ayant  lieu,  elles  entrainent  I'integrabilite  des 
equations  differentielles 

qui  fournissent  les  trois  solutions  communes  aux  equations  (a). 

Suivant  une  theorie  bien  connue  de  M.  Mayer,  la  recherche  de  ces 
solutions  n'exige  que  I'integration  d'une  equation  differentielle  lineaire 
du  troisieme  ordre  a  une  seule  variable  independante, 

L'elimination  de/?(z),  celle  de  p"{z)  entre  les  equations  (3)  soul  faciles 
et  de  tous  points  semblables.  L'une  d'eiles,  prise  pour  exemple,  conduit 
a  un  resultat  qui  s'ecrit  ainsi 

(5)  p;>'(z)  — p>(z)  =  o, 

quand  on  represente  par 

p(z)»     f'(2) 
les  expressions  suivantes 

/ 


(tJ)   { 


+  [t,{p..  -pJ  -h  {p.,.  -pj  (K.  -^)]  ^> 

r/^\        _<<.<)    ,    f „'  <^logpo,i\    (1.01    ,       '       (0,1) 

p(z)  =  z    +(/?,., ^r~)^    -^Puo^ 
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d'ailleurs,  si  p{z)jp'[z)  sont  choisies  de  maniere  a  verifier  Tidentite  (5), 
on  peut,  pour  determiner  ^''(z),  s'imposer  de  satisfaire  aux  relations  (3) 
qui  sont  concordantes.  De  la  cette  conclusion  : 

La  condition  (5)  est  necessaire  et  suffisante  pour  qu'il  existe  trois  in- 
tegrales  de  ce  systeme 

(7)  ;?(z)  =  o,         p\z)  =  o. 

J'ai  regarde  comme  nuls  les  seconds  membres  des  trois  equations  pro- 
posees;  inais,  sans  rien  ajouter  d'essentiel  a  Tanalyse  precedente,  il  est 
visible  qu'on  Tetendrait  aux  cas  oil  cette  restriction  n'est  pas  faite.  Par 
suite,  en  ces  cas  aussi^  les  conditions  deja  trouvees  peuvent  seules  assurer 
Texistencede  trois  solutions  communes  aux  equations  qu'on  etudie.  En 
outre,  les  fonctions  connues,  auxquelles  p{z)^  p' {^)i  p'^i^)  ^^  doivent  pas 
cesser  d'etre  egales,  sont  assujetties  elles-memes  aux  relations  (3). 

Ceci  dit,  je  reprends  Texamen  des  equations  (a)  et  j'imagine  qu'au  lieu 
deles  donner  toutes  trois  on  ait  choisi  seulement  Tune  d'entre  elles, 

v\z)  =  o, 

et  une  combinaison  lineaire  des  deux  autres 

(8)  p'"{z)=p"{z)-^pl^p{z)  =  o. 

Rempla^ant /^'^(z)  par  son  expression  deduite  de  cette  formule,  on  change 
les  relations  (3)  en  les  suivantes : 

(9)  \ 

^)  -  ^41)  =  ipi  -pjp'^z)  +  ^fKoM^)] 

D'apres  (8),  les  equations 

p'{z)  =  o,         /'(z)  =  o 
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onttoutau  moins  trois  integrales  communes;  substituees  a  z  dans  les 
identites  (9),  ces  integrales  se  presentent  comme  remplissant  les  deux 
conditions 

Or  on  en  conclut 

(11)  D[Z)  =  0 

ou  bien 

(d\o§^p(z)    ,       .        , 


La  premiere  hypothese  signifie  que  toute  integrale  de 

p'{z)=o,         p"'{z)  =  o 

appartient  aussi  a 

/?(z)  =  o; 

ces  equations  ont  alors  trois  solutions  communes  et  non  da  vantage.  La 
seconde  hypothese  ne  pent  etre  admise  que  si 

(■3)    ^{p,..-^p..jo=h{p...+'ty-^)- 

et,  cette  condition  ayant  lieu,  des  relations  (12)  on  deduit/;(z)  par  une 
quadrature;  j'en  ecris  le  resultat  sous  la  forme 

(»4)   log(i)  =/(/., -+-/^.,KJ^+  (^-  -^fc  +  ^)  ^^- 

L'eqliation 

(i4)  p{^)=P 
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renfernie  toutes  les  solutions  dn  systeme 

pour  lesquelles  il  n'arrive  pas  que  p(z)  s'evanouisse.  Mais,  a  chaque  va- 
leur  de  jy,  ces  dernieres  correspondent  au  nombre  de  trois,  puisque  les 
relations  (9)  sont  verifiees,  avec  celles  qui  sont  exigees  de  la  fonction  /?, 
et,  parmi  les  integrales  communes  a 

/;(z)  =  o,         p\z)  =  o,         jf{z)=o, 

deux  sont  deja  donnees  par  Tequation  ( 1 4 )  ( * ) ;  la  troisieme  ne  peut  Tetre. 
II  s'ensuit  que  les  equations  proposees 

(i5)  p\z)  =  o,         p'"{z)=.o 

possedent  en  commun  quatre  integrales  distinctes  qui  appartiennent  en 
outre  a  T equation 

p{z)^(^p, 
pourvu  que  par 

(X 

on  designe  une  constante  arbitraire,  pouvant  etre  nulle. 
Soit  pose 

de  sorte  que 

Cesformules,  comparees  a  (9)  et  (12),  permettent  d'y  effacer  toute  trace 
de/(z). 

J'ajoute  que,  a  cause  de  (i4)j  I'une  des  relations  (9)  contient />(z) 
dans  ce  seul  terme 

dxl    p    \ 
(')  Comme  difference  des  solutions  qui  rendenl/?'(5)  =  o,  p" (^s)  -=^o. 
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la  seconde  dans  celui-ci 

'  ^i  p  y 

avec/?'(iz)  etp'^{z)  il  est  done  aise  de  former  une  identite  semblable  a  (5) 

(16)  p'"y(z)-p'V'(z)  =  o, 

oil  les  coefficients  p^^  ne  peuvent  figurer  qu'en  apparence,  cslv  p{z)  n'y 
entre  pas;  elle  est  d'ailleurs  strictement equivalente  aux  relations  (9),  qui 
Tont  fournie  et,  par  consequent,  suffit  pour  assurer  au  systeme  (i  5)  quatre 
integrates  independantes.  Elles  se  deduisent  des  equations  difTerentielles 
auxquelles  ces  quatre  inconnues 

^(M)  JUO)  ^(0,1) 

satisfont  visiblement  d'apres  (i5),  et  dont  Tintegrabilite  n'exige  rien 
autre  chose,  selon  les  explications  precedentes,  que  I'identite  (16). 

La  methode  indiquee  de  M.  Mayer  fait  alors  consister  tout  le  pro- 
bleme  en  I'etude  d'une  equation  differentielle  lineaire  du  quatrieme 
ordre,  oil  Ton  n'a  qu'une  variable  a  considerer. 

On  rencontre  un  cas  d'une  simpHcite  particuliere,  quand, 

Pi--),  p'i^) 

etant  les  premiers  membres  des  equations  proposees,  Tune  des  rela- 
tions (3)  cesse  de  contenir/;" (js)  et,  par  suite,  s'exprime  ainsi 

(•7)  ^'  -  ^  =  (/..,  -P...)P'M  +/„./-(=): 

I'equation  p'{z)  =  o  s'integre  alors  par  les  transformations  de  Laplace, 
et  mSme  des  la  seconde  operation. 

Je  ne  m*arrete  pas  a  demontrer  ce  theoreme  :  il  n'y  aurait  qu'a  rem- 
placer/?'(z)  par  zero  dans  la  formule  (17),  Texpression  correspondante 
de/?(z),  deduite  de  la  par  une  quadrature,  renferme  une  fonctioij  arbi- 
traire  de/.  Je  remarque  seulement  que/?''(z)  est  connu,  hormis  le  cas  dont 
il  s'agit,  si  Ton  a  donne p{z)  et  p\z),  de  sorte  que  les  integrates  com- 
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munes  a  deux  equations  de  cette  espece 


z 


PoJ"''^P\,o^""'-^P>=0=A^) 


satisfont  a  une  troisieme  equation  semblable  et  determinee 

a  moins  que  Tidentite  (17)  soit  verifiee. 

11. 

Soient 

/,(z).  y(z),  p"{z) 

las  premiers  membres  de  trois  equations  aux  derivees  partielles,  lineaires, 
et  admettant  trois  integrates  communes,  definies  au  reste,  comme  je  I'ai 
dit  au  §  I,  de  facon  que  les  identites 

i  '-^  -  ^  ^Pu.p^-') + (z^:..  -p..)p\-)  -/'.../(-)> 

[^^ ^-/^.o/^W  +  (/'o,.-/^,,o)/W-/^o,./(^) 

soient  verifiees. 

Pour  obtenir  une  integrale  commune  aux  equations  donnees,  je  puis 
imaginer  qu'on  leiir  adjoigne  des  relations  en  nombre  suffisant,  c'est- 
a-dire  au  nombre  de  trois ,  qui  determinent  a  la  fois  Tinconnue  et  ses 
deux  derivees  du  premier  ordre. 

L'une  de  ces  equations  est,  par  exemple,  la  suivante  : 

ou  bien,  afin  d'abreger, 

q{z)  =  q. 

Comme  il  faut  qii'elle  s'accorde  avec  ce  systenie, 

(3)  p(z)  =  o,         p'{z)  =  o,         p\z)  =  o, 
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sans  le  soumettre  a  aucune  restriction,  toute  equation  entre  z^*'^\  z'®*'  et  2, 
conclue  des  precedentes,  doit  se  rediiire  a  Tequation  (2),  de  sorte  que, 
pour  toute  integrale  de  (3),  on  peut  ecrire 

(4)  '-#  =  »?W>       -p="^7i'), 

(7,  c'  designant  des  fonctions  oil  n'entrent  ni  z,  ni  ses  differentielles. 
II  est  clair  que  les  relations  (4)  et  ces  identites 

sont  une  meme  chose.  Gelles-ci  d'ailleurs  exigent  que  les  coefficients  de 
I'equation  (a)  soient  lies  a  <t  par  ces  formules 

et  a  o^  par  les  suivantes  : 

l^!!luo—p\,,qo,,—Po,i9,.o-^9o-=^9,,«^ 

df 

tandis  que  de  (4)  on  deduit 

(8)  <^  =  ^'        ^=^- 
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L'un  des  coefficients  de  (2)  etant  arbitraire,  j'eu  dispose  en  prenant 


I  


la  premiere  des  equations  (7)  devient 

a  cause  des  relations  (8),  et  Texpression  (9),  portee  dans  la  deuxieme 
equation  (6),  la  change  en  celle-ci  : 


,       ^       .  dxdy  V  »'*  dy       J    dx  ^«'0    dy 

(10)  ^       \  J     y  J 

-^\P^.^\P,.^  Oy        )  di\P^^^  dy       )         /^o,i /^i.oj  ^0,1' 

qui  est  lineaire  et  se  rattache  sans  peine  a  une  equation  deja  rencontree, 
je  veux  dire  celle  que  j'ai  representee  au  paragraphe  precedent  par 

(11)  p'(2)  =  0. 

Que  Ton  pose,  en  effet, 

grace  aux  relations  (6,  §  I),  entre  les  coefficients  p'^^etceux  dusysteme  (3), 
Tequation  (lo)  s'ecrit  aussi 

^^^f    ^  —  d^  ~  Po,i  -d^  —  p*,o -dy"^\^^—~dF~  1^)    ' 

de  sorte  que,  definissant  comme  je  Tai  fait  ailleurs  [Journal  de  VEcole 
Poly  technique,  LVPCahier),  Yadjointe  A\\ne  equation  lineaire  aux  deri- 
veespartielles,  Tequation  (12)  est  Tadjointe  de  (1 1).  Je  la  represente  par 

(i3)  n9,..)=o, 
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et  je  rappelie  sa  signification  precise  en  disant  que  toute  equation  lineaire 
se  met  sous  cette  forme 

drf  d^ 

dy         dx^ 

quand  on  la  multiplie  par  une  integrale  de  {'equation  adjointe, 

Je  reviens  aux  relations  (6)  et  (7) :  I'expression  (9),  portee  dans  la  pre- 
miere equation  (6)  et  dans  la  deuxieme  equation  (7),  donne  pour  q^  deux 
formules;  on  conclut  de  leur  eomparaison 

^—  dyi      ^«.*  dx       v^*'*         ^y    )  ^y 

Cette  equation  encore  est  lineaire  et, 

(i5)  p(2)  =  o 

etant  la  premiere  equation  (6)  du  paragraphe  precedent,  elle  s'exprime 
visiblement  ainsi 

par  oil  Ton  voit  que,  si 

P(.)  =  o 

est  I'adjointe  de  (i5),  la  suivante 

(16)  P(^o,.)=o 

se  confond  avec  (i4). 
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Les  equations  (i3)  et  (i6)  sont  de  meine  espece  que  (3).  Elles  ad- 
inettent  q^,^  pour  integrale  commune;  de  plus,  al'aide  de  cette  integrale, 
tous  les  coefficients  de  I'equation  ['i)  sont  donnes  par  les  formules 


[a     =_Lr^+^     /(?log/;o,^_y    V\ 


I 
i  q     =  — ; 


oil  rien  d'arbifraire  ne  subsiste.  Gomme  aux  equations  (3)  appartiennent 
pourtant  trois  solutions,  il  faut  qu'il  y  ait,  pour  ^^  ^  trois  determi- 
nations differentes.  C'est  dire  que  le  systeme 

(i8)  P(rO  =  o,  P'(r)  =  o 

possede  trois  integrales  distinctes.  J'ai  dit,  a  la  fin  du  §  I,  qu'on  en  con- 
clut  une  troisieme  equation  semblable  a  (i8),  satisfaite  par  ces  menies 
integrales;  mais  celle-ci  resulte  des  relations  (6)  avec  une  egale  simplicite, 
et  voici  comment  elle  s'exprime  : 

dx^  V*'*  dx       )    Ox  //o,i  V  ^.r    "^/Vi/^i.o       1\)    0/ 

Les  conditions  (6)  et  (7)  ne  peuvent  au  reste  fournir  une  equation,  qui 
contienne  q^  ^  sans  se  reduire  a  (ig),  (i/j)  on  (10).  Differente  de  ces  der- 
nieres,  elle  ne  renfermerait  que  les  coefficients  des  equations  (3)  et,  par 
suite,  serait  satisfaite  d'elle-meme,  en  verlu  des  identites  (1). 

II  est  aise  de  verifier  cette  conclusion  par  uu  calcul  direct,  que  je  sup- 
prime  pour  abreger. 

D'apres  un  resultat  obtenu  plus  haut,  les  equations 

.       P(  =  )  =  0,  P'(3)  =  0, 
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ayant  trois  solutions  communes,  satisfont  a  une  identite 

(20)  rp{z)  —  fp\z)  =  o, 

semblable  a  (5,  §  I).  Deux  equations  nouvelles 

(21)  'i^{z)=o,  r{z)  =  o, 

cle  meme  espece  que  (18),  servent  a  la  former,  et  Ton  connait  leurs  coef- 
ficients quand  ceux  des  equations  (3)  sonl  donnes.  Or  on  reniarque,  en 
calculant  les  equations  (21),  qu'a  Tune  d'elles  est  adjointe  p{z)  =0,  a 
Tautre  7/(3)  =  o,  Je  puis  done  enoncer  cette  proposition  : 

Quand  Ic  systeme 
(3)  p{-)  =  o,         p\z)  =  o 

admet  trois  solutions  independantes ^  il  existe  une  relation  identique 

(22)  ?p\-)—?p{-)  =  o, 

oh  entrent  les  equations  proposees  avec  deux  autres  de  meme  espece; 
ety  si 

p{z)=o,  y/(s)  =  o,  p(::)=o,  p»  =  o 

ont  respectivement  pour  adjointes 

<S{z)  =  o,  a^(z)  =  o,  !>(:;)  =  o,  P'(;^)  =  o, 

I' identite  (22)  entraine  la  suivante  : 

(23)  a^P'(z)  — ^rP(z)  =  o. 

De  plus  les  solutions  du  systeme  [^)  et  leurs  deri\^4es  da  premier  ordre 
satisfont  a  des  equations  lineaires 

^0,1 2       +^..o2       -\-q^z  =  q, 
dont  les  coefficients  sont  lies  aux  integrales  de  ce  systeme 

(a4)  P(Z)==:o,         P'(Z)  =  o,    . 
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par  lesformules  que  je  transcris 

Je  dirai  que  les  systemes  (24)  et  (3)  sont  arijowts  \\\n  de  Tautre,  et, 
cette  definition  admise,  on  voit  que  je  saurai  toujours  integrer  a  la  fois 
deux  systemes  adjoints,  tels  que  ceux  qui  precedent. 

Ceci  convient  aux  equations,  telles  que  (3),  ayant  trois  solutions  com- 
munes. Le  systeme  (i5,  ^  I),  qui  a  quatre  integrales  independantes,  jouit 
de  proprietes  analogues;  voici  comment  on  pent  s'en  convaincre. 

Soit,  avec  les  notations  dont  j'ai  deja  fait  usage, 

(26)  p(z)  =  7.p 

une  equation  qu'il  soit  pet  mis  de  joindre  aux  deux  proposees 

(27)  /(r.)  =  o,         /''(c)  =  o, 

pour  en  determiner  les  integrales  communes.   L'expression  /;,   comme 
Ton  sait,  est  donnee  par  les  relations 

tandis  que,  a  cause  des  identites  (i), 

(29)    \   -^  +/\—J\,Puo-^Fo.,P,.o-  -fe-  =  ''' 

-j^  -^  Po-^p>Apuo-  rJ-^Po,XPo.,-  p>.o)  -^  =  o- 
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On  tire  des  equations  (28) 

d'autre  part, 

(3o)  \ 

et  ces  expressions,  substituees  dans  la  deuxieme  des  equations  (29),  la 
changent  en  la  suivante 

ou  bien,  puisque 
en  celle  ci 


i!:ll)_r,y  .^ii=E£L\ !(?)_„■  !(e1 

( 3 1 )  I  '^•^  <'!>'       V   '  ^y    J    ^^  '*    '^j' 

Je  multiplie  maintenant  la  derniere  equation  (29)  par/;^'^  et  j'ajoute  le 
produit  a  la  premiere,  en  tenant  compte  des  relations  (3o);  I'equation 
resultante, 

-+-  ip\.  -/'...)  (/... + pUJ  -  (^^  +K.  ^)  =  «' 
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se  transforme  au  inoyen  du  sysleme  (a8)  et  devient 

A        dy\P^^^     dy    -^I^aP.,.-^    dy  )       P^^"  dx\pl,^  p'l.dx ) 

c'est-a-(lire 


(32) 


+  L^-'.  -  -^:r-  +  te  -/'...;  IT 

Les  equations  (3i)  et  (Sa)  contiennent  lineairement  -  et  ses  derivees 
des  deux  premiers  ordres.  D'ailleurs,  cette  fonction  connue, 

/'..o.    A.,     et    p^ 

s'en  dediiisent  sans  ambiguite  par  les  formules  (29);  en  consequence,  et 

/(.)  =  o,        7^7.)  =  0 

possedant  quatie  integrales  communes,  il  doit  y  avoir  pour  -  tout  autant 

de  determinations  distinetes;  c'est  dire  que  le  systeme  (3i),  (Sa),  sem- 
blable  a  (27),  admet,  comme  ce  dernier,  quatre  integrales  independantes. 
Mais  celui-ci  donne  lieu  a  une  identite 

(.6,§I)  p'V(.)-pV(=)  =  o, 

obtenue  en  eliminant /;  (:;)  des  relations  (9,  §1)  ou,  plus  simplement, 
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par  iin  ralcul  direct;  f"\z),  p""'(3)  s'expriment  comme  il  suit: 

P  (-}=^z    -+-/'.,,-    -^(^/^,. djr~)^ 

J_  Fn'  _  /.'      ^"'°6^«o  _4_    '^*^/^■'^ 1  (!!]:<>  _u  ^^'0SK..\  1  - 

^[F,       I\a       dx  dy  <>JC\/';',«  dy      /J^' 

(33)   (   -(3)==,--+^;^,-v(K-^^).'-+(K.  +  ^^ 

,  r^",i  ,  ^pL  _j_  „"'  „  '^v.-o 

Si  Ton  y  prend  pour  inconnue 

z 

~  m  ~ 
Pt,0 

au  lieu  de  z,  en  reduisant  a  Tunite  les  coefficients  de  ;:  **  ,  r'"'^',  Ton  voit 
qu'a  Tune  des  equations  formees  de  cette  maniere  est  adjointe  Tequa- 
tion  (3i),  a  Tautre  equation  (Sa),  Je  represente  ainsi, 

(34)  fY-A^)  =  o,         P^-Y_L^)  =  o 

\P'Pi,oJ  \PPt,oJ 

ces  dernieres,  et,  puisqu*elles  ont  quatre  integrales  communes,  il  existe 
une  relation  identique 

(35)  'rP'\z)  —  ^P'"\z)=o 
qu'elles  doivent  verifier.  Les  equations 

riz)  =  o,      r(=)  =  o, 

deduites  de 

F'(z)  =  o,         P'-'(z)  =  o, 
comme  Tetaient 

p->(^)  =  o,  p-"'(z)  =  o 

des  deux  proposees,  se  trouvent  etre  les  adjointes  de  celle  ci,  et  cette  con- 
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elusion^  tiree  des  forniules  (33),  acheve  de  demontrer  le  theoreme  sui- 
vant  : 

Quand  le  systeme 

(27)  p'{z)  =  o,         //'(:=)  =  0 

admeVquatre  integrales  independantes,  ily  a  une  relation  idimtique 

(36)  F //(z)-pV(=)  =  o 

oh  entrent,  ai^ec  les  equations  (27),  deux  autres  equations  de  mcme  es- 
pece 

P (2)  =  o,         p"'(z)  =  o, 

ei  si 

p'iz)=0,  /'(Z)  =  0,  p'"(2)=0,  r(2)  =  0 

out  respect ivement  pour  adjointes 

n^)  =  o,  r{z)  =  o,  P"(r.)  =  o,  ?■"■'(=)  =  o, 

I' identite  (36)  entraine  la  suivante  : 

(37)  .     ir  P""(^)  —  '^"V'\z)  =  o. 

De  plus,  les  solutions  de  (27)  et  leurs  derivees  des  deux  premiers 
ordres  satisfont  a  des  equations  lineaires 

(iont  les  coefficients  sont  lies  aux  integrales  de 

.(38)  P"'(Z)  =  o,         F""(Z)  =  o, 

par  ces  formules 


0*'  /  (^losZ 


/;,  =  - 


7'...[^'«'' -^  ^(^)] -^/'-(^-~/'''»)  -  ^ I 
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II  convient  d'appeler  adjoints  deux  systemes  ayant  entre  eux  la  nieme 
dependance  que  (27)  et  (38)  et,  comine  ceux-ci,  doues  de  quatre  inte- 
grales  distinctes;  on  a  vu  que  rintegration  de  Tun  d'eux  entraine  celle  de 
Tautre  sans  nulle  difficulte. 

Avant  de  terminer  cet  article,  je  veux  indiquer  une  consequence  assez 
curieuse  des  resultats  qui  viennent  d'etre  oblenus.  Si  deux  equations  telles 
que  celles-ci, 

v\z)=^o,         p'\z)  =  o, 

ont  quatre  ou  trois  integrales  communes,  elles  verifient  une  identite 

(36)  p /(z)-pV(=)  =  o, 

dans  laquelle  z  est  quelconque.  A  toute  solution  de 

(39)  p'{z)  =  o 

il  repond  done,  par  la  formule//'(;3)  =  C?  une  solution  de 

(4o)  p'"(C)  =  o, 

et  le  systeme 

(40  //(:=)  =  0,  jf{z)  =  l 

oil  C  n'est  deKnie  que  par  Tequation  (4o),.a  quatre  ou  trois  integrales 
distinctes;  cela  etant,  lorsque  Tequation  (4o)  se  resout,  a  Taide  des  trans- 
formations de  Laplace,  c'est-a-dire  avec  une  f'onction  arbitraire,  au  moins, 
degagee  du  signe  J,  Tintegrale  generate  de/?'(j3)  =  o,  qui  est  celle  du 
systeme  (40  pour  toutes  les  valeurs  de  C>  parait  s'exprimer  par  des  arbi- 
traires  d'une  nouvelle  espece.  On  est  par  la  conduit  a  rechercher  si  cette 
remarque  permet  d'etudier  des  equations  auxquelles  les  procedes  ronnus 
ne  soient  point  applicables,  en  d'autres  termes  s'il  arrive  que  Tequation  (4o) 
soit  integrable  par  la  methode  de  Laplace,  alors  meme  que  Tequation  (Sg) 
ne  Test  pas.  Or  I'identite  (36)  entraine,  je  I'ai  dit,  la  suivante 
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et,  comine  deux  equations  adjointes  se  resolvent  toujours  a  la  fois  par  les 
transformations  de  Laplace,  Tequation  (4o)  ne  pent  admettre  cette  reso- 
lution selon  rhypothese,  sans  que 

F"(:;)  =  o 

le  fasse  aussi;  mais,  quand  z  est  Tintegrale  generale  de  cette  derniere 
equation 

contient  une  fonction  arbitraire,  au  moins,  degagee  du  signej  et  satisfait 
a  Tequation 

^(■r.)  =  o, 

qui,  par  suite,  se  prete  a  I'integration  de  Laplace ;  il  en  est  done  de  meme 
pour  son  adjointe 

7/(3)  =  o. 

Ainsi,  quand  Tequation  (4o)  est  de  celles  qui  ont  une  integrate  gene- 
rale  ex  plicite,  Taquation  correlative  (Sg)  appartient  a  cette  meme  classe, 
peut  etre  etudiee  d'une  maniere  directe,  et  c'estce  que  nous  voulions 
etablir. 

in. 

Pour  trouver  les  trois  solutions  communes  aux  equations 

(i)  p{z)  =  o,         p\z)=o,  //(z)  =  o, 

j'ai  remarque  que,  d'apres  une  methode  connue,  tout  se  reduit  a  integrer 
une  equation  differentielle  lineaire  du  troisieme  ordre  avec  une  seule  va- 
riable independante.  Mais  cette  equation  meme  contient  un  parametre 
qu'il  fautlaisser  entierement  arbitraire,  et  il  est  aise  d*imaginer  ce  qu'une 
pareille  obligation  comporte  de  difficultes.  Je  vais  d'abord  indiquer  un  cas 
oil  Ton  parvient  a  les  eviter  toutes,  j'etudierai  ensuite  les  moyens  de  ra- 
mener  a  ce  cas  T ensemble  des  autres. 
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Je  suppose  que  I'integrale  generale  de  I'equation 

(2)  p\--)  =  0 

soitdonnee  par  la  methode  de  Laplace,  et  d'une  facon  immediate;  c'est 
dire  qu'on  a,  par  exemple, 

(3)  ^+K..K,-/''.  =  o. 

de  sorte  que  les  solutions  du  systeme  (i)  sont  contenues  dans  la  formule 

(4)  z<»•"-h)p;.z=Ye-•^^''••''^ 

oil  Y  ne  depend  pas  de  x.  J'abregerai  Tecriture  en  posant 

(5)  ^--^^^0^-^^. 

a  cause  de  (i),  I'equation  (4)j  differentiee  en  j,  exige  la  suivante 

d'oii  Ton  voit  qu'il  resulte 

a  moins  que/;^^^  s'evanouisse.  Je  laisse  pour  le  moment  cette  hypothese, 
et  j'admets  la  relation  precedente;  ce  qu'on  en  deduit,  par  une  differen- 
tiation nouvelle,  se  represente  ainsi 

(6)  X;^  =  t;J(Y''-+-aY'+vY) 
et  entraine  par  consequent 

(7)  .  +h^|+.-K  +  ^(!)]iv' 
pourvu  que  \  ne  soit  pas  nul. 
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Les  coefficients  de  cette  equation  ne  peuvent  dependre  dex;  au  reste, 
la  formule  (6)  fait  connaitre  z,  si  Ton  sait  obtenir  Y.  Tout  le  probleme 
est  done  d'integrer  une  equation  differentielle  (7),  lineaire  et  du  troi- 
sieme  ordre,  oil  n'entre  ancun  paranietre. 

L'hypothese  X  =  o  n'apporte  aucune  complication  :  Y  est  alors  donnee 
par  une  equation  du  second  ordre 

Y'^4-ar+vY=o 
et  z  par  une  quadrature;  au  contraire,  la  condition 

donne  lieu  a  une  exception  essentielle;  mais,  comme  elle  ne  differe  pas  de 
celle  qui  sera  signalee  aussi  dans  le  cas  general,  je  crois  inutile  de  m'y 
arreter  en  ce  moment. 

Si  ridentite  (3)  n'est  pas  verifiee,  i'equation 

p'{z)  =  o 

pent  neanmoins  etre  integrable  par  la  methode  de  Laplace :  il  faut  alors 
la  transformer,  comme  Ton  sait  le  faire,  jusqu'a  ce  qu'elle  se  decompose 
et  fournisse  une  relation  semblable  a  (4);  chacune  de  ces  transformations 
change  visiblement  le  systeme  (i)  en  un  autre  de  meme  espece,  et  Ton  par- 
\ient  a  un  dernier  systeme,  auquel  s'appliquent  les  considerations  prece- 
dentes.  Mais  les  inconnues,  qui  se  sont  succede  a  la  place  de  z,  se  de- 
duisent  toutes  les  unes  des  autres  par  des  operations  simples;  Texpression 
meme  de  z  se  conclut  done  en  definitive  des  integrales  d'une  equation  dif- 
ferentielle, ayant  precisement  la  forme  (7),  ce  que  Ton  s'etait  propose. 
J'admets  maintenant  que  Tequation 

f/{z)  =  o 

ne  s'integre  point  par  la  methode  de  Laplace.  II  existe  des  combinaisons 
de 

p'{z)  =  o,         p"{z)  =  o, 
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qui  jouissent,  au  conlraire,  de  cette  propriete  et  se  decomposent  sans  etre 
transformees. 

L'une  d'elles,  en  effet, 

est  obtenue,  si  Ton  sail  determiner  les  trois  quantites 

de  maniere  a  verifier  les  relations  (6,  §  II),  que  je  rappelle  : 

Etant  donnee  de  cet  ensemble  une  solution,  qui  ne  soit  pas  une  inte- 
grale  du  systeme  adjoint  a  (i),  Tequation  (2*),  traitee  comme  (2),  est 
remplacee  par  une  autre, 

(9)  7o..^     +(7.,.^-      -^•••  =  ,1;;:;' 

d*ordre  inferieur.  Elle  fournit  des  relations  semblables  a  (6)  et  (7)  et 
desquelles  resultent  les  memes  consequences. 

J'ai  fait  exception  pour  les  solutions  de  (8),  qui  verifient  le  systeme 
adjoint  a  (i);  car  les  fonctions 

qui  leur  correspondent,  n'etant  pas  changees  par  les  operations  auxquelles 
on  les  soumet,  Y  est  alors  une  constante  dans  Tequation  (9) ,  et  Tanalyse 
precedente  devient  illusoire;  mais,  par  la  relation 

/\.  (7o.,^"'"" -^  7..,^""' H- 7.^)  =  const., 

Time  des  trois  fonctions  z^*'^\  z^^'*\  z  s'elimine  des  equations  qu'il  faut 


Equations  differentielles  non  lineaires.  21 3 

integrer,  etieur  etude  se  trouve  reduite  a  celled'une  equation  lineaire 
du  second  ordre,  dont  les  coeflficients ,  il  est  vrai,  renferment  un  para- 
metre.  Apres  cette  explication,  je  n'ai  plus  qu'a  resumer  ainsi  les  propo- 
sitions des  a  present  etablies. 

L'integration  demandee  se  divise  en  deux  recherches  consecutives. 

Le  premier  point  consiste  a  trouver  une  solution  de  Tensemble  (8), 
qui  ne  soit  point  une  integrale  du  sysleme  adjoint  a  (1). 

Le  second,  a  integrer  une  equation  differentielle,  lineaire  et  du  troisieme 
ordre,  oil  ne  figure  aucun  parametre. 

J'ai  peu  de  chose  a  changer  dans  cette  analyse  pour  Tappliquer  a  un 
systeme, 

(10)  /^'(^)  =  o,         p"'{z)  =  o, 

ayant  quatre  int^grales  distinctes  : 

I**  S\  p\z)  est  telle  que  Tidentite  (3)  soit  satisfaite,  les  relations  (10) 
equivalent  a  d'autres  plus  simples, 

qui  permettent  d'isoler  Tinconnue  z  :  elle  est  donnee,  cela  est  clair,  par 
une  expression  oil  entre  Y  avec  ses  derivees  des  trois  premiers  ordres, 
Y  elle-meme  par  une  equation  lineaire  du  quatrieme  ordre.  Celle-ci  ne 
pouvant  renferraero?,  on  a  resolu  le  probleme  que  j'avais  en  vue. 
a""  Je  suppose  que,  pour  la  resolution  generale  de 

(11)  //(z)  =  o, 

quelques  transformations  soient  exigees.  Puisque  Ton  pent  (§  II)  sub- 
stituer  au  systeme  (10)  trois  equations, 

(12)  p{z)=  CLp,         p\z)  =  o,  //(z)  =  —  ay;;^  p, 

contenant  une  constante  arbilraire  a,  toule  transformation  de  ce  systeme 
peut  etre  regardee  comme  effectuee  sur  ces  dernieres.  Or  elles  repro- 
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duisent  alors  tin  groiipe  de  meme  espece,  et  dont  il  resulte,  par  relimi- 
nation  de  a,  un  autre  systeme  semblable  a  (lo).  Mais  rien  n' oblige  a  faire 
usage  des  equations  (12),  dont  j'ai  parle  seulement  pour  rendre  ma  de- 
monstration plus  claire  et,  chacune  des  operations  faites  sur  (11),  pour  en 
trouver  Tintegrale  premiere,  ayant  conserve  a  Tensemble  (17)  ses  pro- 
prietes  essentielles  et  sa  forme,  il  est  necessaire  qn'on  revienne  en  defini- 
tive au  cas  precedent,  ce  qui  termine  toutes  les  recherches. 

3**  Sans  hypothese  particuliere  sur  les  equations  (10),  on  sail  qu'elles 
satisfont  aux  identites  (9,  §  I),  dont  Tune  s'ecrit  de  cette  maniere 

(> 3)  ^  +  {p,,-p:,.)p'{z)  -^p^yiz)  =  ^  +  (/>;,  ^P.A.)pi-^)- 

Je  considere  la  combinaison 

(»4)  '-^  ^{p.,-p\,.)p'{^)-^P.J"{z)^o, 

qui  serait  entierement  connue  si  Ton  avait  une  integrale  du  systeme 

(i5)  P^'^(z)  =  o,  V''''\z)  =  o, 

adjoint  a  (10),  et  j'observe  que  des  combinaisons  analogues  s'obtiennent, 
independantes  des  equations  (i5),  d'apres  la  seule  condition  (i3).  II  est 
visible,  en  effet,  (]u  une  solution  des  equations  suivantes 

dp  I  If    /  \ 

-        =P,.oP-^P2.oiPo.,P)y 


(.6) 


%^  =  ('^  -PI)P  +Pl  (Po,,P)  +/..,  (P..P)  -   iP.P)> 

"^^^ = (^  -p:.p\.+p:)p+p:ap..p)  +p\apo,,p), 


dx 


^^^   =  {^-Po.>P.)p-^PliPo..P)-^Po(P„oP)^ 

suflit  pour  cet  objet. 

Celles-ci,  d'ailleurs,  ne  contiennent  les  inconnues 

P^     P,,,P^     PuoPy     P*P 
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et  leurs  derivees  qu*au  premier  degre,  la  variable  j  que  conime  un  para* 
metre. 

Parmi  leurs  solutions,  si  j'en  choisis  une,  telle  que  -i^!—  ne  verifie  pas 

les  deux  relations  (i5),  je  puis  assoeier  au  systeme  (lo)  une  equation 
nouvelle 

oil  figure  une  arbitraire  Y,  independante  de  a;;  de  la  resulte  une  expres- 
sion qui  represente  z,  quand  cette  fonction  Y,  employee  pour  la  composer, 
satisfait  a  une  equation  differentielle  lineaire  du  quatrieme  ordre,  facile 
a  former. 

Que  i'on  prenne,  au  contraire,  une  integrale  du  systeme  (i5) :  Tidentite 
correspondante 

^ + ip.-p\.)p'{^) + A../'(^) = '-^ + {p\.^p..p:.)p{-) 

ne  pent  fournir  une  valeur  explicite  de  z,  car  la  quantite 

^         -+-/^o,i^         +/^,o^         -+-/^oZ 

se  reproduit  toujours  par  les  operations  qu'on  doit  executer.  Voici  done  a 
quoi  se  ramene  en  definitive  la  recherche  des  quatre  solutions  communes 
aux  equations 

p'{z)==o,         p"'{z)  =  o: 

1**  Trouver  une  seule  solution  de  Tensemble  (16),  qui  ne  soit  point 
une  integrale  du  systeme 

V'\z)  =  o,         P^"^^(z)  =  o, 

adjoint  au  propose; 

2°  Integrer  une  equation  differentielle,  du  quatrieme  ordre  et  lineaire, 
dont  les  coefficients  ne  contiennent  aucun  parametre. 
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CHAPITRE  II. 

Equations  differentielles  dont  l'int6grale  exprime,  cntre  des  constantes  arbitraircs,  une  relation 
lin^aire  dont  les  coefficients  renferment  les  variables.  —  Garact^res  auxquels  on  reconnait  les 
equations  de  cette  esp6ce.  —  Leur  forme  explicite  dans  deux  cas  tres  etendus.  —  Precedes 
d*int^gration. 


IV. 

Je  considere  les  equations  du  second  ordre,  dont  Tintegrale  pent  etre 
ainsi  representee 

(i)  a,z,  H-a3Z3  +  (X3Z3=  o, 

apres  avoir  designe  par  a^,  (X^,  .  .  .  des  constantes  arbitraires,  par  z^j 
Z2,  ...  certaines  fonctions  de  x  et  dey.  A  chacune  de  ces  equations  dif- 
ferentielles  correspond  un  systeme  lineaire  aux  derivees  partielies, 

(2)  p{z)  =  o,         /(z)  =  o,         j/{z)  =  o, 

ayant  ses  solutions  donnees  par  le  premier  membre  de  (1),  lorsqu'on  y 
laisse  x  ety  independantes.  Si  le  systeme  (2)  est  connu,  I'equation  diffe- 
rentielie  correspondante  en  resulte  sans  aucune  peine;  on  deduit  en 
effet,  de  z  =  Oy  deux  relations 

(  z''^''^z''^y=o, 

^^^  j  z''^''^2z''^y^z''^y-hz''^y'=o, 

qui,  verifiees  avec  le  systeme  (2),  exigent  que  Ton  ait 

(4)  y'+/^oy'+(2K.-/^so)/'+(/o.,- v^o)/-/^';.u= 

c'est  I'equation  cherchee.  J'y  pose 

de  sorte  qu'elle  devienne 

(6)  /'-+-ay+.Sa./*H-3a.yH-fl,  =  o. 
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Quand  I'equation  (6)  est  donnee,  une  in6nite  de  systemes  seniblables 
a  (a)  lui  correspondent  et  s'obtiennent  comme  on  va  le  voir.  A  cause 
de  (5),  j'aurai  d'abord 

(7)  ^         o  ' 

puis  j'ai  recours  aux  identites  (3,  §  I),  dont  la  premiere  a  pour  conse- 
quences ces  conditions 


+  A+/^o,i(  Ai.o-ZoJ  -<-Ki  (/v.  — Z'l.u)  -  %^  =  <>' 


^   -^o.iK+(/o..-/^..o)/^'o+/^i.o/^o-^  =  0, 

et  la  seconde,  les  suivantes  ; 

(9)      i  ^ -h/o-H/''.,o(A,.«-/,..)+/,..(K. -/'.,«)-%  =0' 

Leur  ensemble  exprime,  on  lesait,  qu'il  y  a  trois  solutions  communes 
aux  equations  (2),  c'est-a-dire  que  I'equation  differentielle  proposee, 

/'+  «,/' H-  3a,y*+  3a,/-f-  a,  =  o, 

a  son  integrale  de  forme  (1).  Or  on  deduit  de  (8)  et  (9) 

(•O)  3piP\,.-^Po.^)=si(Puo+P'o.>)' 

il  existe  done  une  fonction  ^ ,  determinee  par  les  formules 
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cette  fonction  d'aillenrs  est  arbitraire,  car  elle  est  proportlonnelle  a  un 
factenr  par  lequel  il  est  permis  de  niiiltipiier  le  premier  membre  de  (i), 
par  suite  aussi  les  integrales  dii  systeme  (2)  qii'on  lui  fait  correspondre. 
Je  prendrai  <p  =  const,  ou,  ce  qui  est  la  nieme  chose, 

j'en  puis  deduire,  en  vertu  de  (7), 

et  de  ces  expressions,  portees  dans  les  identites  (8)  et  (9), 


8' 


dy 

da,, 

dy  dx 


a^a^ 


Cela  etant,  un  calcul  simple  indique  les  conditions  auxquelles  doit  satis- 
faire  Tequation  (6)  pour  appartenir  a  la  categoric  dont  j'ai  parle  :  ce  sont, 
entre  les  coefficients  a^^  a^^  .  .  . ,  a^  et  leurs  derivees  partielles  des  deux 
premiers  ordres,  deux  equations  qu'on  pent  representer  ainsi 

d  ( da^         3  \  d  (     daz         da2  \ 

dAw^  ^'''"^)-  rA^iy  -  ^  -^"'"^J 

r,       /     Oa^         dai  \  (dels         '  \ 

-^  -  da,a,)  -^  -  (^_  _  2  ^  +  «.«,  j 

«» (^-^  —  2  ^  +  a,a,j  +  a,  [^  ~h  3ff,a,  j  ==  o, 

el  (^iii,  d'apres  leur  signiHcation  meine,  doivent  constituer  un  gioupe 


dx\. 
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invariant  par  toutes  les  transformations  de  ce  genre 

dppliquees  a  V equation  (6).  De  la,  je  conclus  cette  proposition  : 
Etant  donnee  une  equation  different ielle, 

./+«!/'+ 3a,y'  +  3a3/+a,  =  o, 

dont  les  coefficients  a^ ,  a^^  . . . ,  a^  peus>ent  renfermer  a  lafois  la  variable 
et  rinconnue,  on  reconnait  que  son  integrale  cxprime  une  relation  li- 
neaire  entre  des  constantes  arbitraires,  s'ilest  satisfait  aux  identites  (i  5). 
En  ce  caSj  I'integrale  clierchee  s'obtient  en  egalant  a  zero  la  solution  ge- 
nerals d'un  systeme  d'equations  lineaires,  aux  deri^'ees  partielles  du 
second  ordre, 

Mais  tout  systeme  de  cette  espece  a  son  adjoint, 

(18)  P(^)  =  o,  P\z)  =  o,  P"(z)  =  o, 

facile  a  construire  d'apres  les  formules  (19),  (i4)  et  (10)  du  §  II,  etcor- 
respondant  a  une  equation  difFerentielle  semblable  a  (6), 

(19)  /+  A,/'-f.  3A,/^+  3 A3/H-  A,  =  o, 

qu'on  en  deduit  par  les  relations  (5). 

Voici  les  expressions  ainsi  trouvees  pour  les  coefficients  A, ,  Aj, . . . ,  A^ : 


(^o) 


/a  a  »  d]oaai 

A,  =  — a,,  A,  =  — a^H-j— ^|— , 


?20  R.     MOUVJIXE. 

Sans  aucune  peine,  on  verifie  que  ces  relations  peuvent  etre  inversees, 
c  est-a-dire  que  Ton  a  aussi 

I  A  *        A  '      <^  log  A  I 

^i  =  — A,,  a,  =  — A,+  ^      ^^     ; 
.           a  dlo^Af  I    /(JA3  d\.2         A     A   \ 

«,=  -A,4-3-^,  «,  =  _-(^__2_-^A  A,j, 

comme  on  le  devait  prevoir, 

Les  identit4s  (i  5)  ayanl  lieu,  je  dirai  que  les  equations  (19)  et  (5)  sont 
adjointes  Tune  a  Tautre;  leur  liaison  est  telle,  on  le  voit,  que  si  I'integrale 
de  Tune  est  caleulee  sous  la  forme  (1),  celle  de  I'autre  est  aussi  eonnue, 
car,  ayant  integre  Tun  des  deux  systenies  adjoints  d'equations  aux  deri- 
vees  partielles,  auxquelles  correspond  I'ensemble  (19),  (6),  le  second 
sysleme  a,  de  ce  fait,  ses  solutions  en  evidence  (§  H). 

J'ajoute  encore,  au  sujet  des  equations  adjointes,  une  remarque  a 
laquelle  j'attribue  quelque  importance;  je  reprends  a  cet  eflfet  les  equa- 
tions (6)  et  (7),  §  II,  et,  apres  en  avoir  elimine  a  et  (/,  j'obtiens  simple- 
ment  ce  qui  suit  : 

^^^^ )  .4(|t;)-(/''...-'''...^:-^-^/'-..(fr;y-?t;,t-"-.-.=°- 

(^7(:t;)+(''-.-/'..-'fr:+''-(£-:)'^  t  -/'■••=<'• 

Si  Ton  ajoute  a  la  premiere  de  ces  relations  le  produit  de  la  seconde  par 
'^7  le  coefficient  de  r/.  s'evanouit,  de  sorte  qu'on  trouve  enfin 

(23)     1  ^^^'1"^'^       ''"^'^^^l"^'^  ''^1"^'^ 

I   +(-K-/o(|::;y+(/..-^/';..)  It: -/';.=<>, 

et  il  est  aise  d'etablir  que  toute  fonction  qui  rend  identique  cette  relation 
est  une  des  valeurs  du  rapport 
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je  con&idere  maintenant  une  integrate  premiere  de  Tequation  proposee  (6) , 
integrate  d'ailleurs  particuliere  qu'on  pent  representer  ainsi 

On  doit  avoir,  cela  est  clair, 

el,  par  consequent,  la  fonction  /  est  solution  de  Tequation  (aS).  Elle 
fournit  done  une  expression  qui  convient  a 


Tune  des  equations  (22)  donne  ensuite 
et  des  identites  (6  et  7,  §  II)  on  deduit 

(.6)  ii|5-=,H-^;,+/,;,fc5_^, 

^-^  70,1  70,1 

d'oii  rj^  ^.  On  a  done  acquis  tons  les  elements  necessaires  pour  composer 
une  integrate  du  systeme  (18),  par  suite  aussi  de  Tequation  (19),  qui  est 
1  adjointe  de  la  proposee;  Tintegration  de  cette  derniere  est  ainsi  ramenee 
a  celte  d'une  equation  lineaire  du  second  ordre,  mais  renfermant  un  para- 
metre,  Tet  est  le  parti  qu'on  pent  tirer  de  la  seule  integrate  (24)?  bien 
que  donnee  sous  une  forme  quetconque. 


Les  relations  (i5)  du  paragraplie  precedent  fourhissent^  dans  deux 
cas  tres  etendus,  les  expressions  entieremenl  explicites  des  coefficients  r/,, 
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^2)  ^9^  ^4  9  qui  y  figurent.  Le  premier  cas  se  presente  quand  aucun  de 
ces  coefBcients  ne  contient  Tune  des  variables,  par  exemple  j;  le  second, 
quand 


da  3  da  2 

d^  — ^^-^■^•^^  =  ^• 


Jx 


1**  Les  fonetions  a^,  a^,  . . .,  «^  etant  supposees  ne  dependre  que  de  x 
et  satisfaire  aux  equations  (i5,  §  IV), 


(I) 


_         d  fda^    ,    Q  \  d   /     da^         da2    .  \ 

"» V=*  ^  -  d^  -+-  «'«0  -  «*  (  d!^  -  ^^''^^ J' 

^       fda^  da^  \  (das         o  \ 

on  observe  que  Tune  de  eelles-ci  a  pour  integrale  evidente 


(2) 


-^  —  3rt,a,-f-  3a^  =  3c, 


oil  c  designe  une  constante  arbitraire. 

Je  prends  a  volonte  a,  et  ia  fonction  a  ainsi  definie, 


(3) 


ia  premiere  equation  (i)  s'ecrit  alors 


(4) 


d% 


^-hSa.a—  3rt,(c  — rt»)=o 


dx 


et,  multipliee  par  <?., ,  se  change  en  celle-ci 


(5)        «.,^  +  «'(^  +  5«;-3<')  +  3«-«)('^-«')  =  ». 
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grace  aux  relations  (2)  et  (3).  Or  Tequation  (5)  n'est  autre  chose  que 

^(a^a  — 3m,-+-a^)  =  o, 
d'oii  je  conclus 

(6)  a,  a  —  3c«2  H-  a]  —  c^  =  o, 

en  introduisant  une  nouvelle  constante  c,.  De  la  formule  (6)  a,  resulte, 
car  a,  et  a  sont  des  donnees,  puis  la  formule  (3)  fait  connaitre  a^^  la  for- 
mule (2)  a,  et  le  tout  en  termes  finis. 

2®  Les  relations  (i)  etant  satisfaites,  on  suppose 

/     X  da:i  dam 

(7)  ^-2^4-a.a,  =  o. 

Je  calculerai  d'abord  les  coefficients  A,,  A^^  . . .,  A^  de  I'equation  (19), 
§  IV;  ils  verifient  evidemment  les  deux  identites 

jl(^-.3A.A.)-,^(.^-^-HA,A,) 

-3A.(.^-';A3^.a,A.)-A.(^^-3A,A.)  =  o, 

(8)  (  '  ^  ' 
r.(^-3A,A.)^^(f-.^^A,A.) 

-3A,(^'-.^+A,A.)-hA,(^  +  3A.A.)=o, 

dont  la  signification  est  connue.  De  plus,  Tequation  (7)  equivaut  a  la 
suivante  : 

Aj,=  o. 

Je  clioisis  a  volonte  une  fonction  a  et  j'etablis  la  relation 
a  cause  de  la  premiere  equation  (8),  on  en  deduit 
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et  les  equations  (9)  et  (10)  ont  pour  consequence 


(i3) 


d'oii  je  puis  conclure 
J'ai  done 

la  deuxienie  equation  (8)  s'ecrit  alois 

Le  second  terme  n'est  autre  que 
ou  bien 

de  sorte  que  I'equation  (i3)  se  reduit  a  ceci  : 

J'ai  done,  en  integrant  et  designant  par  Y^  une  fonction  Aey  seulement, 


(i4) 


dx\~dP^\dx)^^d^^~di  —3  A,  A; 


dx 


=  0. 


(1 5) 


•  oy^    \dx J  dy         ox  '     * 
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je  multiplie  par  j-  les  deux  membres  de  cette  equation;  a  cause  de  la  re- 
lation (lo)  et  de  i'identite  evidente 

j'obtiens 

et,  si  j'integre  une  seconde  fois,  Y^  etant  une  nouvelle  fonction  arbitraire 
^^  X^  jc  P^"s  ecrire 

(i6)  Y.-Y.oc-h;pH-3a^  +  a»  +  A.^  =  o. 


Toutefois  rhypothese 

o   .     

dy  dx 


c  est-a-dire 


j:^  =  ^' 


met  en  defaut  I'analyse  precedente ;  voici  comment  on  doit  alors  proceder : 
L'equation  (17)  signifie  que  2  A3  et  A^  sont  les  derivees  partielles  d'une 
meme  fonction;  elles  peuvent  done  s'exprimer  au  moyen  d'une  nouvelle 
inconnue  a,  de  cette  maniere 

,    "*»—         a    dy    \dx)' 

Par  la  relation  (17),  I'urie  des  identites  (8)  est  satisfaite  d'elle-meme; 
I'autre  se  reduit  a 

•     ^  r^'       3A  A    I    '^v^^     -o 

LVII''  Cahier.  29 
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et  il  en  resulte 

(«9)  ir-^^^'^^3+-^->-=Yo, 

avec  une  fonction  arbitraire  Y,^  de  la  senle  variable  j;  une  seconde  inte- 
gration, fort  evidente,  donne  la  formule  definitive 

(20)  A,^  +  ^-Y.a-Y.=:o, 

en  introduisant  une  nouvelle  arbitraire  Y^,  independante  de  x. 
Dans  chaque  cas,  je  sais  ainsi  exprimer  toutes  les  inconnues 

^  \1  ^2'  •••1  ''■*> 

a  Taide  d'une  eertaine  fonction  a,  dont  on  dispose  a  volonte,  de  Y^  et 
de  Y,,  et  eela  sans  quadrature. 

Les  forniules  (21 ,  §  IV)  donnent  ensuite  les  coefficients  a^^  a^,  .  .  . ,  a^ 
qu'il  s'agissait  de  determiner. 

De  plus,  I'equation 

ne  subissant  pas  de  modification  essentielle,  lorsqu'on  y  prend  x  pour  la 
fonction  clierchee,  y  pour  la  variable,  mais  devenant 

a/'  —  o^i'^ —  3:730?'^  —  ia^x' —  a^  =  o, 

des  considerations  toutes  semblables  aux  precedentes  s'appliquent  aux  cas : 
1®  Ou  ci^^  a^^  .  .  . ,  a^  ne  renferment  pas  x\ 
2"*  Oil  Ton  doit  avoir 


^■57-1^"^'^^^=^' 


ou  bien 


duv^         da  2 

A 
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VL 
D'apres  les  resultats  obteniis  au  §  IV,  une  equation  differentielle 

(I)  /+  ^./'  +  :ir^/^-h  3r.3/  +  a,  =  o, 

dont  les  coeflicients  verifient  les  identites 

-y  \jp  +  3«,«,  j  _  _  (^2  _  _  _  +  a.r.,  j 


(=*) 


-  3«,  (a  ^  -  ^  H-  «.«,]-«,  (^^j:^  -  3r/,r,,j  =  o, 

d  (da,         n  \  d   /doti  da^  \ 

5^(-5j-3«.r.3)  +  ^(^ -a  ^ +  «.«,) 

s'integre  en  egalant  a  zero  la  solution  generale  d'un  systeme  lineaire  aux 
derivees  partielles 

fo  1)        \das         da  ft  ,  9x1 


^(M)_^^^^(i,o, 


qui  a  trois  integrales  dictinctes. 

L'etude  des  systemes  de  cette  espece  a  ete  faite  au  Chapitre  I,  et  Ton 
ponrrait,  en  consequence,  y  reiivoyer  pour  tout  ce  qui  touche  a  T integra- 
tion de  ['equation  (i);  niais  il  n'est  pas  inutile  d'ajouter  quelquos  re- 
marques  a  celles  que  j'ai  deja  faites  sur  ce  sujet, 

1**  D'abord,  il  faut  noter  les  equations  dont  les  coefficients  contiennent 
une  seule  des  variables  et,  pour  plus  de  precision,  je  suppose  que  ce 
soil  X.  En  ce  cas,  selon  la  nietliode  indiquee  au  §  III,  Ton  est  conduit  a 
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chercher  une  solution  de  ce  systeme 


dx 


— /'.,.5'«..— /',,.5'...H-«7.=  o, 


(^)  "i  %-'  -/,,,'7.,.-/.,.5',.,=  o» 

car  op  peut  toujours  faire  a  =  o  dans  les  relations  (6,  §  II) ;  cette  solu- 
tion etant,  comme  il  est  clair,  independante  de  j,  il  y  a  une  combinaison 
lineaire  des  deux  equations  aux  derivees  partielles 

p{z)  =  o,      y(z)  =  o, 

qui  s'integre  par  la  methode  de  Laplace  des  la  premiere  operation,  et 
ses  coefficients  ne  renferment  que  x.  L'equation  semblable  a  (7,  §  III), 
deduite  de  cette  combinaison,  doit  definir  une  fonction  de  j  et,  par  suite, 
il  y  figure  uniquement  des  quantites  ou  n'entre  pas  x\  mais  les  equations 
niemes  dont  elle  resulte  ne  permettent  pas  que  la  variable  y  s'y  puisse 
introduire;  ses  coefficients  sont  done  des  constantes  absolues,  ce  qui  im- 
plique  pour  z  la  forme  suivante 

(5)  ^  2  =  K,(p,0O^"''^+K:,cp,(.r)e-.^H-K3(p3(a:)e'V, 

avec  trois  constantes  arbitraires  K;  m^^m^^  ...  designent  des  valeurs 
donnees. 

2"*  J'ai  deja  fait  une  etude  particuliere  des  systemes  pour  lesquels  a  lieu 
Tidentite 

c'est-a-dire 

(6)  ^-—.^a,a,  =  o. 

Je  reviens  sur  cette  question  en  vue  de  presenter  des  explications  plus 
detaillees  et  je  conserve  a  cet  effet  les  notations  precedentes.  L'equa- 
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tion  (7,  §  IIF)  s'ecrit  ainsi 

(7)  Y'"-h  3P.  Y''+  3?,/+  P,  =  o, 

P, ,  Pj,  P3  etant  des  fonctions  independantes  de  x.  Dans  I'adjointe  de  la 
proposee 

/+  A,/'  +  3  A,/^  +  3  A3/+  A,  =  o, 

le  coefficient  A^  est  nul  en  vertu  de  (6),  et,  d'apres  une  relation  etablie 
au§V, 

dj  dx         dx 

Comme  d'ailleurs  un  calcul  facile  fait  connaitre  successivement  les  for- 
mules 

(8)  x=.A,(.^^-^-)  =  A,|; 

(9)  ts  =  ./«.''-  =  A? e-/^^-  =  a:  (|;) ', 
et,  a  cause  de 

(9')  !-  =  ^-(«.  +  ^)- 

Texpression  de  P^  que  je  transcris, 

(,„)     p,=.[,^..^^^.(-)]=-i^_^-|, 

ce  coefficient  est  toujours  nul . 
Mais  on  a  pose 

[  3P.=  v  +  |-|-,a.(3P,-.a), 
!      P3=|-^-+-v(3P,-fx); 

par  relimination  de  v  et  grace  a  I'egalite  maintenant  coniiue 

P.  =  o, 
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j'en  puis  deduire 

(>^)  p-3.u.|  +  .u.»+3P,.a.+  (X  +  P,-3P;)  =  o. 

Or  on  a  deja  (c/) 

c'est-a-dire  (§V), 

(i3)  |j(,  =  ~a. 

Substituant  cette  expression  dans  Inequation  (12),  on  trouve  que  Tiden- 
tite  (16)  du  paragraphe  precedent  exige  a  la  fois  les  deux  conditions 

(i4)  3P,=-Y.,         P,  =  Y.-Y:. 

La  premiere  equation  du  groupe  (11)  donne  ensuite 

(*5)  ^^  =  5^  +  ^'-^'o, 

d'oii  cette  conclusion  : 

Quand  les  identites  (2)  sont  satisfaites  et,  en  meme  temps,  la  suivante 

da*  dun 

pour  integrer  Tequation  proposee,  on  forme  les  coefficients  de  son  ad- 
jointe 

(16)      A,  =  — ^/,,         A,  =  — r/,-h3 -^,        A3  =  — rr,  +  -^  — ^, 

puis  a  se  determine  par  I'equation 

(■7)        -=-h+3T'(»'^-t,)l- 

Cela  fait,  je  prends 


(.8)     Y.=  ^-3A,A.  +  i^  +  3[|  +  a-  +  .^^(^,)] 


dx 
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et  je  me  sers,  pour  obtenir  Y,,  de  Tequation  (i6,  §  V) ;  ces  operations 
terminees,  le  probleme  est  reduit  a  Tintegration  d'une  equation  lineaire 

(•9)  Y'"-Y.r-H(Y.-Y'JY  =  o; 

la  solution  generale  du  systeme  (3)  est  donnee  par  cette  formule 

<-)  '  =  A:Hsf[Y--Y'+(|  +  a--Y,)Y], 

et 

z  =  o 

exprime  I'integrale  de  Pequation  proposee  (i). 
II  y  a  exception  a  ces  regies,  si 

en  ce  cas,  il  convient  de  definir  oc  et  Y^  par  les  relations  (18)  et  (19)  du 
paragraphe  precedent.  Par  une  analyse  entierement  semblable  a  celle  qui 
vient  d'etre  presentee,  on  trouve  alors 

A  =  o,  ,^  =  0,  v  =  Yo. 

Voici  done  Tequation  lineaire  du  second  ordre  a  laquelle  est  ramene 
tout  le  probleme  : 

(22)  Y"-4-Y,Y=:o. 

En  egalant  a  zero  Texpression  de  z  qui  lui  est  correlative, 

on  a  r integrate  generale  de  I'equation  proposee  (i). 
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CHAPITRE  III. 

dv 
Equations  du  premier  ordre  qui  exprimeat  -^  par  un  polyn6me  du  troisieme  degre  en  y.  —  Cas 

particuliers  lies  aux  recherches  precedentes.  —  Examen  d'un  cas  plus  general  qui  s'y  ramene.  — 
Equations  du  second  ordre  imm^diatement  integrables.  —  Leur  forme  gen^rale.  —  Applications. 


VIL 

L'equation 

(i)  yJ^^a,y''^:ia^y^'^3a^y-{-a,  =  o 

s'abaisse  au  premier  ordre,  quand  les  fonctions  a,,  a^,  ..•,  a^  ne  ren- 
ferment  point  x  ou  j,  car  y  manquant,  par  exemple,  Tequation  (i)  ne 
difFere  pas  de  celle-ci 

(^)  %  "^  ^*^"  -^  ^^^y'^  +  3^3/+  a,  =  o, 

oil  rinconnue  est  j'. 

Les   coefficients  a,,  a^y   ...,   a^   sont  supposes  satisfaire  aux  iden- 
tites  (2,  §  VI),  c'est-a-dire,  dans  le  cas  actuel,  aux  deux  suivantes  : 

^  I  ^[^r-^-^K- «•«»)]  =  «' 

Ces  relations  definissent,  parmi  les  equations  de  forme  (2),  un  groupe 
particulier  digne  d'interet.  Les  equations  qui  en  font  partie  jouissent  de 
cette  propriete  caracteristique  :  Tinconnue  etanty ,  entre  a?, 

f/da: 

et  deux  constantes  arbitraires  existe  une  equation,  lineaire  par  rapport 
aces  constantes. 
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Je  vais  examiner  ies  difFerentes  hypotheses  qu'on  peut  faire  quand  les 
conditions  (3)  sont  remplies  et,  afin  d'abreger,  je  poserai  en  general 

dai  / 

^  =  ^'• 

i"*  Soil  verifiee  celte  identite 
(4)  a^a,  —  ^a^  =  o, 

d'apres  laqueile  le  systeme  aux  derivees  partielles 

\  z''^''^a,z'''''-a,z''^''^[^{a,a,  —  a\)-a;\z=^o, 

correspondant  a  (i),  comme  je  Tai  monlre,  contient  une  equation  suscep- 
tible d'integiation  immediate. 

Les  theories  developpees  au  paragraphe  precedent  sont  ici  toutes  deux 
applicables.  La  deuxieme  equation  (5)  ne  differe  pas  de  celle-ci 

oil   Y  ne  depend  que  de  j;   on  en  deduit,  en  general,  une  expression 
explicite  de  z 

(«)     '=-,(.;+'?»...)  [Y'-  «.V+  Y  («:-«;  +  3a,a.  -  ia\)], 
et  pour  Y  une  equation  differentielle 

j  Y-H-[3(«,a.-a:)-a;]Y' 

(7)  < 

dont  les  coefficients  doivent  etre  constants.  Les  relations 

{  a^a^  —  a^a^  +  2aj(a,a,  —  a\)  +  «,(«,«,. —  a,  a  J  =c,, 
ou  c  et  c^  representent  des  constantes  quelconques,  equivalent  bien  en 
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effet  au  systeme  (3).  Par  leur  moyen,  requation  (7)  est  de venue 

(9)  Y«'-3cY'-c,Y=o; 
son  integrale  generale,  qui  s'exprime  ainsi, 

(10)  Y=K,c'^^+K,e^.^+K3c'".^, 
contient  les  racines  m,,  m^,  m,  d'une  equation  numeriqne 

(11)  m* — 3cm-i-c,  =  o, 

et  introduit  trois  arbitraires  K.  L'equation  (i)  s'integre  en  posant 

c'est-a-dire,  en  egard  aux  relations  (8), 

Y'-a,Y+{al—3c)Y  =  o, 
ou  bien  encore,  grace  a  la  formule  (10), 

Gomnie  ilfauttirer  de  la  ['expression  de^,  il  semble  que  cette  fonction 
contienne  une  constante  superflue;  mais  cette  apparente  singularite  s'eva- 
nouit  d'elle-mdme.  Pour  le  montrer,  je  differentie  (12),  en  adoptant  les 
notations  suivantes  : 

m\  —  a^m,  +  {a\—3c)  =  ^,  (x), 
m\  —  a^m^'+-  {a]  — 3c)  =  ^^{x), 


ce  qui  donne 

(   K.[m,y^.(:r)H-f.(x)]e".^+K,K/^,(;i;)^-f,(.r)]e"'.^ 
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des  equations  (la)  et  (i3)  il  resulte 

K|  g"*«r K2g''*'J'  

Kac^.^ 

( wa  —  m^  )y ^j/,  ^j/2  4-  'fi  f,  —  ^2 f  1 

Soit  encore 


c'est-a-dire,  apres  une  reduction  facile, 

(i4)     j  ^-^K  — '^2)K+/W|)[K  — 3ca,+  c,)yH-(a,  +  /7?,)aJ, 


et,  sachant  que 

m^  -^  m^-\-m^  =  o, 

j'obtiens  enfin 

K|(a>,t02C03)* 

(.5) 

^«r_  (K|K2K3)'w2, 
1                   K2  (to,  (02(03)^ 

'  ^„^_(K,K,K,)'o>,. 

1                           K3(w,WjW,)' 

d'oii  cette  equation  symetrique 

(16)  i^\'^*-"',)i^(^-'^:^i^i^-'^^)=zh. 

J'ai  designe  par  h  une  constante  arbitraire,  liee  a  K,,  K^,  K,  par  une  rela- 
tion evidente,  etl'equation  (16)  est  Tintegrale  generale  de  Tequation  (2), 
caleulee,  comme  on  le  voit,  sans  avoir  eu  a  effectuer  une  seule  quadrature. 
2**  La  relation  (4)  n'etant  plus  supposee,  les  identites  (3)  seules  sont 
satisfaites.  D'apres  un  resultat  etabli  au  paragraphe  precedent,  le  sys- 
teme  (5),  correlatif  de  Tequation  proposee,  admet  toujours  une  solution 
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generale  de  cette  espece 

(,7)  z  =  K.^,(a:)e'^^-hK,J;,(a;)e-.^+K3^,(a:)e-.^ 

II  s'agit  uniquement  de  determiner  les  fonetions  ^  et  les  constaiites  m  qui 
y  figurent, 

A  cet  e(Fet,  il  saffit  de  substituer  Texpression  (17)  dans  la  premiere 
equation  du  systeme  (5);  on  en  conelut,  pour  chacune  des  trois  valeurs 
de  i'indice  i,  la  formule  suivante  : 

d'autres  identites,  fournies  par  les  equations 

//(z)  =  o,         /(z)=o, 

conduisent  a  des  verifications  et  a  la  relation  num.erique 

m*  —  3cm  +  c^  =  o, 

qui  continue  a  etre  satisfaite  par  les  constantes  m. 

J'ai  done,  des  a  present,  reuni  les  elements  necessaires  pour  construire 
I'integrale  (17) ;  e'etait  le  but  de  toutes  les  recherclies  qui  viennent  d'etre 
exposees.  Par  les  moyens  deja  employes,  Tequation 

K,t»;,(a:)c'^^^.  K,^,(a7)'^^^-K3'},(a?)e"^^=o 

pent  etre  ramenee  a  une  autre,  semblable  a  (16)  et  verifiee  par/ . 


VIII. 

On  peut  donner  a  ces  resultats  une  generalite  beaucoup  plus  grande  a 
I'aide  d'une  transformation  simple. 
Dans  une  equation  de  cette  forme, 

(1)  y-+-«ir'H-3a37'4-3a,j  +  a,  =  0, 
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je  fais  la  substitution 

(2)  j  =  7i(p(a?), 

me  proposant  de  cboisir  la  fonction  (p,  de  maniere  que  Tequation  nou^ 
velle 

(3)  7i'-Ha,7i»-|-3a,7i*4-3a37i  +  a,  =  0   • 

appartienne  a  la  eategorie  etudiee  au  paragraphe  precedent.  Je  dois  alors 
avoir  ces  formules 


(4)  a^+  3(a*—  a,oc,)  =  3c, 

dx 


(5)  ^(a,a,  — aj  — 3a3a;-t-a,a;=o, 


oil  j'ai  marque  les  derivees  par  des  accents  et  designe  par  c  une  constante 
arbitraire.  Comme 

(6)  a,  =  a,(p%         a,  =  a,(p,        a.  =  «,-H5^'        «'i=~^' 
je  conclus  de  i'equation  (4) 

(7)  a,(pcp'4-[a\4-3(a»  — a,a,)](p»— 3c  =  o, 
puis  de  (5) 

c'est-a-dire,  a  cause  de  la  relation  (7), 

I  3<p<p'[a,(o,a,— a,a,)  +  (o,a',  — a,a;)-t-2o,(a*  — a,a,)] 

\       H-?'[oi{ao4a,— 3a,tt',-|-a,a^  — a;)H-a,^(a,  +  3a*  — 3a,a3)J=o. 

Pour  abreger,  je  pose 
(9)         L  =  a,«',  —  a,d^  H-  a,(a,a^  —  a^a,)  -\-  2aj,(a*  —  a,a,). 
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de  sorte  que  Tequation  (8)  pent  etre  ecrite 
(lo)  3L9'+L'cp  =  o. 

La  consequence  est  que  Ton  a 

(.1)  ?=¥''■"■ 

si  K  est  une  constante. 

Mais  le  systeme  (7),  (1 1)  exige  pour  condition 

(12)  a.L'-f-KL»  — 3[a;  +  3(a^  — r7.cr,)]L=o, 

a  moins,  toutefois,  que,  les  relations  (7)  et  (10)  n'etant  pas  distinctes,  la 
constante  c  s'evanouisse,  car  alors  il  faudrait  avoir 

(i3)  a,lJ  —^[d^-^^a\  —  a,a,)]L  =  o, 

ou  bien  que  Tequation  (10)  soit  identique,  ce  qui  suppose 

(i4)  L  =  o. 

Ces  deux  cas  apparliennent  aussi  a  Tensemble  defini  par  la  relation  (12). 
Ainsi  done,  la  fonction  (p etant  choisie  d'apres  la  forniule  (i  i),  quand  L 
et  c  sontdifferentsdezero,  d'apres  (7)  quand  Tune  ou  Tautre  de  ces  quan- 
tites  s'evanouit,  la  transformation  {2)  rainene  Tequation  (i)  a  la  forme 
etudiee  au  pai*agraphe  precedent.  De  la  cette  conclusion  : 

V equation  differentieUe 

est  reductihle  aux  quadratures y  si  ses  coefficients  a^j  . .  .y  a^  et  leurs  de* 
ris^es  a ^ ,  •  • . ,  d^  satisfont  a  I'identite  suis^anie 

a,L'4-Kri— 3[a;-f-3(a',  — /7,a,)]L  =  o, 


EQQATIONS    OIPFERENTIELLES    NON    LIN^AIRES.  nSg 

oil  par  L  j'ai  represente  cette  combinaison 

L  =  a^d^  —  a, a,  -h  a,  {a,  a,  —  a^a,)  -h  2^,(aJ  —  «,«,), 

et  par  K  une  coiistante  arbitraire,  qidpeut  etre  nulle. 

D*apparentes  exceptions  se  rencontrent  si  Tequation  numerique  (i  i), 
(§  VII)  a  des  racines  egales  ou  nulles;  leur  discussion ,  equivalente  a  celle 
de  Teqiiation  (9,  §  VII),  est  trop  conniie  pour  qu'il  y  ait  lieu  de  m'y 
arreter  et  je  Tomettrai  tout  entiere;  mais  je  veux  signaler  une  transfor- 
mation que  permet  la  condition 

L=:o 

et  qui  donne,  je  pense,  la  vraie  signification  de  cette  identite. 

\  et  {Jt.  etant  liees  a  x  d'une  facon  arbitraire,  je  multiplie  Tequation  (i) 
par 

puis  j'introduis  une  fonction  nouvelle 

grace  a  Thypothese  faite  (i4)j  la  transformee  s'ecrit 

(i5)  t/h-ti"—  ^^ ^-? L_^7;h-  (\a^a,  =  o, 

des  que  Ton  prend 

L'equation  (i5)  est  du  type  de  Riccati  et  se  ramenerait,  comme  Ton 
sait,  aux  equations  lineaires  du  second  ordre.  Son  existence  seule  est  ce 
quej'avais  en  vue  d'etablir,  parce  qu'elle  exige  la  relation  {i4)- 

Je  terraine  par  une  reniarque  qui  se  rattache  a  la  theorie  des  invariants 
differentiels.  Cette  notion  des  invariants  a  ete  imaginee  par  Laguerre  et 
par  M.  Halphen  pour  I'etude  des  equations  lineaires,  et  il  en  a  etc  fait  un 
t res  grand  usage.  Elle  s'etend  sans  peine  aux  equations  telles  que  (i); 
toutefoisy  des  recherchesj  bien  plus  generales  que  celles  dont  je  rends 
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eompte  en  ce  Memoire,  m'engageraient  a  modifier  un  peu  le  langage  dans 
le  cas  actuel. 

Toutes  les  transformations  ainsi  definies 

etant  appliquees  a  I'equation  suivante 

y+«ir'+3a,j'H-3a,jH-a,  =  0, 

]*appellerai  invariants  relatifs  les  expressions,  coniposees  aveca,,  ...,  a^ 
et  leurs  derivees,  que  les  substitutions  (i6)  reproduisent,  multipliees  par 
line  certaine  puissance  du  rapport 

1. 
/' 

en  ce  sens,  L  et  le  premier  membre  de  (i  a)  sont  des  invariapts. 


IX. 

Parmi  les  equations  dont  Tintegrale  est  une  fonction  lineaire  des  con- 
starites,  celles  qui  sont  donnees  ainsi 

(t)  /+3a,y»+3«./  =  o 

meritent  une  etude  speciale  en  raison  de  leur  simplicite.  Je  vais  d'abord 
indiquer  les  conditions  satisfaites  par  les  coefficients  a^  et  a^  et,  comme 
consequence,  leur  forme  generale  explicite. 
Lorsque  Ton  pose 

(a)  -^ 

dat         2dat         „  „  ^ 
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les  equations  (2 ,  §  VI)  se  changent  en  ce  systeme 

(3)  3G-^^-li^lS)  =  o,        3H+^iM|Hl)^„, 

il  s'agit  d'obtenir,  en  toute  generalite,  les  fonctions  G  et  H  qui  le  rendent 
identique.  Or,  en  me  reportant  au  §  V  et  reprenant  les  notations  que  j'y  ai 
employees,  je  trouve  qu'il  faut  avoir 

W  ^:  +  3«|  +  «--Y.a-,-Y,  =  o. 

La  substitution 


a  = 


change  I'equatron  (5)  en  une  autre,  iineaire  et  du  troisieme  ordre, 

(«)  ^-Y4-Hy,r=o. 

Soient  y, ,  y^,  y3  trois  integrales  de  cette  dej;niere,  de  sorte  que  Ton  repre- 
sent e  a  par  la  formule 

(7)  <^  =  ^(X.T.  +  X,Y,  +  X,Y,), 

avec  trois  quantites  X, ,  X^,  Xj,  independantes  de  r>  c'est-a-dire  fonctions 
arbitraires  de  x.  A  cause  de  la  lacune  qui  existe  au  second  terme  de  Te- 
quation  (6),  le  determinant 


doitetre  une  coiistante,  et,  sous  cette  condition, 

inais  I'expression  entre  parentheses  pent  etre  multipliee  par  un  produit 
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quelconque,  de  la  forme 

XY, 

sails  que  la  valeiir  de  G  soit  alteree;  ce  niultiplicateur  peut  etre  choisi  tel 
que  Tequation 


2:±.T>?^'  =  const. 


ait  lieu  J  el  par  suite  il  est  perinis  d'ecrire 

(«)  G  =  |!|(X.Y,4-X,Y,+  X,Y3). 

en  regardant 

Y        Y        Y 

romn>e  des  fonctions  tout  a  fait  arbitraires  de  j. 
Je  pose 

XgXjj  —  X3X2  =  A,,         XjX^  —  X,Xj  =  A2,  .-., 

Y  Y  —  Y  Y'  —  M 

et,  pourabreger,  je  designe  par  (XY),  (AM),  respectivement,  les  quan- 

tites  ^ 

X,  Y^  +  XjjYa-h  X,Y, , 

A,  M,-hA2M2+ A3M3; 


la  forniule  (8)  equivaut  a  celle-ci 


(9)  G=^(XY)=<Mi 


Mais  il  resulte  du  systeme  (3) 

je  represente  par  D,  le  determinant  S  ±  X,X'jXj,  par  D^  son  analogue, 
12  dr  Y,  Y„Y',.  L' expression  de  H  se  developpe  de  cette  maniere 

„_D.D^(XY) 
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et  il  est  aise  de  reconnaitre  que  les  relations  (9)  et  (1 1)  sont  bien  les  inte- 
grales  du  systenie  (3).  On  en  deduit  en  effet 


par  consequent 


()^log(G^H)  ^  _  3  d^\o^(XY)  ^  _  3 Q 
dxdy  dxdj  ' 

dxdj"  Ox  dy  ' 

comnie  I'exigeaient  les  equations  indiquees. 
Voici  maintenant  comment  s'integre  Tequation 

qui,  d'apres  les  formules  (2)  et  (3),  ne  diflere  pas  de  (i). 

A  cet  efFet,  dans  les  relations  (6)  et  (7),  §  II,  j'annule  a  et  (/;  les  trois 
fonctions  q^  ^J  q^^^  q^  sont  alors  telleS  que  Ton  ait 

pour  toute  integrale  du  systeme 

p{z)  =  o,         p\z)  =  o,         p\z)  =  o, 

correspondant  a  Tequation  difFerentielle  proposee.  Les  lacunes  que  pre- 
sente  cette  derniere  donnent  aux  relations  mentionnees  la  forme  sui- 
vante  : 

(i4)       -^-«»^o.,  =  o, 
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Or,  d'apres  la  premiere  equation  (i4)  et  eu  egard  aux  expressions  trou- 


vees, 

3a,- 

dlogH 

3  a,  = 

dx    ' 

si  Ton  prend 

(.5) 

9o., 

y  ne  pent  entrer  dans  ^.  Un  calcul  tres  simple  en  fait  conclure,  grace  an 
systeme  (i3),  cette  formule 

(i6)  H^y^^^^?'^+),?^+at  =  o, 

avec  les  conditions 

(•7)  l='-^(H^G)i 

I   „_i/^''ogH    ,    ^aMogG\ 

'  "^  9  L\     <^*    /   "^     ''■^         <Jx     "•"  V    ''■^     /   J        i\     Ox    )  ' 

('9)   5"  +  ["SHH,.-X^(H'G)i]?+$[i_,.^(H'G)i]  =  o. 
L'equation  (19),  qui  peut  s'ecrire 

(19')  .  ^«'+3P,r-HP,^=o, 

renferme  la  seule  variable  x;  ses  coefBcients  sont 

3P,  =  (^»(H»G)^    ^    ^^ 
(H»G)5dx» 
fao)     /  _a»log(HG)        ir/«?logG\«  ,    (JlogGdlogH    .    /dlogHyi 

^  ^  )      -    d^*       n\~dr- ) -^ -dT- -TT -^  [-1)1- )  y 
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de  sorte  que  la  fonction  0  ainsi  definie, 
verifie  Tequation  lineaire 

Selon  (17),  voici  Tune  des  expressions  qui  conviennent  a  0  : 

(H*G)"^=D;^d/(AM). 


Mais  Tequation  (21)  ne  renfermant  que  a?,  c'est  qu'elle  admet  les  trois 
solutions 

D;^A,,     D;iv„     D^A,; 

celles-ci  obtenues,  Tequation  (19'),  adjointe  de  (11),  serait  aussi  integree, 
faisant  connaitre  la  fonction  c,  et,  avec  elle,  ^^ ,,  r/^  ,,,  en  vertu  de  (i5) 
et  (i^i),  puis  q^  par  la  premiere  equation  (i3), 

D'ailleurs,  en  marquant  d'un  indice  les  differentes  solutions  de  Tequa- 
tion  (19)  et  les  expressions  q^^j  q^^^  qui  s'y  rattachent,  il  est  clair  que 
ceci 

est  Texpression  generale  de  z,  quand  G,,  Cj,  G,  sont  des  constantes  arbi- 
traires;  et,  comme  elle  devient,  d'apres  (i5)  et  (16), 

ou  bien  aussi,  a  cause  de  (17), 

^'  [  (H'G)'  J' 

comme,  en  outre, 
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verifientreqiiation  (21),  adjointe  de  (19),  Tintegrale  generale  de  la  pro- 
posee,  (i)  oil  (12),  se  trouve  representee  par  la  formule 

(22)  0  =  ^       ^^ i \y 

equivalente  a  z  =  o. 

Pour  la  constniire,  il  faut  determiner  11  et  G  par  les  relations  (2),  puis, 

ayant  pris  (H^G)'*  et  ses  derivees  par  rapport  a  j,  toutes  solutions  evi- 
dentes  de  Tequalion  (21),  en  deduire  trois  quantites  de  la  forme 

G,  d7a,  +  G,D7A,  +  C3D7A3, 

en  donnant  a  y  une  valeur  constante  quelconque.  Gela  fait,  on  a  reuni 
tous  les  elements  neeessaires  pour  caiculer  I'integrale  (22). 


Afin  de  presenter  en  detail  quelques-uns  des  calculs  indiques  jusqu'ici, 
je  vais  traiter  plusieurs  exemples;  on  comprend  combien  il  serait  aise 
d'en  etudier  un  tres  grand  nombre,  niais  je  verraispeu  d'avantages  a  in- 
sister  sur  ces  applications  de  regies  entierement  precises. 

1**  Selon  les  conventions  habituelles,  j'appelle 

pu 
la  fonction  elliptique  de  M.  Weierstrass,  ecrivant  ainsi  la  formule 

qui  en  donne  la  definition,  et  je  considere  Tequation  differentielle 
(2)      /+  np'uy'-h&npujr''  +  (2^  +  1)  ^  j  +  ^(/H-  i)  =  o, 

oil  la  variable  independante  est  u  et  le  nombre  n  a  volonte. 

Les  coeffirients  designes  au  §  VII  par  n,,  a,,  . .  j  a^  sont,  dans  Tequa- 


EQUATIONS    DIFFERENTIELLES    NON    LlNEAlRES.  24/ 

tion  (2),  donnes  de  cette  maniere 

(3)  a,  =  npu,        a,=  2«p«,        fl^=_^_d^,       a,=  Q{n^-i); 
ils  satislont  aux  iilentites 

a,  +  3(«^  — «,«,)  = /i^g',, 

Je  puis  done  appliquer  immediatement  a  I'equation  (2)  la  niethode  dii 
§  VII. 
Soient 

les  racines  de  Tequation  numeriqne 

la  relation  generale 

///,  =  —  2  ne^ 

determine  les  valeurs  de  m  qui  entrent  dans  les  formules  (i6)  et  (18), 
§  VII,  et  Ton  trouve  ensuite 

puis,  tout  ealcul  fait  des  expressions  qui  en  resultent  pour  les  fonctions  co, 
on  par\ient  a  cette  solution  de  I'equation  proposee  (2) 

[{pti  —  ety>-''*{pii  —  e2f^-^^{pu  —  e^yt-^iy^ 

La  eonstante  h  est  Tarbitraire  introduite  par  lintegi ation ;  la  verifi- 
cation n'offre  aucune  difficulte. 

2°  Je  clioisis  pour  deuxienie  exemple  Tequation 

(4)  (^'4- i^'^- 3a;V  =  o, 
oil  je  designerai  par  <^  la  fonction  inconnue. 
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Les  coefBcients  a,,  a,,  . . .,  a4  sont  ici  les  suivants  : 

ils  satisfont  a  Tidentite 

L  =  o 
et,  dans  la  substitution, 

(;,==-.  T,(p(r), 

qui  ramene  inequation  (4)  a  la  forme  normaie,  la  fonction  ^,  donnee  par 
la  relation  (7,  §  VIII),  avec  la  condition  c  =  o,  est  egale  a  e'\  Voici  les 
coefficients  de  T equation  transformee 

(5)  a.^e'""',  a,=  o,  CL^='ix\  a,  =  o; 
lis  donnent  lieu  aux  deux  identites 

<+3(a^— a,a3)  =  o, 

de  sorte  que,  Tequation  numerique  (11,^  VII),  ayant  ses  trois  racines 
nulles,  le  cas  considere  est  exceptionnel ;  il  Test  encore  d'ailleurs  pour 
d^autres  raisons. 

Mais,  si  Ton  compose  le  systeme 

/^(z)  =  o,  /(z)  =  o,  //(z)  =  o, 

correlatif  de  I'equation 

(6)  /4-,>^-y>H.  6a?y=o, 

obtenue  en  remplacant  Xi  parj',  il  est  facile  den  trouver  la  solution  ge- 
nerate 2.  L'equation  (6,  §  VII)  se  reduit  ici  a 

Y"=o, 
et  Ton  en  conclut  sans  peine 

(7)  2  =  «~(K,j»+2K,j-HK,-2K,/e-"'rfx). 
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Ti'equation  (6)  a  done  pour  integrale 

(8)  K,j»-h2K,j.f-K3  — 2K,/c-^^rf^  =  o; 

d'oii,  pour  I'equation  proposee,  la  suivante 

que  Ton  tire  de  la  relation 

etablie  entre  j  et  v, 

CONCLUSIONS. 

Dans  ce  Memoire,  je  me  suis  borne  a  demontrer  les  resultats  que  j'avais 
communiques  a  I'Academie  des  Sciences  dans  plusieurs  Notes  deja  an- 
ciennes  :  la  derniere  est  datee  du  20  septembre  1886. 

Gependant,  on  le  concoit  immediatement,  la  methode  precedente  s'e- 
lendrait,  sans  la  moindre  difficulte,  a  toutes  les  equations  dont  T integrale 
generate  est  lineaire  par  rapport  anx  constantes  arbitraires.  Mais  c'est 
dans  une  autre  voie  que  j'ai  voulu  trouver  la  generalisation  de  la  tlieorie 
exposee  dansce  travail.  Je  reserve,  pour  un  prochain  Memoire,  les  con- 
clusions generales  que  j'ai  pu  obtenir  pour  les  equations  de  cette  espece 

et  qui  ont  exige  la  connaissance  des  invariants  relatifs  aux  substitutions 

les  recherches  que  j'ai  faites  a  cette  occasion  donnent  une  importance 
fondamentale  aux  combinaisons  qui  forment  les  premiers  membres  des 
identites  (2,  §  VI). 

Les  equations  auxquelles  j'ai  consacre  le  present  Memoire  constituent 
une  exception,  car  elles  n'ont  pas  d'invariants  pour  les  substitutions  (2); 

LVII^  Cahier,  32 
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eii  outre,  ce  sont,  parmi  les  equations  (i),  les  plus  simples;  il  etait  done 
aaturel  de  les  etudier  d'abord. 

Les  equations  (i)  comprennent,  comme  cas  particuliers,  toutes  celles 
des  lignes  geodesiques,  et  cette  cireonstance  pent  sufTire,  je  pense,  a 
rendre  leurs  proprietes  vrainient  dignes  d'interet  (*). 


(' )  A  ce  point  de  vue,  le  present  Meraoire  pent  elre  regarde  comme  une  etude  des  lignes 
i*eofl*'siqiies  sur  les  surfaces  a  courbure  constante. 


FIN    DU    LVIl*"    CAHIER. 


TABLE  DES  MATIERES. 


Pafjes. 
SUR     LA     PROPAGATION     DU     MOUVEMBNT     DANS     LBS     CORPS,    ET     SPfiCIALEMBNT    DANS    LBS    f.AZ 

PABPAiTS;  par  M.  Hugoniot,  repetiteiir  de  iVfecanique  a  rEcole  Poly  technique. ...  /> 

L'£NBRG1B   LIBRE   ET    LES   GHANGEMSNTS   D^fiTAT  ;   par  M.   /.    Moutier 99 

Di^ELOPPEiiENT  DES  F0NCTI0N8  iMPLiciTES ;  par  M.  Duvid,  Lieiitenant-Goloiiel  d'Ailillerie 
en  relraite 1/47 

SuR   LBS  ARCS   DBS   couRBES   PLANES   ALG^BRiQUES ;   par    M.   G.   Humbert,   repetiteur   a 
TKcoIe  Polylechnique 171 

SuR  QUBLQUES  Equations  DiPFfiRENTiBLLBS  non  linSairbs;  par  M.  R.  fAouville,  repetiteur 
a  rEcole  Polyteclinique 1 89 


1312C       PARIS.    —    IMPRIMBRIE    DE    G  A  L  Til  I  E  R  -  V  I  LLA  RS  ,    QUAI    DBS    GR  \NDS-.\  L'G  UST  I  NS  ,     5  5. 


\u  m  f;\fTiiir:R-viLL\ttS  t>t's  r.tt\xi^ 


jOTM^U 


(Hi    poivr      II \  101  I 


V    I  I 


.IVIFI'ltSj  lltlt 


JOURNAL 


DE 


L'fiCOLE   POLYTECHNIQUE. 


JOURNAL 


DE 


L'fiCOLE  POLYTECHNIQUE 

PUBLIC 

PAR   LE  CONSEIL  D'INSTRUCTION 

DE  GET  ^TABLISSEMENT. 


CINQUANTE-HUITIEME  CAHIER. 


PARIS, 

GAUTHIER-VILLARS  ET  FILS,  IMPRIMEUHS-LIBRAIKES 

DK    ffiCOLE    POLYTECHNIQUE,    DU    BUREAU    DES    LONGITUDES. 

Quai  des  Grands-Augustins,  55. 
1889 


Jraarniil  de  TEcale  Palytccltiilqiie.  —  58  Cahiers  in-4,  avec  figures; 

1794-1889 1000  fr. 

Les  Cahiers  suivanls  se  vendenl  separement : 


V1I«  et  VIII°,  Chaque  cahler. 

IX^comprenanlla  th^orie  des 
fonctions  analytiques,  par 
Lacrranffe 

8  fr. 

7 
12 
12 

8 
10 

8 

8 

6 

7 
8 

9 

7 
5 

9 

XI" 

» 

XII* 

» 

XII^ 

w 

XIV 

» 

XVI«elXVII« 

XXI"  et  XXII" 

XXIII" 

» 

XXIV" 

» 

XXV"  et  XXVI" 

XXVII" 

» 

xxviii" 

XXIX"  el  XXX" 

» 

XXXI" 

)) 

XXXII" 5  fr. 

XXXIII" 9 

XXXIV"  et  XXXV" 10 

XXXVI"  et  XXXVII" 10 

XXXVIII"  et  XXXIX" 8 

XL"  a  XLIII" 10 

XLIV"a  XLVIII" 12 

XLIX" 12 

L" 

LI" 

LII" 

LIII" 

LIV" 

LV" 

LVI" 


12 

12 

12 

12 

12 

i4 

14 

LVII" i4 

LVIII" 10 


»  c. 


JFaariiiil  de  TEcole  Polyte«liiiique.  —  Table  des  MiiUereti  contenues  dans 
les  87  premiers  Cahiers,  formant  21  Volumes,  suivie  d'une  Table  g^nerale  par  noms  d*au- 
teurs.  ln-4 2  fr. 

—  Table  de«  MatiireM  contenues  dans  les  Cahiers  XXX VIII  a  LVI,  formant  16  Volumes, 
suivie  d'une  Table  generale  par  noms  d'auteurs.  In-4 i  fr.    5o  c. 

Repertoire  de  TEeole  Polyteelmlque,  depals  I'^poque  de^  sa  er^Satian  en 
IVlMtJasqu'en  1958  AnelaBlTemeiit,  salvldela  llstedeti  El^vea  admls  en 

1954,  avec  plusieurs   tableaux  et  resumes  statistiques ;  par  M.  C.-P.  Maribllb.  Vol. 
in-8 5  fr. 

R^MTtalre  deTEeale  Palyteelinique  de  195ft  ii  tSOft,  faisant  suite  au  Reper- 
toire de  M,  Marielle;  par  M.  Le  Pribur,  Tresorier  de  TEcole.  Vol.  in-8. 3  fr. 


JOURNAL 


DE 


L'fiCOLE    POLYTECHNIQUE. 

MEMOIRE 

SUR  LA  PROPAGATION  DU  MOUVEMENT  DANS  LES  CORPS 

ET  SPJSCIALEMENT  DANS  LES  GAZ  PARFAITS; 
Par  H.   HUGOXIOT, 

Rep^titeur  de  Mccanique  k  I'EcoIe  Polytechnique, 


DEUXIEME   PARTIE  ^'\ 


CHAPITRE  IV. 

MOUVEMENT  DUN  FLUIDE  DANS  UN  TUl'AU  GYLINDRIQUE. 


I.  —  Expose  du  prorleme. 

90.  Les  fluides  dont  le  mouvement  sera  etudie  dans  ce  Chapitre  sont 
supposes  renfermes  dans  une  enveloppe  cylindrique  impermeable  a  la  clia- 
leiir.  On  regarde  comme  negligeables  les  forces  exterieures,  les  frottements 
contre  I'enveloppe  et  la  viscosite.  Enfin  on  suppose  que  la  conductibilite 
propre  du  fluide  soit  sensiblement  nulle. 

Le  seul  cas  considere  sera  celui  oil,  a  Tinstant  initial,  la  pression  et  la 
temperature  sont  eonstantes  a  Tinterieur  du  fluide.  II  a  ete  demontre 
(Chapitre  II)  que,  dans  ces  conditions,  le  mouvement  etait  regi  par  une 

(*)  Voir  la  premiere  Partie,  LVIP  Cahier,  p.  3, 

LFIIP  Ca/iier.  i 
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equation  de  la  forme 


Les  niouvements  qii'on  se  propose  d'examiner  sont  ceux  qui  se  pro- 
duisentquand,  lefluideetantprimitivementenrepos,  on  assujettitTunedes 
extremites  de  la  colonne  a  une  condition  determinee,  en  imprimant,  par 
exemple,  a  la  tranche  extreme  un  certain  mouvement,  tel  que  la  vitesse 
soit  nulle  a  Torigine  et  varie  ensuite  d'une  maniere  continue. 

Les  integrales  correspondantes  sont  celles  qui  sont  compatibles  avec 
rintegrale  w  =  o,  laquelle  correspond  a  Tetat  de  repos  de  la  colonne.  Si 
Ton  represente  le  mouvement  du  corps  par  une  surface  rapportee  a  trois 
axes  rectangulaires  Ox,  Ot^  Ow,  Tintegrale  u  =  o  n'est  autre  que  le  plan 
horizontal  xOt. 

f  jCs  caracteristiques  de  cette  surface  ont  pour  equation  differentielle 


( 


cp(o)  designant  ce  que  devient  la  fonction  (p  quand  on  y  fait^=:o. 
Posant  '^-^  =  d^^  les  caracteristiques  ont  pour  equation 

X  —  flf^  =  K,  ar  +  rtf  =  K', 

et  les  surfaces  integrales  cherchees  sont  celles  qui  se  raccordent  avec  le 
plan  horizontal  suivant  une  caracteristique  de  Tun  ou  Tautre  de  ces 
systemes. 

Si  le  raccordement  a  lieu  suivant  une  caracteristique  du  premier 
systeme,  la  vitesse  de  propagation  du  mouvement  est  a\  elle  est  egale  a 
—  a  quand  ce  raccordement  se  fait  suivant  une  caracteristique  du  deuxieme 
systeme. 

Soient  \^  et  \  les  abscisses  des  extremites  de  la  colonne;  supposant 
^1  <^\^  si  Textremite  ebranlee  est  ^,,  la  vitesse  de  propagation  doitetre 
positive,  et  le  raccordement  se  fait  suivant  la  droite  x  —  ai=^\^.  Si,  au 
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contraire,  rextremite  ebranlee  est^,,  le  raccordement  se  fait  suivant  la 
droite  x  -hat  =  \,  Les  phenomenes  doivent  evidemment  etre  les  memes 
dans  les  deux  cas  et  ne  p'euvent  d'ailleurs  aucunement  dependre  de  la 
valeurde  Kabscisse  de  Textremite  ebranlee.  On  obtiendra  done  toutes  les 
surfaces  integrales  en  considerant  Tune  quelconque  des  deux  extreniites, 
)i,  parexemple,  etattribuant  a  ^,  une  valeur  determinee. 

Dans  ee  qui  va  suivre,  on  supposera  ^,  =  o  et  \  positif. 

Les  surfaces  integrales  cherchees  se  raccordent  done  avec  le  plan  hori- 
zontal suivant  la  droite 

X  =  atf 

qu*elles  admettent  comme  caracteristique. 

91.  S'il  ne  se  produit  pas  de  discontinuites  au  point  commun  aux  deux 
integrales,  le  mouvement  qui  prend  naissance  a  Torigine  parvient  a  Textre- 

mite  >.j,  au  bout  d'un  temps  egal  a~-  La  se  produit  un  phenomene  de 

reflexion  dont  la  nature  depend  de  la  condition  imposee  a  Textremite  \ 
et  par  suite  duquel  il  nait  en  ce  point  une  nouvelle  integrale.  L'etude  de 
ce  phenomene  ne  sera  point  abordee  ici ;  son  analyse  complete  depend  d'in- 
tegrales  qu'on  n*est  pas  jusqu'a  present  parvenu  a  decouvrir,  du  nioins  tant 

que  la  fonction  cp  (  ^  J  est  laissee  arbitraire. 

On  se  bornera  done  a  etudier  la  propagation  du  mouvement  dans  un 
fluide  en  repos.  Les  integrales  qui  representent  le  mouvement  qui  se  pro- 
page  conviennent  jusqu'au  moment  ou  le  mouvement  est  parvenu  a  I'autre 
extremite  de  la  colonne.  Quand  la  longueur  de  cette  derniere  est  inflnie, 
ces  integrales  representent  completement  le  mouvement  du  fluide,  a  moins 
qu'il  ne  s'introduise  dans  ce  mouvement  des  discontinuites,  ce  qui, 
comme  on  le  verra,  pent  fort  bien  arriver,  lors  meme  que  la  vitesse  de 
la  tranche  ebranlee  est  nulle  a  Torigine  et  varie  ensuite  d'une  maniere 
continue. 

92.  On  s'occupera  plus  specialement  des  gaz  parfaits,  pour  lesquels 
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on  a 


?  (51^) ='"^"  ('-*-£) 


et  Ton  fera  voir  a  quel  point  la  theorie  ordinaire,  qui  suppose  leurmouve- 
nient  represente  avec  une  approximation  suffisante  par  Tequation 

denature  les  phenomenes  qui  se  produisent  dans  la  realite. 
L' equation 

qui  regit  le  mouvement  des  gaz  parfaits,  a  ete  integree  pour  certaines 
valeurs  de  msLU  inoyende  fonctions  arbitraires  et,  pour  les  autres,  par  les 
integrales  definies  ("voir  une  Note  de  M.  Darboux,  Comptes  rendus  de 
r Academie  des  Sciences,  seance  du  10  juillet  1882).  Malheureusement 
les  integrations  n'ont  ete  effectuees  qu'apres  avoir  rendu  T equation 
lineaire  par  la  transformation  de  Legendre,  qui  consiste,  eomme  on  sait, 
a  poser 

du  du  du  du 

de  sorte  qu'il  faudrait  faire  subir  aux  integrales  des  transformations 
inverses,  d*ailleurs  assez  penibles. 

On  ue  fera  point,  dans  ee  qui  va  suivre,  usage  de  ces  integrales  qui 
pourraient  cependant  etre  utilisees  plus  tard  pour  decouvrir  des  mouve- 
nients  compatibles  entre  eux  et  analyser  certains  cas  de  reflexion.  G'est  la 
iin  point  sur  lequel  je  reviendrai  dans  un  autre  travail. 
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II.   —  Recherche  des  int^grales  compatibles  avec  l'etat  de  repos 

DU    corps. 

93.  Considerant  Tequation  du  mouvement  d'un  fluide 

et  representant  par  des  surfaces  les  integrales  de  cette  equation  ^  on  sait 
que,  pour  chacune  d'elles,  les  projections  horizontalesdescaracteristiques 
satisfont  a  I'equation  differentielle 

Mais  on  pent  trouver  une  autre  equation  qui  a  lieu  le  long  de  chacune 
des  caracteristiques  de  la  surface. 

Differentiant,  en  effet,  le  long  d'une  de  ces  courbes  les  valeurs  de-r^ 

et  de  -^j  il  faudra  regarder  x  comme  une  fonction  de  t  deBnie  par  Tequa- 
tion  precedente,  etl'on  obtient 


7u\dx)         dxd 

dt  \dt)  ~ 


tPu  dx 
d^  n  d^  II    dx 


dt^    ^^  dxdl  dt 
dx  . 

Multipliant  la  premiere  equation  par  —  -j-  et  ajoutant  a  la  seconde,  il 

dx 
viendra,  en  remplacant  ^  par  sa  valeur  et  tenant  compte  de  Tequation 

proposee, 

,    X  d  /du\  dx  d  /du\  

^^^  dt\TtJ  ~  diJt\d^)  —  ^' 

Posant 


on  a 

dx 


s=±f(f:) 
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chacun  des  signes  correspondant  a  I'un  des  systemes  de  caracteristiques. 

dx  . 

L' equation  (2),  dans  laquelle  on  met  pour  -j-  sa  valeur,  devient 

(3)  ;l('^)±'y(f:)s(f:)=»- 

Elle  s*integre  immediatement.  Le  premier  niembre  etant,  le  long  de  la 
caracteristique,  uniquement  fonction  def,  Tintegrale  doit  etre  egale  a  une 
constante;  on  a  done  les  deux  equations  suivantes,  qui  correspondent 
chacune  a  un  systeme  de  caracteristiques, 

!dii  •  f  du\ 

Ti-'i\di)  =  ^' 

Dans  la  premiere  de  ces  equations,  la  quantite  a  conserve  la  nieme 
valeur  pour  tons  les  points  d'une  caracteristiquedu  premier  systeme,  niais 
elle  variequand  on  passe  d'unecaracteristique  aTautre.  De  meme,  la  quan- 
tite (3  reste  la  meme  sur  une  caracteristique  du  deuxieme  systeme. 

On  reconnait  aisement  que  I'equation  (3)  n'est  autre  que  la  deuxieme 
equation  des  caracteristiques  {yoir  Chapitre  I) ;  dans  ce  cas  particulier,  elle 
s'integre  immediatement;  mais  cette  circonstance  ne  facilite  pas  beaucoup 
la  recherche  de  I'integrale  generale  deTequation  du  mouvement;  elle  per- 
met  simplement  de  la  ramener  a  etre  lineaire  par  une  transformation  sur 
laquelle  il  est  inutile  d'insister  ici. 

94.  Cela  pose,  on  demontre  sans  difficulte  le  theoreme  suivant  : 

Lorsque  le  plan  tangent  a  la  meme  direction  en  tous  les  points  d'une 
courhe  deter  mince  quelconque,  tracee  sur  une  surface  de  I'equation  (i), 
cette  surface  est  d^veloppable. 

[iCS  derivees  partielles  j-  et  ^  representent  les  coefficients  de  Fequa- 
tion  du  plan  tangent  de  la  surface  integrale.  Si  done,  pour  tousles  points 
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d'une  courbe  tracee  sur  la  surface,  le  plan  tangent  a  la  m^me  direction, 
^  et  -^  ont  la  meme  valeur  en  tons  ces  points. 

Si  la  courbe  en  question  n'est  pas  une  caracteristique,  elle  est  rencontree 
par  une  infinite  de  caracteristiques  des  deux  systemes.  Les  valeurs  de  t^ 

et  -T-  restant  les  memes,  a  et  p  sont  constants  le  long  de  la  courbe.  Mais,  a 

demeurant  constant  le  long  d'une  caracteristique  du  premier  systeme  et  (i 
le  long  d'une  caracteristique  du  deuxieme,  il  en  resulte  que  a  et  [3  sont 
constants  sur  la  surface;  done,  d'apres  les  equations  (4)j  il  ^n  estde  nieme 

de  ^  ^t  3- '  I^c  plan  tangent  est  done  le  menie  en  tons  les  points  de  la  sur- 
face et  celle-ci  doit  se  reduire  a  un  plan.  II  est  visible  d'ailleurs  que  tous 
les  plans  sont  des  surfaces  integrales, 

Supposant  maintenant  que  la  courbe  soit  une  caracteristique,  du  pre- 
mier systeme  par  exemple,  la  deuxieme  des  equations  (4)  montre  que  p 
est  constant  le  long  de  la  courbe.  Mais  par  cliacun  des  points  decette  der- 
niere  passe  une  caracteristique  du  deuxieme  systeme  et,  le  long  de  chacune 
de  ces  courbes  qui  peuvent  etre  regardees  comme  les  generatrices  de  la 
surface,  P  reste  invariable.  Done  la  valeur  de  p  est  la  meme  pour  tous  les 
points  de  la  surface  et  cette  derniere  satisfait  a  I'equation  aux  derivees 
partielles 

dans  laquelle  p  est  une  constante  etqui  represente,  comme  on  le  sait,  une 
classe  de  surfaces  developpables. 

On  arriverait  au  m^me  resultat  en  supposant  que  la  courbe  consideree 
est  une  caracteristique  du  deuxieme  systeme ;  seulement  I'equation  des 
surfaces  serait 

a  designant  une  constante  arbitraire.  Les  deux  equations  (5)  et  (G)  repre- 
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sentent  d'ailleurs  des  surfaces  identiques,  car  on  passe  de  Tune  a  I'autre 
en  changeantla  direction  de  Taxe  O^. 

11  est  clair  que  toutes  les  integrales  de  Tequation  (5)  satisfont  a  I'equa- 
tion  proposee.  C'est  du  reste  ce  que  Ton  verifie  sans  peine.  On  tire  en 
effetde  (5) 

'dF~'^  \dx)dxdt' 

dxdi  *    \dx )  dx^ 

Multipliant  la  deuxieme  equation  par  ^'  el  ajoutant  a  la  premiere,  remar- 
quant  en  outre  que  ^'^  =  (p,on  retrouve  Tequation  proposee  (i). 

9o,  Les  integrales  compatibles  avec  i'etat  de  repos  du  corps  sont  repre- 
sentees par  des  surfaces  qui  se  raccordent  avec  le  plan  horizontal  ^/  =  o 
suivant  une  ligne  droite. 

EUesadmettent,  tout  le  long  de  cette  droite,  le  plan  horizontal  pour  plan 
tangent;  et,  d'apres  le  theoreme  du  numero  precedent,  ce  sont  des  sur- 
faces developpables ;  elles  font  done  partie  de  celles  qui  sont  representees 
par  les  equations  (5)  et  (6). 

FjCs  equations  de  ces  surfaces  doiventd'ailleurs  etre  satisfaites  quandon 

y  fait  ^  =  o,  ^  =  o ;  ainsi,  s'il  s'agit  de  Tequation  (5),  on  doit  prendre 

P=— Ho) 

et,  pour  Tequation  (6), 

a  =  »]y  (o). 

r^es  equations  du  premier  ordre  auxquelles  satisfont  les  integrales  com- 
patibles avec  le  repos  sont  done 

(7)  W  =  +  (s)-Ho), 

(8)  W  =  +  (")- -I- (S)- 
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Les  caracteristiques  de  ces  deux  systemes  d'equations  sont  necessaire- 
ment  des  droites,  comine  pour  toutes  les  surfaces  developpables  et,  en 

fix 

formant  le  systeme  correlatif,  on  voit  que  le  coefficient  aiignlaire  ^  de 
la  projection  horizontale  de  ces  droites  est  egal  a  —  ^'(t"  )  P^^^  Tequa- 
tion  (7)  et  a  ^  \  x* )  pour  Tequation  (8).  Le  coefficient  angulaire  de  la 

caracteristique  commune  au  plan  horizontal  w  =  o  et  a  la  surface  consi- 
deree  est  done  — ^'(o)  s'il  s'agit  de  Tequation  (7),  ou  '/(o)  s'il  s'agit 
(!e  Pequation  (8).  Rien  n'empeche  de  supposer  ♦^(o)  positif,  puisque  le 
signe  de  la  fonction  ^^  n'est  pas  determine  a  Tavance. 

Si  done  on  ne  considere  que  les  mouvements  dont  la  vitesse  de  propa- 
gation est  positive,  c'est  I'equation  (8)  qui  fournit  toutes  les  integrales 
representant  ces  mouvements. 

Les  integrales  de  I'equation  (8)  sont  representees  geometriquement 
par  des  surfaces  developpables  appartenant  a  la  meme  classe  et  Ton 
demontreaisement  qu'elles  jouissent  de  la  propriete  suivante  : 

Si^  par  un  point  de  Vespace,  on  mene  des  par  alleles  aux  generatrices 
de  Vunedes  surfaces ^  le  cone  obtenit  est  le  meme,  quelle  que  soit  la  surface 
considered  Ce  cone  est  d'ailleurs  Tune  des  surfaces  integrales. 

Les  generatrices  d'une surface  developpablesonttangentesa  unecourbe 
gauche,  qu'on  appelle  arete  de  rebroussement,  et  qui  separe  les  deux 
nappes  de  la  surface.  La  propriete  precedente  pent  done  encore  se  tra- 
duire  ainsi  : 

Les  aretes  de  rebroussement  des  surfaces  des^eloppahles  (8)  ofit  toutes 
meme  indicatrice  spherique, 

Les  resultats  qui  viennent  d'etre  obtenus  sont  resumes  dans  le  theo- 
reme  suivant  : 

Tous  les  moui>ements  qui  peus^ent  se propager  dans  un  fluide  en  repos, 
homogene  et  non  conducteuv^  qui  est  renferme  dans  une  enveloppe  cylin- 
drique,  sont  representes  geometriquement  par  des  surfaces  developpables 
dont  les  aretes  de  rebroussement  ont  la  meme  indication  spherique. 

LVnV  Cahier.  9 
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L'equation  aux  derivees  partielles  du  premier  ordre,  a  laquelle  satisfont 
toutes  ces  surfaces,  se  deduit  sans  difficulte  de  Tequation  du  deuxieme 
ordre  qui  regit  le  mouvement  (*). 

96.  Toute  fonctlon  lineaire  de  x  etde  t  est  evidemment  une  integrale 
de  Tequation  (i).  Soit 

(9)  z/  =  Ax-hB^-HG 

une  de  ces  integrales  :  elle  expriine  que  la  dilatation  est  constante  et  egale 
a  A,  etla  vitesse  egalement  constante  et  representee  par  B.  Le  fluide  est 
done  reste  homogene,  mais  il  est  anime  d'un  mouvement  de  translation 
parallelement  aux  generatrices  de  Tenveloppe. 

La  surface  qui  represente  cette  integrale  est  un  plan  et  ses  caracteris- 
tiques  sont  evidemment  des  droites.  On  en  conclurait,  comme  ci-dessus^ 
que  les  integrales  compatibles  avec  la  precedente  sont  encore  des  surfaces 
developpables. 

Pour  obtenir  les  equations  du  premier  ordre  qui  les  representent,  on 

remarquera qu'elles doiventetre  satisfaites  pour  —  =  A,  ^'  =  B.  Les con- 

stantes  ^  et  a  des  equations  (5)  et  (6)  sont  done  determinees  par  les 
equations 

p  =  B-^(A),         a  =  B4-»}(A). 

Les  considerations  du  numero  precedent  sont  encore  applicables.  La 
theorie  de  la  propagation  du  mouvement  dans  une  integrale,  telle  que  (9), 

(*)  L'integrale  particuliere  representant  les  classes  de  surfaces  d^veloppables  est  connue 
depuis  longtemps;  mais  jusqu^ici  on  n'en  a  pas  fait  grand  usage.  Cependant,  dans  un  Memoire 
public  au  tome  VII  du  Journal  de  VEcole  Poly  technique,  Poisson,  considerant  le  mouve- 
ment d^un  gaz  dans  un  tuyau  et  admettant,  contrairement  a  la  reality,  que  le  fluide  suit  la 
loi  de  Mariotte,  a  cherche  a  tirer  parti  de  cette  integrale  particuliere  pour  d^montrer  que 
la  vitesse  de  propagation  dans  le  fluide  en  repos  est  ind^pendante  de  la  nature  du  mouve- 
ment qui  se  propage.  Poisson  a  fait  usage  des  formules  d'EuIer,  de  sorte  que  son  integrale 
se  presente  sous  une  forme  difl^erente  de  celle  qui  sera  etablie  au  n°  110;  il  n'en  a  deduit 
du  reste  aucune  consequence  relative  aux  propri^tes  du  mouvement.  Le  th^oreme  auquel 
il  parvient  se  d^montre  avec  une  bien  plus  grande  generalite  par  la  simple  consideration 
des  caracteristiquesy  ainsi  qu'on  Ta  montre  au  Chapitre  III. 


y 
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est  la  mSme  que  dans  le  repos.  Seiilement  la  classe  de  la  surface  develop- 
pable  depend  des  coefficients  de  I'integrale  lineaire  ou,  plus  exactement, 
de  la  direction  de  la  normale  au  plan  qui  la  represente. 

97,  Revenant  maintenant  aux  mouvements  qui  se  propagent  dans  un 
fluide  en  repos  avec  une  vitesse  positive,  il  reste  a  chercher  comment  on 
determine  ces  mouvements  quand  on  donne  la  condition  imposee  a  Tex- 
tremite. 

II  fautd*abord  integrer  Tequation  (8)  du  n®  93, 


t  =  Ho)-^{^} 


Les  surfaces  integrales  etantdeveloppables  peuvent  etre,  commeonle 
sait,  representees  comme  enveloppes  d'un  plan  mobile,  par  les  deux 
equations 

o  =  a:  — f(Y)^  +  F(Y), 

dans  laquelle  F  est  une  fonction  arbitraire  pour  chaque  forme  de  laquelle 
relimination  de  y  donnera  Tune  des  integrales  cherchees.  L'elimination 
etant  supposee  faite,  on  exprimera  que  u  s'annule  pour  a?  =  o,  ^  =  o,  ce 
qui  determinera  la  constante  que  Ton  peut  regarder  comme  contenue 

dansF(Y). 

Mais  il  s'agirait  de  determiner  la  fonction  F  de  maniere  a  satisfaire  a  une 
condition  imposee  a  I'extremite  a:=o.  Si,  par  exemple,  on  donnait  a 
Tavance  le  mouvement  de  Textremite  a:=o  par  une  relation  u  =/(t)j  il 
faudrait  qu'upres  I'elimination  de  y  Tequation  obtenue  fut  satisfaite  en 
remplacant  x  par  zero  et  u  par/" (^). 

Le  calcul  presente  quelques  difficultes  qui  disparaissent  quand,  au  lieu 
de  chercher  a  determiner  le  deplacement  u  en  fonction  de  x  et  de  t,  on 

prend  comme  fonction  inconnue  de  ces  deux  variables,  soit  la  vitesse  t-i 

soit  la  dilatation  ^• 

ox 
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U  est  visible,  du  reste,  que  le  mouveinent  est  parfaitement  connu 
(juand  on  a  calcule,  soit  la  vitesse,  soit  la  dilatation,  en  fonction  dea:etde 
tj  car  dans  chaque  cas  on  en  deduit  le  deplacement  u  par  une  simple  qua- 
drature, 

9S.   Prenant  d'abord  pour  fonction  inconnue  la  vitesse  et  posant 

du 

requation  (8)  du  n°9Sdevient 

(10)  .  =  <,(o)-<,(,^), 

D*aillenrs   Tequation   proposee  (i)  peut  s'ecrire,  en  remarquant  que 

^ r  ^ffduxydUi 


d  ou 

dx 


?  =  r. 


r/eliniination  dcy^entre  les  deux  dernieres  equations  donne 


d^         ,ffdti\  dv 


D'ailleurSj  deTequation  (lo),  on  tire-^en  fonction  de  v;  substituant 
dans  requation  precedente,  elle  prendra  la  forme 

equation  du  premier  ordre  par  rapport  a  y  et  ^• 

Si  Ton  preud  la  dilatation  pour  fonction  inconnue,  les  resultats  seront 
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encore  plus  simples.  Posant  en  effet 


du  _ 


Tequation  (8)  devient 
d'oii  Ton  deduit 


|'=^(o)-^(.), 


Or  Tequation  proposee  pent  s'ecrire 

et  relimination  de^  donne  Tequation  a  laquelle  satisfait  la  dilatation, 
savoir 

Elle  est,  comme  Tequation  (i  i),  lineaire.  et  du  premier  ordre. 

99.  II  est  facile  d'integrer  les  equations  (i  i)  et  (12).  Gonsiderant,  par 
exeinple,  la  premiere,  le  systeme  correlatif  est 

fh  _  ^y)  _  dv^ 

1  dx  o 

II  definit,  comme  on  sait,  les  caracteristiques  de  la  surface  qui  represente 
geometriquement  la  fonction  v.  Ces  caracteristiques  sont  evidemment  ici 
des  droites  horizontales  dont  le  coefficient  angulaire  est  fonction  unique- 
mentde  Tordonnee  v. 

La  surface  representative  est  ainsi  une  espece  de  conoide,  que  Ton 
definit  completement,  quand  on  I'assujettit  a  passer  par  une  courbe 
determinee. 


1 4  H.    HUGONIOT. 

^integration  dn  systeme  correlatif  donne 


X 


a  et  P  designant  deux  constantes,  entre  lesquelles  il  sufBt  d'etablir  una 
relation  arbitraire  pour  obtenir  I'integrale  generate  qui  se  met  ainsi  sous  la 
forme 

(■3)  ''=^['-m\' 

F  designant  une  fonction  arbitral  re . 

Les  surfaces  representees  par  Tequation  (12)  sont  des  conoides  du  meme 
genre ;  leur  integrale  generale  se  met  sous  la  forme 

F,  designant  une  nouvelle  fonction  arbitraire. 

Les  integrales  (i3)  et  (i4)  se  pretent  avec  la  plus  grande  facilite  a  la 
determination  des  fonctions  arbitraires  F  et  F^  par  les  conditions  imposees 
a  Textremile  a:  =  o. 

Si  Ton  donne  a  chaque  instant  la  vitesse  de  la  tranche  extreme,  v  se 
trouve  exprime  en  fonction  def  pour  a?  =  o,  par  une  equation  de  la  forme 
if=/{t).  Or,  si  Ton  fait,  dansrequation(i3),  j:  =  o,  il  reste  t^  =  F(^).  II 
suffit  done,  pour  obtenir  T integrale  particuliere  qui  correspond  a  ce  cas, 
de  prendre  F  =/. 

On  voit  de  meme  que,  si  Ton  donne  a  chaque  instant  la  dilatation  de 
la  tranche  extreme,  par  une  relation  de  la  forme  z  =/]  (^),  il  faut,  pour 
obtenir  I'integrale  (i4)  correspondante,  faire  F,  =7^. 

II  n'est  pas  inutile  de  faire  remarquer  que,  si  Ton  connait,  en  fonction 
du  temps,  la  vitesse  de  la  tranche  extreme  a:  =  o,  on  connait  par  cela  meme 
sa  dilatation,  et  inversement,  car  les  vitesses  et  les  dilatations  sont  liees 
entre  elles  par  la  relation  (9),  qui  peuts'ecrire 

P  =  J;(o)  — '}(z), 

laquelle  est  independante  de  x  et  de  t. 
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100.  Ainsi  chaque  integrale  peut  etre  representee  par  trois  surfaces, 
Tune  representant  le  deplacement,  Tautre  la  vitesse,  la  troisieme  la 
dilatation  en  fonction  de  x  et  de  t.  Ges  trois  surfaces,  definies  par  des 
equations  aux  derivees  partielles  du  premier  ordre,  ont  des  caracteris- 
tiques  rectilignes;  celles  des  deux  dernieres  surfaces  sont  toujours  hori- 
zontales. 

Si  Ton  considere  les  trois  surfaces  representant  un  meme  raouvement, 
les  caracteristiques  correspondant  aux  memes  valeurs  de  a:  et  de  ^  se  pro- 
jeltent  horizontalement  suiyant  la  meme  droite.  En  effet  les  coefficients 
angulaires  des  projections  horizontales  des  caracteristiques  des  trois  sur- 
faces sont 

dx         yi(da\  dx        i,f   ^  dx         \ff    \ 

Or  6(^)  et  ^'{z)  ne  sont  pas  autre  chose  quei];'(  ^  j>  ce  qui  demontre 

la  proposition.  Gelle-ci  resulte  d'ailleurs  de  ce  que,  dans  la  surface  deve- 

du  du 

dx  dt 


loppable,  les  quant ites  y-  =  z  et  ^  =  i'  reslent  constantes  tout  le  long  de 


chaque  caracterlstique. 


III.  —  Etude  generale  du  mouvement. 

101.  Le  lieu  des  points  de  la  surface  des  dilatations,  ou  Tordonnee  est 
constante,  est  une  ligne  droite.  II  en  resulte  qu'une  dilatation  zpartantde 
la  tranche  extreme  a;  =  o  se  propage  dans  le  corps  sans  s'alterer  avec 
une  vitesse  constante  t];'(z)  dependant  de  la  valeur  de  cette  dilatation.  La 
vitesse  p  correspondante  se  propage  de  la  meme  maniere,  sans  alteration. 
Le  phenomene  de  la  propagation  est  done  analogue  a  celui  qui  a  lieu  dans 
les  solides  elastiques  de  forme  cylindrique ;  seulement  la  vitesse  de  pro- 
pagation d'une  dilatation  depend  ici  de  sa  valeur  et  n'est  plus  une  con- 
stante absolue. 

On  peut  encore  envisager  le  phenomene  d'une  autre  maniere.  Rien 
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n'empeche  de  regardcr  la  dilatation  de  la  tranche  extreme  a:  =  o  comme 
demeurant  constante  pendant  chaque  intervalle  infiniment  petit  dt^  et  su- 
bissant  une  variation  infiniment  petite  dz  au  commencement  de  chaque 
intervalle.  La  premiere  dilatation  dz^  rencontrant  devant  elle  un  fluide  en 
repos,  se  propage  sans  alteration  a vec  une  vitesse  egale  a  ^'(o),  puisque 
la  dilatation  du  fluide  qu'elle  rencontre  est  nulle.  En  meme  temps  elle 
communique  a  ce  fluide  une  vitesse  infiniment  petite  rfp,  telle  que 

dv  =  ^[o)  —  '^^{dz). 

Si  cette  dilatation ^z  n'etaitsuivie  d'aucune autre,  elle  laisserait  lefluide 
honiogene  et  anime  d'un  mouvement  de  translation  uniforme. 

Mais,  au  bout  du  temps  dt^  une  nouvelle  dilatation  dz^  prend  naissance 
arextremitea:  =  o;  le  fluide  dans  lequelelle  se  propage  possede  toujours 
la  meme  dilatation  dz\  par  consequent  sa  vitesse  de  propagation  est  con- 
stante etegalc  a  ^{dz).  De  plus  elle  communique  au  fluide  une  nouvelle 
vitesse  infiniment  petite  qui  s'ajoute  a  la  precedente. 

On  pent  continuer  a  envisager  les  choses  de  la  meme  maniere  :  il  est 
visible  que  la  dilatation  c^z,  qui  prend  naissance  a  Tinstant^  dans  la  tranche 
extreme,  doitetre  regardee  comme  se  propageant  dans  un  fluide  homogene 
dont  la  dilatation  est  z  et  qui  est  anime  d'un  mouvement  de  translation 
uniforme,  avec  une  vitesse  v^  ce  qui  ne  pent  alterer  en  rien  la  nature  de 
la  propagation.  La  nouvelle  dilatation  dz  se  propage  ainsi  avec  une 
vitesse  ^'(s)  et  imprime  au  fluide  une  nouvelle  vitesse  infiniment  petite  qui 
s'ajoute  a  la  vitesse 

qu'il  possedait  deja. 

C'est  ainsi  qu'on  est  conduit  a  considerer  une  succession  d'ondes  ele- 
mentaires,  dont  chacune  se  propage  avec  une  vitesse  constante.  Mais  ici 
la  vitesse  de  propagation  varie  d'une  onde  elementaire  a  la  sui  vante  et  cette 
circonstance  donne  naissance  a  un  phenomene  nouveau  que  Ton  ne  pent 
rencontrer  lorsqu'il  s'agit  des  solides  elastiques. 
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102.  Supposaiit,  en  effet,  que  la  vitesse  de  propagation  d'une  onde 
elementaire  soit  superieure  a  la  precedente,  de  sorte  que  Ton  ait 

la  deuxieme  onde  finira  par  rejoindre  la  premiere.  II  est  meme  facile  de 
calculer  la  distance  a  laquelle  se  fera  la  jonction.  Soient  X  cette  distance, 
T  le  temps  employe  par  la  premiere  onde  pour  la  parcourir,  on  a  les  deux 
equations 


d'oii  Ton  tire 


^        if"{z)   dz' 
dt 


(1)  x  = 


2 


I 


ij"{z)     dz 

dt 


Si  d'ailleurs  T  designe  I'instantde  la  rencontre,  compte a  partir  del'ori- 
gine  du  mouvement,  et  t  I'instant  ou  I'onde ;:;  a  pris  naissance, 

et  Tequation 

Tf(z)  =  X 

devient 

(a)  X  =  (T-0'yW. 

Dans  les  equations  (i)  et  (2),  js  est  une  fonction  connue  de  t  qui  repi  e- 
sente  la  dilatation  de  la  tranche  extremes:  =  0;  eliminant  t  entreles  deux 
equations  (i)  et  (2),  on  obtiendia  une  relation  entreX  et  T,  representant 
geometriquement  une  courbe,  lieu  des  points  oil  deux  ondes  successives 
se  rejoignent. 

II  est  clair  que  cette  courbe  n'est  autre  que  Tenveloppe  des  projections 
des  caracteristiques  des  trois  surfaces  representant  le  mouvement  consi- 
dere.  Pour  la  surface  des  deplacements,  les  caracteristiques  se  coupent 

LFIll'  ^Cahicr.  3 
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deux  a  deux  dans  I'espace,  le  lieu  deleur  intersection  constituant  I'arete  de 
rebioussement.  La  courbe  representee  par  les  equations  (i)  et  (2)  estainsi 
la  projection  deTarete  de  rebroussement  de  la  surface  des  deplacements. 

L'intersection  du  cylindre  projetant  avec  la  surface  des  vitesses  et  la 
surface  des  deplacements  donne,  pour  chacune  d'elles,  une  courbe  qui  est 
evidemnient  le  lieu  des  pieds  des  plus  court es  distances  de  deux  genera- 
trices infiniment  voisines.  Chacune  de  ces  courbes  est  la  ligne  de  striction 
de  la  surface. 

L 'arete  de  rebroussement  de  la  surface  des  deplacements  et  les  lignes  de 
striction  des  surfaces  des  vitesses  et  des  dilatations  sont  done,  sur  un  meme 
cylindre  ayant  ses  generatrices  perpendiculaires  au  plan  xOtj  ce  qu'il  etait 
facile  de  prevoir  a  I'avance, 

105.  Quand  on  a  obtenu  Tequation  de  la  courbe,  projection  horizon- 
tale  del'arete  de  rebroussement,  il  faut  encore  chercher  la  portion  decette 
courbe  qu'il  y  a  lieu  de  considerer  dans  I'etude  du  mouvement.  Elle  ren- 
ferme  generalement,  en  effet,  une  branche  parasite  provenant  des  gene- 
ratrices de  la  surface  developpable,  qui  rencontrent  le  plan  tOu^  dans  la 
partie  de  ce  plan  qui  correspond  aux  valeurs  negatives  de  t^  et  qui  n'ont 
aucun  rapport  avec  le  mouvement  des  corps.  On  obtientle  point  de  sepa- 
ration des  deux  parties  de  la  courbe  en  faisant  ^  =  o  dans  les  equations 
(1)  et  (2),  et  il  faut  ensuite  considerer  tons  les  points  qui  correspondent 
aux  valeurs  positives  de  t. 

II  faut  ensuite  rechercher  le  premier  point  de  la  courbe  atteint  par  le 
mouvement.  C'est  generalement  Tun  de  ceux  oil  la  courbe  presente  une 

tangente  parallele  a  O J?,  c'est-a-dire  oiile  rapport -i;^  est  infini.  Si,  comme 
cela  arrivera  d'ordinaire,  les  fonctions  'Y  el  -j-  restent  finies,  ainsi  queleurs 

derivees  pendant  tout  le  mouvement,  on  obtient,  pour  determiner  ces 
points,  Tequation 


m 


Yiz)         if\z) 
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II  faudra  rechercher,  pour  les  valeurs  de  t  deduites  de  cette equation,  le 
sens  de  la  concavite  de  lacourbe,  et  prendre,  parnii  les  points,  celui  pour 
lequel  la  valeur  de  T  est  la  plus  faible. 

Enfin,  il  sera  encore  necessaire  de  comparer  le  point  ainsi  obtenu  a 
celui  qui  correspond  a  ^  =  o.  Si  la  valenr  de  T  qui  correspond  a  ce  der- 
nier etait  la  plus  petite,  c'est  celui-ci  qui  serait  d'abord  atteint  par  le  mon- 
vement. 

104,  Par  la  niarche  qui  vient  d'etre  indiquee,  on  detenninera  done  les 
coordonnees  X,  etT,  du  point  de  la  projection  de  Tarete  de  rebrousse- 
ment  de  la  surface  des  deplacements  ou  deslignes  de  striction  des  surfaces 
des  vitesses  et  des  dilatations  qui  est  le  premier  atteint  par  le  mouvement. 
Soit  t^  la  valeur  correspondante  de  ^,  valeur  qui  d'ailleurs  pent  etre  nulle. 
On  salt  alors  que  les  deux  ondes  elementaires  successives  qui  se  sont 
rejointes  les  premieres  sont  parties  de  rextremitea^=  oaux  instants  t^  et 
f,-h  dt. 

A  partir  de  Tinstant  T| ,  commence  un  nouveau  phenomene  qui  ne  sera 
qu'imparfaitement  etudie  dans  ce  travail  et  sur  lequel  je  reviendrai  plus 
tard.  On  montrera  neanmoins,  plus  loin,  qu'il  s'introdin't,  a  partir  de  cet 
instant,  desdiscontinuites  dans  les  vitesses  et  les  dilatations. 

lOiS.  Si  Ton  coupe,  par  des  plans  perpendiculaires  a  O^,  les  sur- 
faces representant  le  mouvement,  on  obtient,  pour  Tinstant  t  corres- 
pondant,  le  deplacement,  la  vitesse  ou  la  dilatation  de  tons  les  points  du 
corps. 

Considerant  seulement  les  courbes  obtenues  encoupant  par  ces  plans  la 
surface  des  vitesses  et  celles  des  dilatations,  il  est  visible  que,  si  la  vitesse 
de  propagation  de  toutes  les  ondes  elementaires  etait  la  meme,  toutes  les 
courbes,  correspondant  a  une  meme  surface,  seraient  identiques;  on  pas- 
serait  de  Tune  a  Tautre,  en  la  transformant  parallelement  a  elle-meme. 
C'est  ce  qui  arrive  dans  les  cylindres  solides  elastiques. 

Mais,  quand  il  s'agit  d'un  fluide  quelconque,  il  n'en  est  plus  ainsi.  Les 
ondes  elementaires  possedant  des  vitesses  inegales,  les  points  correspon- 
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dants  de  deux  courbes  des  dilatations,  par  exemple,  ont  meineordonnee; 
mais  leurs  abcissessont  generalement  difFerentes. 

Les  deux  courbes,  obtenues  en  coupant  cette  surface  par  des  plans 
perpendiculaires  a  O*  et  dont  les  distances  a  Torigine  sont  t  et  ^,  se  cor- 
respondent points  par  points,  les  points  correspondants  ayant  meme 
ordonnee  z.  La  difference  de  leurs  abscisses  s'obtient  en  multipliant  la 
difference  t'  —  t  par  la  vitesse  de  propagation  qui  correspond  a  I'ordonnee 
z,  savoir  '/(z);  elle  est  aussi  egale  a  (t' —  t)^\z). 

La  courbe  des  dilatations  se  deplace  ainsi  dans  le  corps,  mais 
en  se  deformant,  suivant  une  loi  qui  depend  de  la  nature  de  la  fonc- 
tion  '/(z).  La  courbe  des  vitesses  subit  d'ailleurs  des  deformations 
analogues. 

106.  Si  deux  ondes  elementaires,  parties  de  Torigine,  aux  instants  t  et 
t  4-  dty  se  sont  rejointes  a  Tinstant  T  et  a  la  distance  X,  il  est  visible  que  la 
courbe  des  dilatations,  correspondant  a  Tinstant  T,  presente  deux  points 
infiniment  voisins,  situes  sur  la  verticale  du  point  X  ;  elleadmet  done  une 
tangente  verticale  pour  le  point  dont  Tabscisse  est  X,  et  il  en  est  de  meme 
pour  la  courbe  des  vitesses. 

Quand  on  considere  la  suite  des  courbes  des  dilatations  et  qu'on  se 
borne  a  la  portion  situee  entre  I'origine  et  le  point  oil  est  parvenu  le  mou- 
vement,  il  est  clair  que  les  premieres  de  ces  courbes  n'auront  generale- 
ment pas  de  tangente  verticale,  et  si  T^  designe  Tinstant  oil,  pour  la  pre- 
miere fois,  deux  ondes  elementaires  se  rejoignent,  la  premiere  courbe  des 
dilatations  presentant  une  tangente  verticale  sera  celle  qui  correspond  a 
Tinstant  T, .  La  tangente  en  question  sera  toujours  une  tangente  d'inflexion , 
a  moins  que  les  deux  ondes  elementaires,  qui  se  sont  rejointes  a  T instant  T,, 
ne  soient  celles  qui  sont  parties  de  Torigine  des  le  debut  du  mouvement, 
Dansce  cas,  la  tangente  verticale  est  celle  qui  correspond  au  point  oil  la 
courbe  rencontre  Taxe  des  x. 

Tout  ce  que  Ton  vient  de  dire  pourrait  etre  repete  pour  la  courbe  des 
vitesses. 
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107.  Les  formules  etablies  precedemment  sont  evidemment  applicables 
jusqu'a  rinstant  T,  oil,  pour  la  premiere  fois,  deuxondes  elementaires  se 
rejoignent.  A  partir  de  cet  instant,  on  conijoit  qu'il  doit  se  produire  un 
trouble  particulier,  resultant  de  ce  que  toutes  les  ondes  elementaires, 
parties  de  Torigine  a  des  instants  differents,  vontse  rejoindre  successive- 
ment.  Ge  phenomene  nouveau  prend  naissance,  d'apres  ce  qui  a  ete  dit, 
quand  le  mouvement  traverse  Tarete  de  rebroussement  de  la  surface  qui 
represente  les  deplacements,  c'est-a-dire  quand  intervient  la  deuxieme 
nappe  de  la  surface  developpable. 

On  a  annonce  precedemment*  qu'il  devait  naitre  alors  des  disconti- 
nuites  dans  les  vitesses  et  les  dilatations.  Ce  fait  pent  etre  mis  en  evidence 
d'une  maniere  tres  simple  en  choisissant  convenablement  la  condition 
imposee  a  Textremite  ^  =  o. 

Pour  cela,  on  va  determiner  cette  condition,  de  maniere  que  toutes  les 
ondes  elementaires,  parties  de  Textremite,  arrivent  au  meme  instant  a  un 
point  d'abscisse  X. 

On  a  vu  (n^  102)  que,  z  representant  en  fonction  deHa  dilatation  de  la 
tranche  extreme  x  =  o. 


\^kz)Y 


7(2)     dz 

dt 


=  X. 


Si  X  est  uneconstante,  Tequation  precedente  s'integre;  on  peuteneffet 
Tecrire 

Integrant  et  remarquant  que  z  doit  ^tre  nul  pour  « =  o,  on  trouve 

De  cette  equation,  on  tirera  z  en  fonction  de  t  et  il  sufBra  que  la  loi 
de  succession  des  dilatations  de  la  tranche  extreme  a?  =  o  soit  representee 
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par  cette  fonction,  pour  que  toutes  les  ondes  elementaires  se  rejoignent  a 
la  fois  a  une  distance  X,  que  Ton  peut  d'aiileurs  choisir  arbitrairement  et 

X 

a  un  instant  T  =  777-^- 

Dans  ces  conditions,  il  est  clair  quelescaracteristiques  des  trois  surfaces 
representatives  du  mouvement  se  projettent  horizontalement,  suivant  les 
droites  passant  toutes  par  le  point  dont  les  coordonnees  sont  X  et  T.  La 
surface  developpable  des  deplacements  se  reduitici  a  un  cone  ayant  son 
sommetau  point  (X,T)et  les  surfaces  des  vitesses  et  des  dilatations  sont 
deux  conoides  a  axe  vertical. 

108.  La  dilatation  z  de  la  tranche  extreme,  qui  donne  lieu  au  mouve- 
ment que  Ton  vient  d'etudier,  etant  connne  en  fonction  de  t^  on  en  deduit 
la  vitesse  v  de  cette  tranche,  au  moyen  de  la  formule 

la  vitesse  se  trouveainsi  exprimee  en  fonction  du  temps;  et,  pour  realiser 
ces  conditions,  il  suffit  de  fermer  le  tuyau  a  I'extremite  .r  =  o,  par  un 
piston  auquel  on  imprime  un  mouvement  determine  par  Tequation  pre- 
eedente. 

Mais,  il  faut  remarquer  que,  d'apres  Tequation  (4),  la  fonction  ^'(z)  de- 

X 

vient  infinie pour  ^  =  jq—'^\^  d'ordinaire,  les  quantites  z,  ^\z)  et  ^{z)y 

tieviennent   infinies   en   meme  temps.    II  faudrait   done  que  la  vitesse 

X 

imprimee  au  piston  devint  infinie  a  I'instant  j^ 


Toutefois,  on  va  voir  que  cela  n'est  pas  necessaire.  En  effet,  quand, 
par  suite  de  la  condition  imposee  a  Textremite  a?  =  o,  un  mouvement  a 
pris  naissance  dans  le  fluide  suppose  primitivement  en  repos,  on  peut 
chercher  les  nouvelles  integrales  de  I'equation  compatibles  avec  celle  qui 
represente  ce  premier  mouvement;  elles  representeront  les  mouvements 
cjui  peuvent  se  propager  dansle  premier. 

Or  la  compatibilite  exige  que  la  surface  representant  le  nouveau  mou- 
vement ait  avec  la  premiere  une  caracteristique  commune,  savoir  celle 
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qui  passe  par  le  point  j:=  o,  et  cfui  a  son  coefficient  angulaire  positif. 
La  premiere  surface  et^nt  developpable,  cette  caracteristique  est  une 
droite;  et,  d'apres  le  theoreme  du  n°  94,1a  nouvelle  surface  est  develop- 
pable,  puisque,  se  raccordant  avec  la  premiere  le  long  de  cette  droite, 
elle  a  le  meme  plan  tangent  en  tons  les  points  de  cette  derniere.  De  plus, 
cette  nouvelle  surface  appartient  a  la  meme  classe  que  la  premiere.  En 
effet,  la  vitesse  de  propagation  etant  positive,  elle  fait  partie  des  surfaces 
representees  parTequation 


du         •  fdx\ 


lia  constante  a  est  d'ailleurs  la  meme  que  pour  la  premiere  surface, 
puisqu'il  y  a  raccordement;  done  a  =  ^'(o). 

En  particulier,  le  plan  tangent  a  la  surface  developpable,  le  long  de  la 
caracteristique  consideree,  represente  lui-meme  une  integrale  compatible 
avec  la  premiere. 

Quand,  le  fluide  etant  primitivementen  repos,  on  imprime  a  la  tranche 
extreme  une  vitesse  definie  par  une  certaine  fonction  analytique/ (^)  du 
temps,  on  pent,  a  un  instant  donne  ^,,  changer  la  nature  de  la  fonction, 
pourvuqueTon  n'introduise  pas  de  discontinuite  dans  la  vitesse.  Jusqu'a 
rinstant  t^j  le  mouvement  est  represente  par  la  surface  developpable  cor- 
respondant  a  la  fonction/ («);  mais,  a  partir  de  I'instant^,,  une  nouvelle 
integrale  prend  naissance  a  Textremite  ^=  o;  elle  est  representee  geo- 
metriquement  par  une  autre  surface  developpable  se  raccordant  avec  la 
premiere. 

On  pent  supposer,  par  exemple,  qu*a  partir  de  Tinstant  t^  la  vitesse  de 
la  tranche  extreme  demeure  constante  ;  alors  la  nouvelle  surface  integrale 
est  le  plan  tangent  a  la  developpable  le  long  de  sa  derniere  caracteris- 
tique. 

A  ce  plan  tangent  correspondent,  pour  les  surfaces  des  vitesses  et  des 
dilatations,  des  plans  horizontaux  passant  par  leur  derniere  caracteristique. 

109.   Dans  le  cas  particulier  ou  la  vitesse  de  la  tranche  extreme  est  celle 
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qui  correspond  a  la  dilatation  z  definie  par  Tequatiori  (4),  rien  n'enipeche 
de  supposer  que  la  vitesse  p  demeure  constante  a  partir  d'un  instant  «,, 

anterieur  a  ttt— r  Dans  ces  conditions,  toutes  les  ondes  elementaires  parties 

de  Torigine  jusqu'a  I'instant  t^  arriveronten  meme  temps  a  la  distance  X. 

Si  Ton  considere  la  courbe  des  dilatations  aux  divers  instants  du  phe- 

X 

noniene  compris  entre  f ,  et  T  =  ttt-t^  cette  courbe  presente  une  partie 

rectiligne  etune  partie  curviligne;  cette  derniere  sedeformeavecle  temps 
et  disparait  brusquement  a  Tinstant  T,  pour  faire  place  a  une  droite  ver^ 
ticale. 

La  vitesse  de  la  tranche  extreme  ne  devenant  plus  infinie,  Texperience 
est  physiquement  realisable.  On  voit  que,  pour  tous  les  instants  anterieurs 
a  T,  la  dilatation  et  la  vitesse  varient  d'une  maniere  continue  avec  .r ;  mais, 
a  I'instant  T,  il  en  est  tout  autrement :  le  fluideest  partageen  deux  parties 
par  la  tranche  X ;  Tune  est  encore  en  repos,  tandis  que  pour  tous  les  points 
de  Tautre  la  dilatation  est  la  meme  ainsi  que  la  vitesse,  chacune  de  ces 
quantites  possedant  une  valeur  aussi  grande  qu'on  le  desire. 

On  voit,  dans  cet  exemple,  qu'un  mouvement  continu,  imprime  a  la 
tranche  extreme,  avec  une  vitesse  partant  de  zero,  sans  jamais  subir  de 
variations  brusques,  pent  cependant  introduire  dans  le  mouvement  une 
discontinuite  naissant  brusquement  et  qui,  commeon  le  fera  voir  dans  le 
Chapitre  V,  persiste  ensuite  indefiniment. 

On  s'exposerait  done  a  de  graves  erreurs,  si  Ton  cherchait  a  appliquer 
les  integrales  developpables  au  dela  des  points  ou  le  mouvement  rencontre 
Tarete  de  rebroussement  des  surfaces  correspondantes.  L' equation  aux 
derivees  partielles,  qui  regit  le  mouvement,  pent  meme  cesser  de  con venir, 
car  cette  equation  n'a  ete  etablie  que  pour  le  cas  ou  il  ne  se  produisait 
aucune  discontinuite  dans  les  vitesses  des  tranches. 


IV.  —  Mouvement  des  gaz  parfaits. 
110.   La  theorie  generale  qui  precede  va  maintenant  etre  appliquee 
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aux  gaz  parfaits.  Leur  equation  aux  derivees  partielles  est 


La  vitesse  de  propagation  du  mouvement  dans  le  gaz  en  repos  a  pour 
valeur 


La  fonction  designee  plus  haul  par  ^'(  ^  j  est  ici 


m  —  I 
2 


et  Ton  en  deduit 

'\dxj  m  —  i\  dxj 

L'equation  aux  derivees  partielles  des  surfaces  developpables  qui  repre- 
sentent  les  integrales  compatibles  avec  le  repos  et  se  propageant  dans  le 
sens  positif  devient  done 

m  —  I 

T, (*  +  ;r-)  -^ =o, 

ot         m  —  I  \  ox )  m  —  I  ' 

ce  que  Ton  pent  ecrire,  en  designant  par  ^  la  vitesse  et  par  z  la  dilatation, 


ou,  en  resolvant  par  rapport  a  z, 


'J.  a 


(  m  —  1     \     '« -  » 


Le  rapport  m  deschaleurs  specifiques  etant  superieur  a  Tunite,  zt\.v 
sont  toujoursde  signes  contraires.  11  en  serait  du  reste  encore  de  nieme 
si  m  pouvait  etre  inferieur  a  I'unite. 

LVIW  Cahier.  4 
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Les  formules  precedentes  deviennent  en  defaut  quand  m  =  i ;  le  gaz 
suivrait  alors,  pendant  sa  detente,  la  loi  de  Mariotte;  e'est  ce  qui  arri- 
veiait,  par  exemple,  si  Tenveloppe  agissait  sur  le  gaz,  comme  une  source  de 
chaleur  parfaite^  pour  le  maintenirconstamment  a  la  meme  temperature. 

Dansce  cas. 


«  =  •}'(<>)  =  \/?;' 


L'equation  aux  derivees  partielles  des  surfaces  developpables  est  alors 

du  1        /  du\ 

^-halog(^i  +  ^j  =  o, 

re  que  Ton  pent  ecrire 

p-+-alog(i -hs)  =  o 
on 

J3  =  c"  ^  —  I  . 

HI,    Lorsque  m  est  different  de  Tunite,  les  integrales  compatibles  a vec 
Tetat  de  repos  du  gaz  sont  donnees  par  les  deux  equations 


//I -hi 


oil  F  riesigne  une  fonction  arbitraire  et  y  un  parametre  dont  reliinination 
founiit,  dans  cliaque  cas,  I'integi ale  explicitement. 

Qiiiind  m  =  I ,  les  integrales  sont  donnees  par  les  deux  equations 

u  =  yx  —  at\o^{i  +  t)  -H  F(y), 
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Ces  integrales  etant  peu  commodes,  pour  la  determination  de  lafonction 
arbitraire  d'apres  la  condition  imposee  a  Textremite,  on  est  conduit, 
comme  dans  le  cas  general,  a  considerer,  au  lieu  de  la  fonction  u  de  x  et 
de  /,les  fonctionsi^etz,dontrunerepresentela  vitesse,rautre  la  dilatation. 

112.  Considerant  d'abord  la  vitesse  i^,  on  sait  qu'elle  satisfait  a  I'equa- 
tion  lineaire 

0(i^)designant  la  fonction  ^'(  ;r- )  o"  '^C^)?  dans  laquelleon  a  remplace  z 
par  sa  valeur  en  fonction  de  if.  Or 

a 

par  suite, 

m-f-i 

et  Tequation  aux  derivees  partielles  en  i^  devient 


/M+I 


du  [  m  —  I     \m—\  dv» 

dt    ^       \  ia       J         dx 

Elle  a  pour  integrate  generale 


r  K-"^rt' 


F  designant  une  fonction  arbitraire. 
Dans  le  cas  particulier  oil  m  =  i ,  on  a 

V 

par  suite, 

V 

9(t»)  =«e". 
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L'eqnatlon  aux  derivees  partielles  en  (^  est  alors 

et  ad  met  pour  Integrale  generale 

115.  Reste  a  considerer  la  fonction  z,  qui  satisfait,  comme  on  sait,  a 
Tequation 

Cette  equation  devient,  danslecas  des  gaz  parfaits, 

OZ  f  X — oz 

quand  m  est  different  de  T unite,  et 

dz  a      dz 

dt         \  '\'  z  dx 

pour  fli  ^  I .  Les  integrales  generales  sont 

et,  pour  m  =  I T 

^  =  F.[«-f(i+^)]. 

1 1 4,  Le  role  important  que  jouent  Tarete  de  rebroussement  de  la  surface 
des  depiacements  et  la  ligne  de  striction  de  la  surface  des  vitesses  ou  de 
eelle  des  dilatations  a  ete  mis  plus  haut  en  evidence.  Ces  troiscourbes  ont 
nne  nienie  projection  horizontale  qui,  comme  cela  a  ete  demontre,  est 


PROPAGATION    DU    MOUVEBIENT    DANS    LES    CORPS.  29 

representee  par  les  equations 

X  et  T  etant  les  coordonnees  courantes  et  z  unefonction  de  ^  representant 
la  dilatation  de  la  tranche  extreme  x  =  o  aux  differents  instants  du  niouve- 
ment. 

Quand  il  s'agit  des  gaz  parfaits,  on  a 

par  suite, 

X  =  — 

T  =  ^  — 


La  valeur  de  X  est  negative  si  -j-  est  positif  et  inversement. 

dz 

Si  done -7T  est  constamment  positif,  c'est-a-dire,  si  la  dilatation  de  la 

tranche  extreme  est  constamment  croissante,  les  abscisses  des  points  de  la 
court)e  seront  toujours  negatives,  et  il  est  visible  que  ces  points  ne  seront 
jamais  atteints  par  le  mouvement;  il  ny  aura  done  pas  lieu  de  s'en  pre- 
occuper. 

Si,  pour  une  certaine  valeur  de  z,  ^  s'annule,  Tarete  de  rebroussement 

a  un  point  a  Tinfim.  La  projection  correspondante de  la  caracteristiqueest 
tangente  a  la  courbe  en  ce  point  a  Tinfini ;  en  d'autres  ternies,  c'est  I'asym- 


7(r.)=-^ 

^(.H-.)- 

m  +  3 
2 

m  —  1 

9.a(i-hz)        2 

7 

9.(1  +  Z) 

sdz 

ptote.  Cette  derniere  a  pour  coefficient  angulaire  'Y^z)  =  a(  i  -f-  2) 


m  -t-i 

'2         . 

J 
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elle  passe  par  le  point  dont  les  coordonnees  soiit  ^=  o,  <  =  /,,  f,  desi- 

gnant  la  valenr  de  t  qui  annule  -t^- 

Lorsque  le  gaz  se  detend  d'apres  la  loi  de  Mariolte,  w  =  i ;  les  formules 
precedentes  deviennent 


X=  — 4-.       T  =  r 


_     _   1-4-^^ 

dz  dz 

di  7/7 


Quand  on  impose  a  Textremite  07=  o  un  mouvement  donne,  c'est  la 
Vitesse  de  la  tranche  extreme  qui  se  trouve  connue  directement  et  non  sa 
dilatation.  II  est  done  utile  de  remplacer  z  par  v^  dans  les  formules  qui 
donnent  les  coordonnees  X  et  T  des  differents  points  de  la  courbe. 

Or,  si  m  est  different  de  I'unite,  on  a 


a 
m  —  1 

I  H-  3=  I  I  H V  I  9 


d'ou 


m-hi 


dz  I  /     ^^  "' — I     \     ^^^  ^^ 

dl  a\  2a       )  dt^ 

el  J  en  substituant  dans  les  expressions  de  X  et  de  T, 

am 


x=— ^ ir—' 


Lorsque  to  =  i , 


/       /»  — I    \ 

lal  i-i V  ) 

dv 
dt 


('"  +  0:77 


—  ~  dz  \    ^'dw 
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et  les  formules  deviennent 


115.   La  relation 


Y  _  «=«" 

T  =  '  +  ^- 

^^           (h  ' 

lit 

dt 

\>  = (  I  -1 

m  —  I 

in  —  I  ^  ^  HI 


donne  lieu  a  une  remarque  curieuse.  La  dilatation  z  ne  pent  evidemment, 
quand  el le  est  negative,  devenir,  en  valeur  absolue,  superieurea  Tunite; 
car,  s'il  en  etait  autrement,  le  raccourcissement,  eprouve  par  une  branche, 
excederait  sa  longueur  primitive.  On  doit  done  regarder,  dans  cette  equa- 
tion, z  comme  compris  entre  —  i  et  -h  oo. 

Faisant  croitre  z,  d'une  maniere  continue,  de  —  i  jusqu'a  -f-  oc,  on  voit 
que,  pour  z  =  —  i ,  la  vitesse  ^  est  positive  etinfiniment  grande;  z  dimi- 
nuant  en  valeur  absolue,  il  en  est  de  meme  de  la  vitesse  qui  s'annule 
pour  z=  o. 

La  dilatation  z  devient  positive,  la  vitesse  devient  negative,  et  ces  deux 
quantites  augmentent  en  meme  temps  en  valeur  absolue.  Mais,  quand  z 
augmente  indefiniment,  la  valeur  de  \f  converge  vers  une  limite  finie  et 

egale  a — —  Ainsi  la  vitesse  du  gaz  ne  pent  varier  qu' entre  les  deux 

limites  -f-  oo  et 

m  —  I 

Les  considerations  qui  precedent  sont  applicables  a  la  branche  extreme. 
Supposant  qu'au  point  :c  =  o  le  gaz  soit  limite  par  un  piston  auquel  on 
imprime  une  vitesse  d'abord  nulle,  et  progressivement  croissante,  dirigee 

de  maniere  a  dilater  le  gaz,  quand  cette  vitesse  atteindra  la  limite — —- > 

la  dilatation  de  la  tranche  extreme  sera  devenue  infinie,  et,  si  la  vitesse  du 

piston  augmente  encore  au  dela  de  — ^—-i  la  tranche  extreme  cessera  de 

suivre  le  piston  dans  son  mouvement. 

La  quantite  — ^  represente  ainsi  la  vitesse  limite  d'ecoulement  du  gaz. 
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Pour  les  gaz  simples,  Toxygene,  rhydrogene,  Tazote,  ainsi  que  pour 
Fair  almos|iherique,  m  est  sensiblement  egal  a  i,4-  La  vitesse,  limite 
d'ecoulement,  deTun  de  ces  gaz,  dont  on  donne  la  pression  et  la  densite, 
s'obtient  done  en  multipliant  par  5  la  vitesse  du  son  correspondant  a  cette 
pression  et  a  cette  densite. 

II  est  dair  que,  la  dilatation  z  augmentant  indefiniment,  la  pression  et  la 

temperature  absolue  convergent  vers  zero.  La  limite  de  vitesse — -— -?  qui 

vient  d'etre  definie,  ne  pourrait  done  etre  realisee  pratiquement,  puisque 
les  proprietes  admises  pour  les  gaz  parfaits,  proprietes  qui  ont  servi  de 
base  a  !a  formation  de  Tequation  aux  derivees  partielles,  cessent  d'etre 
applicables  bien  avant  qu'on  ait  atteint  le  zero  absolu  de  temperature. 

Cette  vitesse — —-est   cependant  importante   a   considerer;   elle   est 

certainement  superieure  a  la  vitesse  d'ecoulement  que  Ton  pourrait  rea- 
liser  dans  la  pratique  et  donne,  par  suite,  une  limite  de  cette  derniere. 

Pour  Fair  atmospherique,  suppose  dans  les  conditions  normales  de  tem- 
perature et  de  pression,  la  vitesse  a  du  son  etant  d'a  peu  pres  33o™,  la 
vitesse  d*econlement  serait  ainsi  i65o". 

Dans  le  cas  oil  le  gaz  suivrait  ia  loi  de  Mariotte,  les  choses  se  passeraient 
tout  aulrenient.  Alors  on  aurait  en  effet 

i'  =  — alog(i  +z), 

desorte  que,  z  augmentant  indefiniment,  la  valeurde^  convergerait  vers 

116-  Dfins  les  gaz  parfaits,  la  pression/?  est  liee  a  la  dilatation  z  par  la 
formule 

p=p^{x^zr\ 

II  existe  done,  entre  la  vitesse  et  la  pression,  la  relation 

m  —  1 

/;/  —  I  /  p\  ^'"  2 a 

2  a      \poJ  //i  —  I 
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La  Vitesse  i^  est  positive  tant  que  p  est  superieur  a  p^  et  negative  dans 
le  cas  contraire.  Quand  p  augmente  indefiniment,  il  en  est  de  meme  de  v; 

lorsqu'au  contraire/?  converge  vers  zero,  t^  tend  vers  la  limite 


2a 


m —  I 


On  pent  concevoir  que  la  pression  opposee  a  la  tranche  extreme, 
d'abord  egale  a/?^,,  diminue  progress! vement  de  maniere  a  converger  vers 
zero.  Dans  ces  conditions,  cette  tranche  prendra  une  vitesse  negative, 
d'abord   nulle,  mais  croissant  constamment   en  valeur  absolue.    Cette 

vitesse  convergera  vers  la  limite 

Si  le  gaz  suivait  la  loi  de  Mariotte,  la  relation  entre  la  vitesse  et  la  pres- 
sion serait 


=  -aIog(^) 


La  vitesse  augmenterait  indeBniment  en  valeur  absolue  si  la  pression 
convergeait  vers  zero. 


V.  —  Etude  de  quelques  cas  de  i*ouvement  de  gaz  parfaits. 


117.  Les  formules  generales  vont  etre  maintenant  appliquees  a 
quelques  cas  particuliers. 

On  supposera  d'abord  que  la  colonne  gazeuse  soit  fermee,  a  Textre- 
raite  x  =  o,  par  un  piston  auquel  on  imprime  un  mouvement  uniforme- 
mentaccelere,  la  vitesse  etant  nulle  a  Torigine.  Mors 

pour  a;=o.  La  dilatation  z  de  la  tranche  extreme  est  donnee  par  la 
formule 


=[-H<-==^'r 


(m  —  1 )  *  *1     ^' 

^  —    I    I  -T 

Lrille  Cahier, 
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etsa  press! on  est 

am 

[  (m  —  i)a    l*"— « 

Quand  la  vitesse  est  positive,  la  dilatation  de  la  tranche  extreme  est 
negative  et  se  change  en  contraction ;  la  pression  est  superieure  a  p^  et 
augmenle  indefiniment  avec  le  temps. 

Lorsqiie,  an  contraire,  la  vitesse  est  negative,  le  coefficient  a  etant 
egalement  negatif,  la  dilatation  z  est  positive  et  croit  avec  le  temps;  la 
pression  est  inferieure  a  p^  et  decroit  quand  t  angmente.  Posant  a  =  —  a, , 

on  voit  que,  pour  t'=7 — ^^^-^j — ^  la  dilatation  est  infinie,  tandis  que  p 

s'anniile.   La  vitesse   du  piston  est  alors  egale  a -^-  Quand  elle 

depasse  cette  timite,  la  vitesse  de  la  tranche  extreme  cesse  de  croitre  et  le 
vide  se  produit  a  Tavant  du  piston. 

Les  formules  qui  donnent  la  vitesse  et  la  dilatation  en  fonction  de  x  et 
de  t  se  dediiisent  sans  difficulte  des  integrales  des  n°*  112  et  113,  en 
remarquant  qu'elles  doivent  se  reduire  aux  valeurs  ci-dessus  de  i'  et  de  z 
quand  on  y  fait  x  =^  o.  On  trouve  ainsi 


if  =  Oil  t  — 


1  +  Z  =  j  I  -h 


la         L  a^  ^         J  ' 


Eu  remplacant  dans  celte  derniere  equation  i  n-  z  par  f  ^  j  ^  on  en 
(led ui rait  sans  difficulte  une  relation  entre  p^x  et  t. 

II  est  visible,  d'apres  la  premiere  de  ces  formules,  que  toute  vitesse  r 
developpee  dans  la  tranche  extreme  se  propage  uniformenient  et  se  trouve 
transportee  a  la  distance  x  apres  un  temps  egal  a 


-I' 


'r') 
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De  mSme,  toute  dilatation  z  developpee  dans  la  tranche  extreme  se 
propage  sans  alteration,  avec  une  vitesse 


a(i  -h  z) 


W-l-I 
2 


Pour  n'avoir  pas  a  considerer  de  vitesses  inBnies,  on  pent  supposer 
que  la  vitesse  du  piston  cesse  de  eroitre,  en  valeur  absolue,  a  partir  d'un 
instant  f,,  demeurant  ainsi  constante  et  egale  a  —  a^,  =  i\.  Les  formules 
precedentes  sont  applicables  jusqu'a  Tinstant  f, .  A  partir  de  ee  moment, 
la  colonne  gazeuse  peut  etre  consideree,  a  chaque  instant  f ,  comme  divisee 
en  trois  parties  : 

1**  Une  partie  dans  laqnelle  le  mouvement  ne  s'est  point  encore  pro- 
page  et  qui,  par  suite,  se  trouve  en  repos; 

2**  Une  partie  pour  laquelle  le  mouvement  est  re|)resente  par  les  deux 
formules  ci-dessus ;  elle  est  limitee  a  la  tranche  dont  Tabscisse  est  at^ ; 

3*"  Une  partie  dans  laquelle  la  vitesse  est  constanle  ainsi  que  la  dilata- 
tion et  la  pression.  Celle-ci  est  limitee  par  la  tranche  dont  Tabscisse  est 

m-hi 

z,   designant   la    dilatation   constante    qui    correspond   a    la   vitesse   \\. 
D'ailleurs 

iw-hi  m-f-i  -i"'"^  ■ 

L'abscisse  qui  limite  la  portion  de  la  colonne  oil  la  vitesse  est  constante, 
ainsi  que  la  dilatation,  est  ainsi 


Dans  celte  partie,  le  gaz  est  homogene  et  anime  d'un  mouvement  de 
translation  uniforme. 
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118,  Le  mouvement  etant  represente  geometrlquement,  soit  par  la 
surface  ties  vitesses,  soit  par  celle  des  dilatations,  on  en  obtient  une  idee 
tres  nette,  en  coupant  Tune  de  ces  surfaces  par  des  plans  perpendiculaires 
a  0^>  et  faisant  varier  d'une  maniere  continue  la  distance  de  ces  plans  a 
roiigine,  Les  sections  obtenues  presentant  des  formes  analogues  pour 
ces  deiix  surfaces,  on  se  bornera  a  considerer  celle  des  dilatations.  Chaque 
section  faite  par  le  plan  t  =  const,  represente  Tensemble  des  dilatations 
en  tons  points  du  fluide. 

Si  Ton  considere  les  dilatations  z  et  z\  qui  ont  pris  naissance  dans  la 
tranche  extreme  aux  instants  t  et  t',  chacune  de  ces  dilatations  s'est  pro- 

m-+-i 

pagee  avec  une  vitesse  particuliere  a (i -+-:;)       ^    pour  la   premiere  et 

/«-f-i 
^?(i  H-z')      ^    pour  la  seconde.  A  I'instant^,  la  premiere  s'est  propagee 

pendant  le  temps  ^— t  et  la  seconde  pendant  le  temps  t  — t'.  La  dis- 

tanc^e  qui  separe  les  points  ou  ces  dilatations  z  et  z'  sont  par  venues  a 

1' instant  t  est  done,  en  supposant  t'  >  t, 


a{\^z)      '    {t  —  T)  —  a{i-hz)      '   {t-^), 


ou 


x\i+z')      ^— T(i-hzr~J+a4(i+z)      ^— (i+z')      ^J. 

On  voit  que  la  distance  qui  separe  les  deux  points  oil  les  dilatations  ont 
des  valeurs  donnees  z  et  z'  varie  proportionnellement  au  temps.  Cette 
distance  augmente  ou  diminue  suivant  le  signe  du  coefficient  A^at. 

II  est  facile  de  verifier  que  le  coefficient  de  at  est  positif,  si  la  difference 
z  ~  z  est  negative  ou  inversement. 

Si  done  la.dilatation  de  la  tranche  extreme  est  algebriquement  decrois- 
sante,  la  distance,  qui  separe  a  un  instant  donne  les  points  oil  les  dilata- 
tions ont  des  valeurs  donnees,  augmente  avec  le  temps.  Le  contraire  a  lieu 
quand  la  dilatation  de  la  tranche  extreme  croit  algebriquement  avec  le 
temps. 

Joignant,  dans  la  courbe  des  dilatations  a  I'instant  t^  les  deux  points 
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dont  les  ordonnees  sont  z  et  z,  on  obtient  une  corde  dont  rinclinaison  sur 
I'axe  deso:  augmente  ou  diminue  avec  f ,  suivant  que  la  difference  js'  —  z  est 
positive  ou  negative.  La  meme  remarque  est  applicable  a  la  tangente  a  la 
courbe,  car  rien  n'empeche  de  supposer  que  les  valeurs  de  z  et  z'  soient 
inBniment  voisines. 

On  en  conclut  que,  si  la  dilatation  de  la  tranche  extreme  est  toujours 
croissante  avec  le  temps,  les  tangentes  a  la  courbe  des  dilatations  font,  a 
mesure  que  le  temps  augmente,  des  angles  de  plus  en  plus  grands  avec 
I'axe  des  x\  en  d'autres  termes,  la  courbe  se  raidit  de  plus  en  plus.  Le 
contraire  a  lieu  quand  la  dilatation  de  la  tranche  se  montre  constamment 
decroissante. 

119.  Revenant  an  cas  particuHer  oil  le  mouvement  de  la  tranche 
extreme  est  uniformement  varie,  on  supposera  d'abord  que  la  vitesse  est 
constamment  negative;  la  vitesse  de  la  tranche  extreme  est  alors  —  a^^, 
et  la  dilatation,  nulle  pour  f  =  o,  est  ensuite  positive  et  croissante.  II  est 
facile  de  voir  comment  se  deforme,  avec  le  temps,  la  courbe  des  dilatations. 

Admettant  en  effet  que  la  vitesse  du  piston  cesse  de  croitre  a  partir 
d'un  instant  «,,  on  voit  qu'a  un  instant  t  inferieur  a  t^  la  courbe  a  pour 
ordonnee  initiale  OA 


=[■-^-.'1 


1 . 


L'ordonnee  diminue  ensuite  de  plus  en  plus  jusqu'a  s'annuler  pour 
OB  =  at;  a  partir  de  ce  point  elle  reste  constamment  nulle. 

A  un  instant  t^  superieur  a  ^,  mais  inferieur  a  t^ ,  Tordonnee  initiale  OA' 
est  plus  grande  que  la  precedente.  Le  point  extreme  B  de  la  courbe  s'est 
deplace  et  est  venu  en  B,.  Au  point  A  de  la  courbe  primitive  correspond- 
un  point  A,  de  la  nouvelle  courbe,  ayant  meme  ordonnee.  Les  points  A 
et  A,,  B  et  B,  sont  des  points  de  meme  dilatation  et,  d'apres  ce  qui  a  ete 
dit  au  numero  precedent,  on  a  AA,  <  BB^. 

Si  Ton  considere  deux  points  de  meme  dilatation  sur  les  deux  courbes, 
M  et  M,  par  exetnple,  on  a  AA^  <  MM,  <  BB,.  La  distance  de  deux  points 
de  la  courbe  situes  sur  la  meme  horizontale  est  d*autant  plus  grande  que 


38 
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leur  ordonnee  est  plus  faible.  Cette  courbe  se  deforme  done  en  s'aplatis- 
sant  de  plus  en  plus ;  la  tangente  en  un  point  dont  Tordonnee  est  donnee 
fait  un  angle  de  plus  en  plus  faible  avec  Taxe  Ox. 

La  deformation  continue  de  cette  maniere  jusqu*a  Tinstant  t^.  Si  t^ 

surpasse  la  valeur  -^ — _       >  Tordorinee  initiale  OA  augmente  de  plus  en 

Fig.  I. 


plusjusqu'a  rinstanti'^  = 


2a 


A  cat  instant  elle  devient  infinie;  la 


(/7i— i)aj 

courbe  possede  une  branche  infinie  ayant  pour  asymptote  Taxe  des  z.  Or 
on  a  vu  qu'a  partir  de  ce  moment  le  vide  se  faisait  derriere  le  piston  qui 
iimite  la  colonne  gazeuse;  d'ailleurs  leslois  de  la  deformation  sont  tou- 
jours  les  memes  et  pour  toutes  les  valeurs  superieures  a  t^^  la  courbe  pos- 
sede toujours  la  meme  asymptote  verticale. 

La  courbe  des  vitesses  suit  des  lois  de  deformation  analogues  a  celle 

des  dilatations.  Toutefois,  a  Tinstant  f^=-, r — ?  la  vitesse  n'est  pas 

(w  —  i)a,  ^ 

Fig.  2.  Fig.  3. 


Courbes  des  dilatations. 
2a 


Courbes  des  vitesses. 

infinie ;  elle  est  egale  a    ^^    et  reste  des  lors  constante.  On  a  figure ci-des- 

sus  deux  etats  de  la  courbe  des  dilatations  et  de  celle  ties  vitesses  qui 
correspondent  a  des  instants  superieurs  a  t'\ 
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II  faudrait,  pour  que  Texperience  fut  realisable,  que  la  temperature  du 
gaz  put  descendre  jusqu*au  zero  absolu  sans  alteration  de  ses  proprietes, 
ce  qui  n'a  jamais  lieu. 

Mais  les  clioses  se  passent  autrement  quand  la  vitesse  du  piston  cesse 
de  croitre  a  partir  d'un  instant  t^  inferieur  a  f.  Soient  z^  la  dilatation  cor- 

Fig.  4. 


respondant  a  v^^=  —  a,  l^ ,  AB  la  courbe  des dilatations  a  cet  instant;  a  un 
instant  t  superieur  a  ^, ,  la  courbe  coraprendra  trois  parties,  une  horizon- 

tale  AA,  dont  la  longueur  est  egale  a  a{t  —  ^J(i-t-z,)  '  ,  une  partie 
curviligne  A,B,  et,  a  partir  du  point  B,,  Taxe  des  a:;  la  distance  BB,  est 
egale  a  a{t  —  t^)  et,  par  suite,  plus  grande  que  AA,  •  A  un  instant  t^  supe- 
rieur a  ty  la  courbe  aura  pris  la  forme  A  A^B^o:,  et  ainsi  de  suite,  la  dis- 
tance horizontale  qui  separe  les  points  extremes  A,,  B,  de  la  partie  curvi- 
ligne augmentant  de  plus  en  plusavec  le  temps. 

II  n'y  a  pas  lieu  de  s'arreter  a  la  courbe  des  vitesses,  qui  presente  une 
forme  tout  analogue. 

Si  le  tuyau  estindefini  du  cote  des  x  positifs,  rien  ne  s'oppose  evidem- 
ment  a  ce  que  le  mouvement  continue  a  se  propager  indefiniment  de  la 
meme  maniere;  la  longueur  de  la  partie  curviligne  augmentera  alors  inde- 
finiment. 

Lorsque,  au  contraire,  le  tuyau  est  limite,  il  arrive  un  moment  auquel  le 
point  B,  de  la  courbe  des  dilatations  se  trouve  a  Textremite  du  tuyau.  A  cet 
instant,  se  produit  un  phenomene  de  reflexion  dont  la  nature  depend  dela 
condition  imposee  a  Textremite  et  qui  ne  sera  point  etudie  dans  ce  tra- 
vail. Les  integrales  obtenues  plus  haut  cessent  des  lors  d'etre  applicables. 

120.   Les  choses  se  passent  tout  autrement  quand  la  vitesse  du  piston 
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qui  limite  la  colonne  est  dirigee  de  maniere  a  comprimer  le  gaz.  Les 
ordonnees  de  la  courbe  des  dilatations  sont  alors  negatives  et  toujours 
inferieures  a  Tunite.  Si  Ton  considere  les  couibes  AB  et  A'B,,  qui  corres- 
pondent aux  temps  t  et  ^,  et  si  Ton  joint  sur  ces  courbes  deux  points  M  et 
Mf  de  meme  dilatation,  on  a 

BB,  <MM,<AA,; 

la  distance  MM,  diminue  quand  Tordonnee  du  point  M  se  rapproche  de 


zero.  La  tangente  a  la  courbe  en  un  point  d'ordonnee  determinee  forme 
ainsi  avec  Taxe  des  a?  un  angle  de  plus  en  plus  grand. 

L'ordonnee  a  Torigine  OA  augmente  avec  le  temps  et  convergerait  vers 
Tunite  si  le  piston  conservait  toujours  son  mouvement  accelere.  Mais  on 
pent  supposer  qu*a  partir  d'un  temps  t^  la  vitesse  du  piston  demeure 
constante;  alors,  pour  tous  les  instants  superieurs  a^,,  la  courbe  com- 
prendra  une  partie  horizontale  et  une  partie  curviligne. 

On  a  6gure  ci-dessous  trois  positions  de  la  courbe  des  dilatations,  la 

Fig.  6. 


premiere  AB  correspondant  a  Tinstant  f, ,  les  deux  autres  A,  B,  et  A^Bj  a 
des  instants  t  el^  superieurs  a  t^ . 
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La  difference  des  abscisses  qui  correspondent  aux  deux  extremites  de 
la  partie  curviligne  decroit  de  plus  en  plus  a  niesure  que  le  temps  aug- 
mente;  les  tangentes  forrnent  avec  Taxe  des  a;  des  angles  qui  se  rappro- 
chent  de  Tangle  droit. 

On  a  vu  precedemment  que  le  moment  oil  Tune  des  tangentes  devenait 
verticale  correspondait  a  celui  oil  le  mouvement  rencontrait  Tarete  de 
rebroussement  de  la  surface  developpable  et  Ton  salt  qu'a  partir  de  cet 
instant  les  integrales  cessent  generalement  d'etre  applicables. 

If  faut  done  rechercher  a  quel  moment  Ton  rencontre  dans  la  courhe 
des  dilatations  une  tangente  verticale.  L'instant  oil  se  produit  ce  pheno- 
mene  est  celui  oil  la  projection  horizontale  de  Tarete  de  rebroussement  de 
la  surface  des  deplacements  est  rencontree  par  le  mouvement. 

Or,  les  coordonnees  X  et  T  de  cette  courbe  sont  donnees  par  les  equa- 
tions 


2 //I 


2 


/  m — I      \m  — I  /  nt  —  I      \ 


(^  designant  la  vitesse  de  la  tranche  extreme  a  l'instant  t.  Dans  le  cas  con- 
•  sidere 


et  la  valeur  de  T  devient 


^=°^''    5^  =  °^' 


/          m  —  t       \ 
art  I  H OLt. 

T  =  ^+_V — -- — L 

(w-hi)a 

La  valeur  de  T  est  evidemment  croissante  avec  t ;  c'est  done  pour  ^  =  o 
que  T  a  la  valeur  la  plus  faible. 

II  en  resulte  que  les  deux  ondes  elementaires  successives  qui  se 
rejoignent  les  premieres  sont  celles  qui  sont  parties  ii  Tinstant  zero  et 
a  l'instant  dt.  Le  point  de  la  courbe  des  dilatations  oil,  par  suite  de  la 
deformation,   la   tangente   devient,  pour  la  premiere  fois,  perpendicu- 

LFIIl''  Ca/iier.  0 
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laire  a  O.r  est  celui  dont  I'ordonnee  z  est  nuUe.  L'instant  oil  se  prodiiit 
ce  pheiiomene  est  donne  par  ia  valeur  de  T  qui  correspond  a  ^  =  o, 

savoir        '^  .    •  Le  mouvement  s'est  alors  propage  a  une  distance  egale  a 


(//I -hi)  a 

A  l'instant  .--       .    ^  la  courbe  des  vitesses  presente  aussi  wvi'^  tangente 

verticale  qui  correspond,  comme  pour  la  courbe  des  dilatations,  au  point 
dont  Tordonnee  est  nulle, 

121.   Les  formules  donnees  plus  haut  sont  applicables  jusqu'a  Tinstant 

t  =  . r-  on  jusqu'a  ce  que  le  mouvement  se  soit  propage  a  une  dis- 

tance  egale  a  7 ; —  Dans  les  conditions  ordinaires,  cette  distance  est 

*^  ( //I  -h  1 )  a  ' 

tres  considerable.  Ainsi,  par  exemple,  s'il  s'agit  de  Tair  atmospherique, 
dans  les  conditions  normales  de  temperature  et  de  pression,  a  =  330*° 
environ,  //z  =  i  ,4.  On  a  alors 

a«-  ^  2^2  Q()75o 

//I  -h  1  *^    '        '  (w  +•  i)a  a 

La  distance  a  laquelle  le  mouvement  s'est  propage,  au  moment  oil  les 
formules  cessent  d'etre  applicables,  s'obtient  done  en  divisant  90760  par 
I'acceleration  du  mouvement  du  piston. 

Si,  par  exemple,  cette  acceleration  etait  egale  a  10™  par  seconde,  les 
formules  ne  cesseraient  pas  d'etre  applicables,  avant  que  le  mouvement  se 
fut  propage  a  une  distance  superieure  a  g""'". 

Cette  distance  est  d'ailieurs  en  raison  inverse  de  I'acceleration  du  mou- 
vement et  Ton  pourrait  prendre  a  assez  grand  pour  qu^elle  devint  infe- 
rieure  a  toute  longueur  donnee. 

G'est  ici  que  se  pose  une  question  du  plus  haut  interet :  que  se  passe- 
t-il  a  partir  du  moment  oil  les  ondes  elementaires,  parties  de  la  tranche 
extreme  a  des  instants  differents,  commencent  a  se  rejoindre?  Que  devien- 
nent  les  integrales  lorsqu'on  depasse  I'arete  de  rebroussement  de  la  sur- 
face des  deplacements? 
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II  s'agit  ici  d'un  nouveau  probleine  extremement  complexe,  dont  la 
solution  generale  ne  sera  pasabordee  dans  ce  travail. 

Toutefois  un  raisonnement  bien  simple  niontre  qn'en  general  les  for* 
mules  qui  representaient  jusque-Ia  le  mouvement  doivent  cesser  d'etre 
applicables  a  partir  du  moment  oil  se  produit  ce  phenomene. 

Le  mouvement  du  piston  qui  limite  la  tranche  extreme  etant  uniforme- 
ment  accelere,  il  arrive  un  moment  oil  sa  vitesse  surpasse  la  vitesse  a  avec 
laquelle  le  mouvement  se  propage  dans  le  fluide,  tant  qu'il  ne  s'est  pas 
produit  dediscontinuite.  Supposons  que,  le  piston  ayant  acquis  a  Tlnstant 
t^  une  vitesse  «,  superieure  a  a,  on  maintienne  ensuile  sa  vitesse  constante; 
soit,  \\  cet  instant  f,,  /la  longueur  que  possede  la  colonne  fluide  atteinte 
par  le  mouvement. 

S'il  ne  se  produisait  pas  de  discontinuite  dans  les  vitesses,  an  point  qui 
separe  la  partie  du  fluide  en  repos  de  celle  qui  est  en  mouvement,  la  lon- 
gueur de  la  partie  en  mouvement  s'allongerait  a  Tavant  avec  une  vitesse 
a  et  se  raccourcirait  a  Tarriere  avec  une  vitesse  constante  v^.  A  un  instant 
t  superieur  a  ^,,  la  longueur  de  cette  partie  en  mouvement  serait  devenue 

de  sorte  que  cette  longueur  s'annulerait  pour 

/ 

II  faudrait,  pour  cela,  que  toutes  les  tranches  successivement  atteintes 
par  le  mouvement  eussent  subi  un  raccourcissenient  egal  a  leur  longueur 
primitive,  ce  qui  est  impossible.   L'absurdite  deviendrait  encore  plus 

manifeste  si  Ton  attribuait  a  t  des  valeurs  superieures  a  t^-A ?  car 

*  ^'i  —  ^' 

alors  la  longueur  de  la  portion  atteinte  par  le  mouvement  serait  negative, 

ce  qui  n'a  plus  aucun  sens. 

Pour  eviter  des  impossibilites  physiques,  il  faut  done  de  toute  neces- 

site  qui!  se  cree,  au  point  de  separation  des   deux  portions  du  fluide, 

une  discontinuite  dans  les  vitesses  et  les  dilatations,  car  c' est  dans  ces  con- 
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ditions  seiilement  que  la  vitesse  de  propagation,  dans  nn  fluide  au  repos, 
pent  etre  modifiee.  Mais  les  considerations ,  au  moyen  desquelles  a  ete 
etablie  Tequation  aux  derivees  partielles  qui  regit  le  mouvement  des  gaz, 
deviennent  inexactes  quand  ii  se  produit  des  discontinuites.  11  ne  s*agit 
done  pas  de  trouverde  nouvelles  integrales  de  Tequation  primitive,  mais 
avant  tout  de  rechercher  la  nouvelle  equation  qui  regit  le  mouvement. 
On  reviendra  sur  ce  sujet  dans  le  Chapitre  V, 

122.  Les  resultats  que  Ton  vient  d'obtenir  restent  encore  les  memes 
quand  le  gaz  suit  la  loi  de  Mariotte  et  que  le  coefBcient  m  devient  egal  a 
Tunite.  Toutefois,  quand  m=i,  il  n'existe  plus,  comme  on  Ta  deja 
montre,  de  vitesse  limite  d'ecoulement,  de  sorte  que,  si  le  piston  qui  limite 
la  colonne  gazeuse  est  anime  d'une  vitesse  tendant  a  dilater  le  gaz,  cette 
vitesse  pourra  augmenter  indefinimeni  sans  que  le  vide  se  produise  a 
Tarriere. 

Quelle  que  soit  la  loi  du  mouvement  imprime  par  le  piston  a  la  tranche 
extreme,  on  sera  toujours  conduit  a  des  resultats  analogues  aux  precedents 
si  la  vitesse  est  constamment  cioissante  en  valeur  absolue.  Seulement, 
quand  la  vitesse  est  dirigee  de  maniere  a  comprimer  le  gaz,  il  pourra 
arriver,  dans  certains  cas,  que  la  premiere  tangente  de  la  courbe  des  dila- 
tations qui  devienne  verticale  ne  soit  pas  celle  qui  correspond  au  point 
(lont  Tordonnee  est  nulle.  11  sera  necessaire,  dans  chaque  cas  particulier, 
de  se  livrer  a  une  discussion  a  ce  sujet,  afin  de  reconnaitre  pendant  com- 
bien  de  temps  les  integrales  obtenues  expriment  la  solution  du  probleme. 

On  pent  encore  faire  la  remarque  suivante,  qui  s'applique  non  seule- 
ment au  mouvement  des  gaz  parfaits,  mais  au  mouvement  de  tons  les 
fluides  qui  ont  ete  consideres  dans  ce  Chapitre. 

Considerons  la  courbe  des  dilatations  et  soient  A  et  A'  deux  formes  de 
cette  courbe  qui  correspondent  a  des  instants  ^  et  f'.  Soient  M  et  M'  deux 
points  de  meme  ordonnee  qui  se  correspondent. 

Soit  t'^  un  autre  instant  du  mouvement;  posant 
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la  courbe  des  dilatations  qui  correspond  a  Tinstant  f  est  le  lieu  des 
points  M'^  qui  divisent  Thorizontale  MM'  en  deux  segments  tels  que 


ivri\r 


=  K. 


Fig.  7. 


II  suflit  done  de  connaitre  deux  des  courbes  des  dilatations  pour  que 
Ton  obtienne  toutes  les  autres  par  une  construction  geometrique  tres 
simple.  Les  memes  considerations  sont  applicables  a  la  courbe  des  vitesses. 

VI.   —  Propagation  d'un  mouvement  vibratoire  periodique. 


123.   Dans   la   theorie    ordinaire  de    la  propagation    des   vibrations 

sonores  dans  un  tuyau  cylindrique,  telle  qu'elle  se  trouve  exposee  dans  les 

Traites  de  Physique,  on  suppose  que  le  tuyau  soit  ferme  a  son  extremite 

par  une  lame  vibrante  dout  la  vitesse  est  representee  par  une  expression 

de  la  forme 

p  =:=  acosfi^, 

a  et  [i  etant  des  constantes,  et  dont  le  mouvement  se  communique  a  la 
tranche  extreme  pour  se  propager  dans  le  gaz.  L'equation  aux  derivees 
partielles  qui  regit  le  mouvement  etant  simplifiee  et  reduite  a  la  forme 


d^u 


d'U 


oF  ~^  dx'^' 


on  trouve  que,  pour  un  instant  determine  t,  la  courbe  des  dilatations  et 
celle  des  vitesses  ne  sont  autres  que  des  sinusoides  qui,  quand  le  temps  f 
varie,  se  deplacent  d'un  mouvement  uniforme  avec  la  vitesse  a. 
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II  est  interessant  de  rechercher  comment  les  resultats  precedents  sont 
modifies  dans  la  realite. 

A  cause  de  la  relation  qui  existe  entre  la  vitesse  et  la  dilatation  en  un 
point  du  corps,  la  dilatation  de  la  tranche  extreme  est 


iH asinpn  — 


Chaque  onde  elementaire,  partie  de  la  tranche  extreme  a  Tinstant  t,  se 
propage  ensuite  avec  une  vitesse  constante,  representee  par 


c'est-a-dire  par 


a(i+z)" 


m-hi 


r  m— I    .     .     rj.l"*~' 


II  est  done  facile  de  construire,  pour  un  instant  quelconque  ty  la  courbe 
des  vitesses  ou  celle  des  dilatations. 

124.   On  s'occupera  plus  particulierement  de  la  courbe  des  vitesses  et 
Ton  construira  d'abord  celle  qui  correspond  a  la  fin  de  la  premiere  periode 

du  mouvement  de  la  tranche  extreme.  La  duree  de  cette  periode  est^- 

Fig.  8. 


L'onde  elementaire  partie  a  Torigine  du  mouvement  correspond  a  une 

vitesse  infiniment  petite  et  s'est  propagee  a  la  distance  -4-  que  Ton  repre- 
sente  par  OB. 
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L'onde  elemenlaire  partie  a  I'instant  ;^  correspond  a  une  vitesse  a;  sa 
vitesse  de  propagation  est 

m-f-i 


(m — I        \ni~-i 


et,  a  elant  suppose  positif,  elle  est  plus  grande  que  a;  la  distance  a 
laquelle  elle  s'est  propagee  est 


a     IH a  -^  >  7  OB. 


Prenant  done  sur  Ov  une  longueur  OA  =  a  et  prenant,  a  partir  de  A, 
parallelement  a  Ox  une  longueur 


M(  in—\        \m-^    371 


on  obtiendra  le  point  le  plus  eleve  de  la  courbe  des  vitesses. 

L'onde  elementaire  partie  a  I'instant  ^correspond  a  une  vitesse  nulle; 

sa  vitesse  de  propagation  est  a;  elle  s'est  done,  a  Finstant  -^y  propagee  a 

une  distance  OD  =  ^'  =  ^  OB. 

Enfin  l'onde  elementaire  partie  a  I'instant 7-^  correspond  a  une  vitesse 
—  a ;  elle  s'est  propagee  avec  une  vitesse 

m-t-i 
/  m—  I        \nt-i 

a\  I a  1 

\  ^'^       J 

inferieure  par  consequent  a  a  et  la  distance  a  laquelle  elle  est  parvenue  a 

I'instant  -^  est 

(  m  —  I      \'«-i  7t    ^  013 

Prenant  done  sur  0\l  une  longueur  OA'=  a  et,  a  partir  de  A',  paral- 
lelement a  Ox  une  longueur 


A'C'=«(i-'-"-^-?a) 
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on  obtiendra  le  point  C  de  la  courbe  auquel  correspond  I'ordonnee 
minimum. 

Des  constructions  analogues  pourraient  etre  faites  pour  tous  les  points 
(le  la  courbe;  mais  les  quatre  points  obtenus  C,  D,  G,  B,  auxquels  il  faut 
joindre  le  point  O,  suffisent  pour  donner  une  idee  de  sa  forme  et  pour 
qu'onpuisse  la  comparer  avec  la  sinusoide  OC'^DG^B,  que  donnerait  la 
theorie  ordinaire  et  qui  est  tracee  en  pointille  sur  la  figure. 

La  courbe  reelle  a,  en  commun  avec  la  sinusoide,  les  trois  points  situes 
sur  Taxe  des  oo;  de  plus,  les  deux  courbes  se  coupent  en  deux  autres 
points.  L'abscisse  du  point  le  plus  eleve  C  de  la  courbe  reelle  est  supe- 
rieure  a  celle  du  point  le  plus  eleve  C^  de  la  sinusoide;  le  contraire  a 
lieu  pour  le  point  le  plus  bas. 

123.  Pour  conslruire  la  courbe  des  vitesses  qui  correspond  a  la  fin  de 
la  deuxieme  periode  de  la  tranche  extreme,  on  remarquera  que  cette 
courbe  se  compose  d'abord  d'une  partie  identique  a  la  precedente,  pro- 
venant  des  ondes  elementaires   qui  sont  parties  de  Torigine  entre  les 

instants  ^  et  ^;  puis  d'une  autre  partie  qu'on  deduit  aisement  de  la  pre- 

P  r 

miere  par  la  connaissance  des  vitesses  de  propagation  des  differentes  ondes 
elementaires. 

Transportant  la  premiere  sinusoide  parallelement  a  Oxy  d'une  Ion- 


Fig-  9- 


gueur  egale  a  OB,  on  obtiendra  une  courbe  BL'^G  L^H,  qui  representerait 
la  Vitesse  dans  la  portion  BH  du  gaz,  si  les  ondes  elementaires  se  propa- 
geaient  toutes  avec  la  meme  vitesse.  Les  points  G  et  H  appartiennent 
aussi  a  la  courbe  reelle.  Pour  obtenir  le  point  le  plus  haut  de  cette  der- 
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niere,  on  prendra,  sur  Thorizontale  de  L,,  une  longueur  L,  L,  double  de 
C,C,  dans  le  sens  des  x  positifs;  on  obtiendra  de  meme  le  point  le  plus 
bas  en  prenant,  sur  Thorizontale  du  point  L'^  et  dans  le  sens  des  x  nega- 
tifs,  une  longueur  L'^  L'  egale  au  double  de  C,  G'^ . 

On  peut  continuer  de  la  meme  maniere  et  tracer  suecessivement  les 

f\      ft 
courbes  qui  correspondent  aux  instants  ~?  -^y  — 

II  est  visible  qu'a  mesure  qu'on  s'eloigne  de  Torigine  les  points  les  plus 
elevess'ecartent  de  plus  en  plus  des  points  correspondants  de  la  sinusoide 
dans  le  sens  des  x  positifs;  les  distances  croissent  comme  la  serie  deS 
nombres  naturels.  De  meme  les  points  les  plus  bas  s'eloignent  de  plus  en 
plus  des  points  correspondants  de  la  sinusoide,  mais  du  cote  desa:  nega- 
tifs;  les  distances  croissent  encore  comme  la  serie  des  nombres  naturels. 

Quant  aux  points  situes  sur  Taxe  des  x^  ils  sont  communs  aux  deux 
courbes. 

126.  Ainsi  tandis  que,  d'apres  la  theorie  ordinaire,  la  courbe  des 
vitesses  s'avancerait  uniformement  sans  se  deformer,  on  voit  que,  dans 
la  realite,  cette  courbe  s'avance  encore  uniformement,  mais  en  se  defor- 
mant  d'une  maniere  continue.  La  pente  de  cette  courbe  s'adoucit  de  plus 
en  plus  dans  la  partie  comprise  entre  Tun  des  points  tels  que  \J  et  le  point 
suivant  L;  la  pente  augmente,  au  contraire,  entre  un  point  tel  que  G  et 
le  point  suivant  L'. 

La  propagation  continue  a  s'effectuer  de  la  sorte  jusqu'au  moment  oil 
Tarete  de  rebroussement  de  la  surface  developpable  des  deplacements  se 
trouve  atteinte  par  le  mouvement,  c'est-a-dire  jusqu'au  moment  oii  Tune 
des  tangenles  a  la  courbe  des  vitesses  devient  perpendiculaire  a  I'axe  Ox. 

Gonsiderant  la  courbe,  projection  sur  le  plan  horizontal  xOt  de  Tarete 
de  rebroussement,  les  coordonnees  X  et  T  d'un  point  sont 


—  \  2a        J  ,p  V  2a        J 
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{}  =  asin(3^,        -j-  =  a[3cos^/, 
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Dans  ce  cas, 

fit 

et  la  valeur  de  T  devient 

(m  —  I      .   o  \ 
iH asinpf 
^  _  ,  «, ^^  / 

II  s'agit  de  cherclier  a  quelle  valeur  de  t  correspond  le  mHiimum  de  T. 
Or  le  second  membre  se  compose  de  deux  parties  dont  Tune  t  est  crois- 
sante,  Tautre  periodique.  II  suflfit  done  de  cherclier  la  valeur  de  t^  com- 
prise entre  zero  et-^^  qui  rend  T  minimum. 

II  faut  d'abord  faire  abstraction  du  ens  oil  le  numerateur  de  la  partie 
periodique  pourrait  s'annuler  :  il  faudrait  pour  cela  que  la  vitesse  CLsixi^t 

devint  negative  et  egale  en  valeur  absolue  a  — -^y  c'est-a-dire  a  la  vitesse 
limite  d'ecoulement. 

Cela  pose,  on  demontre  que  si  a,  c'est-a-dire  le  maximum  de  vitesse  de 
la  tranche  extreme,  est  tres  petit  par  rapport  a  a,  ainsi  que  cela  a  toujours 
lieu  dans  les  vibrations  sonores,  la  plus  petite  valeur  de  T  a  lieu  pour 
^  =  o  et  est  egale,  par  suite,  a 


(m4-i)a(i5 


C'est  le  temps  pendant  lequel  le  mouvement  se  propage  d'apres  les 
regies  qui  ont  ete  donnees  ci-dessus.  A  cet  instant,  il  est  parvenu  a  une 
distance 


X  = 


2a 


2 


(m-i-i)ap 


A  partir  de  la,  il  se  produit  un  phenomene  nouveauy  qui  introduit 
d'ordinaire  des  discontinuites  dans  les  vitesses. 

127.  On  pent  faire  une  application  numerique,  afin  d' avoir  une  idee 
de  cette  distance  X. 
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Soient  N  le  nombre  des  vibrations  completes  executees  dans  une 
seconde  par  la  tranche  extreme  a:  =  o,  2>.ramplitnde  totale  de  la  vibra- 
tion ;  il  est  facile  de  voir  que 

de  sorte  que  la  valeur  de  X  devient 

Y a^ 

Supposant,  pour  fixer  les  idees,  qu'il  s'agisse  de  I'air  atmospherique 
dans  les  conditions  ordinaires  de  temperature  et  de  pression,  a  =  SSo"", 
m==  1,4  environ.  Si  Ton  fait  N  =  5oo,  1  =  o™,ooi,  on  trouve  pour  X 
une  valeur  inferieure  a  lo™. 

On  voit,  par  cet  exemple,  que  les  theories  ordinaires  de  la  propaga- 
tion des  vibrations  sonores  dans  les  gaz  sont  bien  rapidement  en  defaut, 
meme  quand  il  s'agit  de  mouvements  de  faible  amplitude. 

Quand  il  s'agit,  en  particulier,  de  la  propagation  d'un  mouvement 
periodique,  la  courbe  ondulee,  quirepresente  a  un  instant  donne  la  vitesse 
ou  la  dilatation  d'une  tranche,  se  propage  en  se  deformant.  Toutefois, 
tant  que  le  mouvement  n'atteint  pas  Tarete  de  rebroussement  de  la  surface 
developpable,  la  vitesse  de  propagation  n'est  pas  alteree ;  et,  a  ce  point  de 
vue,  la  theorie  habituelle  fournit  des  resultats  exacts. 

Mais  cette  arete  de  rebroussement  est  atteinte  par  le  mouvement  apres 
un  parcours  qui,  dans  les  circonstances  ordinaires,  n'est  pas  bien  consi- 
derable; et  alorsse  manifestent  de  nouveaux  phenomenes. 

La  distance  X,  a  partir  de  laquelle  les  formules  oblenues  cessent  d'etre 
apphcables,  pent  se  mettre  sous  une  autre  fonne.  On  appelle,  comme  on 

sait,  longueur  d'onde  le  produit  ^deladuree  d'une  vibration  complete 

par  la  vitesse  duson;  designant  cette  longueur  d'onde  par  L,  on  a 


i[tn  -h  1)7:- A 

Ainsi  la  distance  X  est  proportionnelle  au  carre  de  la  longueur  d'onde 
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et  en  raison  inverse  de  ramplitude  du  mouvement  vibratoire  imprime  a  la 
tranche  extreme. 

L'etude  de  la  courbe  des  dilatations  aurait  conduit  a  des  resultats  tout 
a  fait  analogues  a  ceux  qui  ont  ete  obtenus  en  envisageant  la  courbe  des 
vitesses.  De  plus,  rien  ne  serai t  change  dans  ces  resultats  si,  le  gaz  suivant 
la  loi  de  Mariotte,  le  coefHcient  m  devenait  egal  aTunite. 


VII.  —  Etude  d'un  gas  simgulier  de  propagation  du  mouvement. 

128.  On  a  fait  voir  au  n**  107  que,  pour  un  fluide  quelconque  en  repos, 
il  est  possible  de  determiner  la  condition  imposee  a  la  tranche  extreme, 
pour  que  toutes  les  ondes  elementaires,  parties  de  Torigine  aux  differents 
instants  du  mouvement  et  qui  se  propagent  avec  des  vitesses  differentes, 
se  rejoignent  a  la  fois  a  une  meme  distance  de  Torigine. 

Soit  X  cette  distance  :  la  vitesse  de  propagation,  correspondant  a  la 
dilatation  z,  etant  representee  par  ^'(z),  il  faut  que  la  dilatation  de  la 
tranche  extreme  satisfasse  a  la  condition 

Y  K^)  —  X-t^'{o) 
Dans  le  cas  des  gaz  parfaits, 

^'(o)  =  a,  ^'{z)  =  a(i  -+- z) 

de  sorte  que  la  formule  precedente  devient 


a 


w-hi 


d'ou 


La  dilatation  z  de  la  tranche  extreme  etant  donnee  par  cette  formule, 
on  obtient  aisement  la  vitesse  qu'il  faut  imprimer  a  cette  tranche,  en  fai  - 
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sant  usage  de  la  relation  qui  existe  entre  la  vitesse  et  la  dilatation.  On 
trouve  ainsi 

OT  — I 

(i)  v= h  — y) ' 

^    ^  m  — 1\  A/  m  —  1 

formule  qui  aurait  .pu  etre  obtenue  direetement  par  Tintegration   de 
Tequation 

/  m  —  \      \n-i 

x  =  _A /    , 

dans  laquelle  X  devrait  etreregardee  comme  une  constante. 

Quand  ie  gaz  suit  la  loi  de  Mariotte,  les  expressions  de  la  dilatation  ;:;  de 
la  tranche  extreme  et  de  sa  vitesse  v  deviennent 

at 
I  H-z  =  I  —  ^j 

(a)  t;=:_alog(^l—  J^). 

129.  Pour  realiser  ces  conditions,  il  suffit  de  limiter  la  colonne  gazeuse 
par  un  piston  et  d'imprimer  a  ce  piston  un  mouvement  deBni  par  I'equa- 
tion  (i)  ou  par  i'equation  (2). 

La  vitesse  du  piston,  d'abord  nulle,  est  constamment  croissante;  elle 

devient  infinie  a  Finstant  ~>  ainsi  qu'il  est  facile  de  le  concevoir  a  priori, 

puisque  Tonde  partie  a  ce  dernier  instant  de  Textremite  de  la  colonne  doit 
avoir  une  vitesse  de  propagation  infinie. 
L'acceleration  du  mouvement  du  piston  est 


dv  ia'^        /  at\ 

Jt~  x(m4-«)  V  ""  x; 


al\      '''-^i 


et  Ton  voit  qu'elle  est  aussi  constamment  croissante  et  devient  infinie  pour 


a 
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11  serait  impossible,  dans  la  pratique,  de  faire  croitre  indefiniment  la 
vitesse  du  piston;  mais  rien  n'empeche  de  supposer  qn'apres  avoir  fait 
varier  cette  vitesse  conformement  a  la  formule  (i),  ou  a  la  formule  (2)  si 
le  gaz  suit  la  loi  de  Mariotte,  pendant  un  certain  temps  t^ ,  on  maintienne 
ensuite  cette  vitesse  constante. 

Soient  i^^  la  vitesse  acquise  au  temps  f^,  z^  la  dilatation  correspondante, 
le  gaz  se  trouvera,  poijr  tout  instant  t  superieur  a  t^ ,  divise  en  trqis  parties 
animees  de  mouvements  differents. 

Au  dela  de  Tabscisse  at^  le  gaz  sera  en  repos;  en  de^a  de  Fabscisse 


a(\  -h-  2,)  ^  {t —  ^J,  la  dilatation  sera  partout  z^  et  la  vitesse  ^, ;  entre 
les  deux  abscisses  que  Ton  vient  d'indiquer,  la  vitesse  et  la  dilatation  varie- 
ront  d'un  point  a  Fautre. 

Toutes  les  ondes  elementaires,  parties  de  I'origine  entre  ^  et  f,,  se 

rejoignant  a  la  distance X eta  Tinstant  T  =  — >  il  en  resulte  que  la  partie 

intermediaire  disparait  a  cet  instant,  de  sorte  qu'alors  le  gaz  se  trouve 
partage  en  deux  parties  :  Tune  est  en  repos  et  sa  dilatation  est  nulle ;  I'autre 
est  animee  de  la  vitesse  lf^  et  possede  la  dilatation  z^. 

130.  La  propagation  du  mouvement  est  mise  plus  netlement  en  evi- 
dence par  Tetude  des  courbes  des  vitesses  et  des  dilatations. 

Considerant,  par  exemple,  la  courbe  des  vitesses,  soient  AB  la  forme 
qu'elle  possede  a  Tinstant  f^,  OD  la  distance  X. 

Menant  Tordonnee  DC  et  une  serie  d'horizontales,  telles  que  MN, 


limitees  par  la  courbe  AB  et  cette  ordonnee,  on  sait  que  le  lieu  des  points 
qui  divisent  les  droites  telles  que  MN,  dans  un  rapport  donne,  est  une 
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autre  courbe  de  dilatation  correspondant  a  Tun  des  instants  compris 
entre^i  etT. 

Divisanty  par  exemple,  toutes  ces  horizontales  en  quatre  parties  egales, 
on  obtient  trois  courbes  intermediaires  A^B^,  AjBjj,  A3B3,  qui  repre- 
sentent  la  distribution  des  vitesses  dans  les  tranches  aux  instants 

On  voit  la  partie  curviligne  de  la  courbe  se  raidir  de  plus  en  plus  a 
mesure  que  le  niouvement  se  propage,  pour  se  transformer  brusquement 
en  une  droite  verticale  a  Tinstant  T. 

Par  un  mouvenient  continu  imprime  a  la  tranche  extreme,  on  arrive 
done  a  creer  dans  la  colonne  une  discontinuite  qui,  comme  on  le  mon- 
trera  dans  le  Chapitre  V,  ne  peut  plus  des  lors  disparaitre.  Quand  on 
passe  de  la  tranche  X  a  la  tranche  infiniment  voisine,  la  vitesse  passe  de  v^ 
a  zero  et  la  dilatation  de  r,  a  zero. 

Les  valeurs  de  X  et  de  r,  peuvent  etre  prises  arbitrairement;  quant  a 
la  dilatation  J3f ,  elle  est  liee  a  p,  par  la  relation 

m  —  I 


rii  —  1 


Le  temps  t^  necessaire  pour  communiquer  a  la  tranche  extreme  la 
vitesse  \>^  se  deduit  de  lequation  (1)  qui  donne 


^  = 


![-(-"-^^r''] 


Ce  temps  est  proportionnel  a  la  distance  X. 

Le  maximum  de  Tacceleration  du  mouvement  du  piston  a  lieu  pour 
^  =  f  ^ ;  il  a  done  pour  valeur 


(m 


\a^-        r  m— I      1'«-i 
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ce  qui,  quand  la  vitesse  ^,  est  tres  petite  par  rapport  a  a,  se  reduit  sensi- 
blement  a 

(mH-i)X' 

si  Ton  prenait  X  =  lOo",  on  trouverait,  en  supposant  que  le  gaz  dont  il 
s'agit  est  Fair  atmospherique,  dans  les  conditions  normales  de  temperature 
et  de  pression,  que  cette  acceleration  est  un  peu  superieure  a  900". 


VIII.     —    MOUVEMENT    d'uN    MOBILE    SOUMIS    A    LA    PRESSION 

d'une  colonne  gzaeuse. 

131.  Un  gaz  est  renferme  dans  un  cylindre.  L'une  des  bases  est  ine- 
branlable,  Tautre  est  fermee  par  un  piston  de  masse  M.  On  neglige  la  pres- 
sion  ^xterieure  qui  s'exerce  sur  le  piston.  Le  systeme  etant  en  repos  et 
abandonne  a  lui-meme,  on  demande  le  mouvement  que  prendra  le  piston 
el  le  mouvement  du  gaz. 

Ce  probleme  a  ete  I'objet  des  travaux  de  plusieurs  geometres,  parmi 
lesquels  il  faut  citer  particulierement  Lagrange,  qui  lui  a  consacre  un 
Memoire  reste  d'abord  inedit  et  que  Poisson  a  fait  publier  plus  tard  dans 
le  Journal  de  V  Ecole  Poly  technique. 

C'est  en  cherchant  a  determiner  analytiquement  le  mouvement  des  pro- 
jectiles dans  Tame  des  bouches  a  feu  que  Lagrange  a  ete  conduit  a  abor- 
der  ce  probleme.  Supposant  en  effet  la  poudre  entierement  brulee  avant 
que  le  projectile  ait  commence  son  mouvement,  les  produits  de  la  com- 
bustion constituent  un  fluide  que  Ton  pent  regarder  comme  en  repos  a 
r instant  initial,  la  pression  etant  bonstante  et  la  vitesse  nulle  en  tous  ses 
points. 

La  masse  du  canon  etant  tres  grande  par  rapport  a  celle  du  boulet,  la 
bouche  a  feu  peut  etre  regardee,  sans  grande  erreur,  comme  inebran- 
lable.  Le  boulet  est  d'ailleurs  mis  en  mouvement  par  la  seule  pression  du 
gaz  fluide. 

Lagrange  admettait  que  la  pression  du  fluide  etait,  pendant  la  detente. 
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en  raison  inverse  de  la  puissance  m  du  mouvement;  dans  ces  conditions, 
Tequation  aux  derivees  partielles  qui  le  regit  n'est  autre  que  celle  qui  cor- 
respond aux  gaz  parfaits.  Lagrange  cherchait  a  determiner  Tintegrale  qui 
convient  aux  conditions  particulieres  du  probleme.  II  parait,  an  reste, 
avoir  ete  peu  satisfait  des  resultats  obtenus,  car  il  n'a  pas  juge  a  propos 
de  livrerle  resultat  deses  calculs  a  la  publicite. 

Plus  recemment,  Piobert  a  fait  du  meme  probleme  Tobjet  principal  de 
ses  travaux.  II  admettait,  comme  Lagrange,  que  la  pression  des  produits 
de  la  combustion  de  la  poudre  est  en  raison  inverse  de  la  puissance  m  du 
volume  qu'ils  occupent.  Cette  hypothese  semblait  d'ailleurs  assez  exacte- 
ment  justiBee  par  les  experiences  de  Rumford.  L' equation  aux  derivees 
partielles,  qui  regit  le  mouvement  du  fluide,  etait  done  encore,  pour  Pio- 
bert, celle  qui  correspond  aux  gaz  parfaits. 

Piobert  a  un  peu  cornplique  son  probleme  en  cherchant  a  tenir  compte 
du  mouvement  du  canon.  II  est  arrive,  au  moyen  de  calculs  tres  longs  et 
depourvus  de  toute  elegance,  a  obtenir  des  formules  qui  ne  peu  vent  aucu- 
nement  representer  le  phenomene,  attendu  qu'elles  sont  en  desaccord  avec 
Tequation  aux  derivees  partielles. 

L'insucces  des  tentatives  de  Lagrange  et  de  Piobert  parait  avoir  decou- 
rage  les  geometres.  Le  probleme  a  d'ailleurs  perdu  ime  grande  partie  de 
rinteret  qu'il  presentait  pour  les  artilleurs.  L'hypothese  de  la  combustion 
instantanee  de  la  poudre  s'ecartait  deja  beaucoup  de  la  verite  a  Tepoque 
oil  Lagrange  et  Piobert  se  livraient  a  leurs  recherches.  Gependant,  Tan- 
cienne  poudre  a  canon,  dont  les  grains  avaient  de  faibles  dimensions,  etait 
alors  exclusivement  employee.  Aujourdhui,  I'artillerie  fait  usage  de 
poudre  a  gros  grains  dont  la  combustion  s'opere  avec  lenteur  et  n'est 
meme  pas  toujours  completement  achevee  quand  le  projectile  sort  de  la 
piece.  L'hypothese  d'une  combustion  instantanee  ne  pourrait  done 
conduire  qu'a  de  grossieres  erreurs. 

D'autre  part,  la  relation  qui  existe,  pendant  la  detente,  entre  la  pres- 
sion et  le  volume  des  produits  de  la  combustion  de  la  poudre,  est  loin 
d'etre  aussi  simple  que  le  supposaient  Lagrange  et  Piobert.  L' equation 
aux  derivees  partielles  qui  regit  le  mouvement  differerait  done  de  celle  des 

LrilP  Cahier.  8 
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gaz  parfaits,  meme  si  Ton  negligeait  le  temps  necessaire  pour  effectuer  la 
combustion  complete  de  la  charge. 

La  question  presente  toutefois  un  certain  interet  au  point  de  vue  spe- 
culatif  et  au  point  de  vue  bistorique.  Dans  ce  qui  va  suivre,  on  donnera 
unepartie  dela  solution;  mais,  auparavant,  il  n'est  pas  inutile  de  montrer 
la  cause  de  Tinsucces  des  tentatives  de  Lagrange  et  de  Piobert. 

132.  Supposant  que  la  tranche  extreme  du  gaz,  en  contact  avec  le 
piston  ou  le  projectile,  ait  pour  abscisse  ^*  =  o,  on  designe  par  1  Tabscisse 
de  Tautre  extremite-  que  Ton  suppose  assujettie  a  rester  en  repos. 

L' equation  aux  derivees  partielles  qui  regit  le  mouvement  est 


oil  a^  =  -^y  Po  etant  la  pression  initiale  et  p^  la  densite  initiate,  qui  sont 

Po 

les  memes  pour  tons  les  points  du  fluide. 

Les  conditions  initiales  sont  w  =  o,  ^  =  o,  puisque  le  gaz  est  suppose 

en  repos. 

Si  M  designe  la  masse  du  piston  en  contact  avec  Textremite  ^  =  o,  son 
mouvement  est  cause  uniquement  par  la  pression  de  la  tranche  extreme; 
les  conditions  imposees  aux  extremites  sont 

M  ^'  =  —  to/;  pour  .r  =  o  et         w  ==  o  pour  x=^\ 

quel  que  soit  ^,  to  designant  la  section  du  cylindre. 

Lagrange  et  Piobert  se  proposaient  de  determiner  une  integrale  unique 
de  Tequation  aux  derivees  partielles,  satisfaisant  aux  deux  conditions  ini- 
tiales et  aux  conditions  d'extremite.  Or  on  a  montre,  dans  le  Chapitre  III, 
que  le  probleme  ainsi  pose  est  generalement  insoluble;  il  est  impossible  de 
representer  I'ensemble  du  phenomene  par  une  seule  et  unique  expression 
analytique.  On  ne  pent  obtenir  la  solution  de  la  question  que  par  une 
infinite  d'integrales  dont  chacune  represente  le  mouvement  pendant  un 
certain  temps.  - 
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Des  le  debut,  prend  naissance,  a  rextremite  a?  =  o,  une  integrale  u^^ 
compatible  avec  le  repos  et  satisfaisant  a  la  condition  imposee  a  cette 
extremite.  Celle-ci  se  propage  avec  une  vitesse  a  et  parvient  a  Textre- 

mite  X,  au  bout  d'un  temps  t^=  --  A  cet  instant,  une  autre  integrale  u^ 

prend  naissance  a  Textremite  X;  elle  doit  satisfaire  a  la  condition  imposee 
a  cette  extremite  et,  de  plus,  etre  compatible  avec  Tintegrale  u^,  ce  qui 
suffit  pour  la  determiner. 

I/integrale  u^  se  propage  dans  u^  avec  ime  certaine  vitesse,  variable 
d'ailleurs  a  chaque  instant,  et  arrive  a  Textremite  a:  =  o,  a  un  certain  in- 
stant /^5,  auquel  prend  naissance,  dans  la  tranche  a;  ==  o,  une  nouvelle  inte- 
grale W3  compatible  avec  u^  et  satisfaisant  a  la  condition  imposee  a  Tex- 
tremite  x  =  o. 

Des  integrales  successives  naissentalternativement  ainsi  aux  deux  extre- 
niites.  Si  le  tube  qui  renferme  le  gaz  est  indefini,  dans  le  sens  des  x  nega- 
tifs,  le  piston  sera  toujours  soumis  a  la  pression  de  la  tranche  extreme, 
quel  que  soit  son  deplacement.  Son  mouvement  sera  donne,  entre  les  in- 
stants zero  et  t^^  par  Tintegrale  w, ;  entre  les  instants  t^  et  f^,  par  Tintegrale 
«3,  et  ainsi  de  suite,  mais  jamais  par  les  integrales  u^^  u^,  ..,,  qui  pren- 
nent  naissance  a  Textremite  a?  =  >..  Pour  determiner  entierement  le  mou- 
vement, il  faudrait  connaitre  toute  la  serie  des  integrales. 

Mais,  dans  le  probleme  d'artillerie  que  Lagrange  et  Piobert  se  propo- 
saient  de  resoudre,  le  tube  avait  une  longueur  finie,  laquelle  n'etait  autre 
que  celle  de  Tame  du  canon.  Soit  L  cette  longueur.  Quand  le  projectile  a 
parcouru  la  longueur  L  —  X,  il  se  trouve  a  Texterieur  du  tube;  le*gaz  se 
repand  dans  Tatmosphere  et  la  pression  exercee  a  Tarriere  du  mobile 
devient  rapidement  negligeable,  de  sorteque,  en  faisant  abstraction  de  la 
pesanteur  et  de  la  resistance  de  Tair,  son  mouvement  serait  sensiblement 
uniforme. 

Soit  u^„^^  I'integrale  qui  represente  le  mouvement  du  projectile  au 
moment  ou  son  deplacement  est  egal  a  F^  —  X;  il  est  completement  inutile 
de  determiner  les  integrales  ulterieures,  de  sorte  que  le  probleme  peut  etre 
resolu  par  la  determination  d'un  nombre  fini  d'integrales. 
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Lorsqu'on  vent  tenir  compte  du  deplacement  du  canon,  comme  Ta 
tente  Piobert,  le  probleme  devient  encore  plus  complexe.  Soil  M^  la  masse 
du  canon,  le  frottement  du  gaz  contre  son  enveloppe  etant  neglige;  le 
rnouvement  du  canon  est  produit  par  la  pression  de  la  tranche  extreme 
dont  Tabscisse  est  X.  La  condition  «  =  o,  imposee  a  cette  extremite,  doit 
done  etre  remplacee  par  la  suivante 

pour  X  =\^  quel  que  soit  t. 

Au  debut,  une  integrale  prend  naissance  a  chaque  extremite.  Soient  u^ 
et  u\  ces  deux  integrales,  toutes  deux  compatibles  avec  le  repos  et  satis- 
faisant,  Tune  a  la  condition  imposee  a  Textremite  j?=  o,  Tautre  a  la  con- 
dition imposee  a  I'extremiteX. 

Les  deux  integrales  «,  et  u\  se  propagent  dans  la  colonne,  en  sens 
contraires,  avec  la  meme  vitesse  a,  et  se  rencontrent  en  son  milieu  a  Tin- 

stant  t^  =  —  En  ce  point  se  developpe  alors  une  nouvelle  integrale  u^y 

compatible  avec  les  precedentes  et  qui  se  propage  a  leurs  depens,  de  sorte 
qu'elle  arrive  a  Textremite  a?  =  o  an  bout  d'un  temps  t^  et  a  Textremite  1 
a  r instant  t\. 

A  rinstant  t^^  une  nouvelle  integrale  w,  prend  naissance  a  Textremite 
X  =:o;  de  meme,  a  I'instant  t\j  une  integrale  u\  a  Textremite  X.  Elles  se 
propagent  dans  u^  et  finissent  par  se  rencontrer  en  un  point  de  la  colonne 
oil  se  developpe  une  integrale  u^  et  ainsi  de  suite. 

Le  mouvement  du  projectile  M  est  represente  successivement  par  les 
integrales  w, ,  z^,  , . . . ,  celui  du  canon  par  les  integrales  u\ ,  //g ,  ....  Comme 
dans  le  cas  precedent,  il  suffit  de  determiner  ces  integrales  jusqu'au 
moment  oil  le  projectile  sort  du  canon. 

133.  H  ne  s'agit  pas  ici  de  resoudre  completement  ce  probleme;  on  va 
seulement  determiner  le  mouvement  du  mobile  M,  pendant  le  temps  oil  il 
est  represente  par  la  premiere  integrale.  On  supposera,  pour  commencer, 
que  Textremite  X  est  inebranlable. 
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r^  condition  imposee  a  rextremite  x='0  etant 

en  remarquant  que 

pent  s*ecrire 

if  designant  la  vitesse  du  mobile  et  z  la  dilatation  de  la  tranche  extreme. 

L'integrale  qui  prend  naissance  au  contact  du  piston,  etant  compatible 
avec  le  repos,  est  representee  geometriquement  par  une  surface  develop- 
pable,  et  il  existe,  entre  la  vitesse  p  et  la  dilatation  z  d'une  tranche,  la 
relation 

par  suite  de  laquelle  Tequation  precedente  devient 

2m 
■hit  di^  (  ^  —  I      \m  — I 

C'est  Tequation  differentielle  du  mouvement  du  piston.  La  force  qui  le 
sollicite  est  ainsi  une  fonction  de  sa  vitesse. 

Integrant  et  remarquant  que  la  vitesse  v  est  nulle  pour  f  =  o,  on  obtient 

OU 

[_!!Lzii"l 

Cette  formule  determine  la  vitesse  du  piston  tant  qu'elle  est  representee 
.  par  la  premiere  integrate.  Or  celle-ci  represente  le  mouvement  du  piston, 
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tant  que  Tintegrale  w^,  qui  prend  naissance  a  rextremite  1  par  la  reflexion 
de  la  premiere,  n'est  pas  parvenuea  Torigine. 

La  premiere  integrale  arrive  a  Textremite  'k  au  bout  d'un  temps  -> 

puisqu'elle  se  propage  avecune  vitesse  a.  L'integrale  u^^  qui  prend  nais- 
sance a  I'extremite  \  se  propage  en  sens  contraire,  avee  une  vitesse 

m-hi 

variable  fl(i  H-  z)  ^  :  cette  vitesse  est  inferieure  a  a;  car  z  est  positif, 
ainsi  qu  il  est  facile  de  le  reconnaitre,  pour  tous  les  points  du  gaz  oil  la 
premiere  integrale  est  applicable. 

Ainsi  la  formule  precedente  represente  le  mouvement  du  piston  pendant 

un  temps  superieur  a  —  qu'on  pourrait,  du  reste,  calculer  exactement  par 

la  seule  consideration  de  la  premiere  integrale,  car  il  suffirait  de  deter- 
miner la  projection  horizontale  de  la  caracteristique  du  deuxieme  systeme 

qui  passe  par  le  point  dont  les  coordonnees  sont  <  =  - »  a?  =  >.. 

134.  On  obtiendrait  sans  difficulte  Texpression  analytique  de  Tinte- 
grale;  mais  elle  ne  serait  d'aucune  utilite  pour  determiner  a  chaque  instant 
les  vitesses  ou  les  dilatations  des  differentes  tranches  du  gaz.  11  est  plus 
commode  de  construire  par  points  les  courbes  qui  les  representent,  en 
s'appuyant  sur  ce  que  les  vitesses  ou  les  dilatations  developpees  dans  la 
tranche  extreme  a?  =:  o  se  propagcnt  sans  alteration  avec  une  vitesse  con- 


stante  dont  la  valeur,  correspondant  a  une  dilatation  z,  e8ta(i  +  z)      ^   . 

Pour  chaque  instant  t^  compris  entre  zero  et  - » le  gaz  est  divise  par  la 

tranche  d'abscisse  c,  =  at  en  deux  parties;  Tune  est  encore  en  repos, 
tandis  que  le  mouvement  de  Tautre  partie  est  represente  par  Tintegrale 
developpable. 

Dans  cette  derniere  partie,  les  vitesses  sont  toutes  negatives  et  les  dila- 
tations positives.  L'ordonnee  de  la  courbe  des  vitesses  ou  celle  de  la 
courbe  des  dilatations  dirainue  regulierement  en  valeur  absolue,  a  mesure 
que  Tabscisse  croit.  Ghacune  des  courbes  se  deforme  avec  le  temps  de 
maniere  que,  pour  un  point  d'ordonnee  determinee,  le  coefficient  angu- 
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laire  de  la  tangente  decroisse  constamment  en  valeur  absolue.  II  en  resulte 
que,  nieme  si  la  longueur  1  etait  infinie,  Tarete  de  rebroussement  de  la 
surface  developpable  ne  pourrait  etre  atteinte  par  le  mouvement.  Tons  ses 
points  correspondent  a  des  valeurs  negatives  de  t. 

Pour  chaque  instant  conipris  entre  -  et  — S  la  colonne  gazeuse  est  encore 

divisee  en  deux  parties  par  un  point  qui  s'eloigne  de  plus  en  plus  de  1. 
Dans  la  partie  la  plus  rapprochee  de  Torigine,  le  mouvement  est  repre- 
sent^ par  rintegrale  developpable;  dans  Tautre  partie,  il  est  donne  par 

rintegrale  u^  qui,  a  I'instant  -y  a  pris  naissance  a  Textremite  1. 

J3iS.  Revenant  au  mouvement  du  mobile,  on  voit  que  sa  vitesse,  nulle 
a  I'origine,  se  montre  constamment  croissante  en  valeur  absolue,  avec  le 
temps.  Si  la  longueur  X  de  la  colonne  est  inBnie  et  si  le  tuyau  est  indefini 
du  cote  des  x  negatifs,  de  sorte  que  le  gaz  ne  puisse  jamais  se  repandre 
au  dehors,  quel  que  soit  le  deplacement  du  piston,  la  vitesse  est  tou- 
jours  representee  par  la  formule  du  n"^  133,  quelque  grand  que  soit  le 
temps  t. 

Quand  ce  dernier  augmente  indeBniment,  la  vitesse  du  mobile  converge 
vers  la  limite 

m  —  I 

qui  a  deja  ete  rencontree  plusieurs  fois.  Cette  limite  est,  comme  on  voit, 
independante  du  poids  du  mobile.  Seulement,  la  vitesse  se  rapproche 
d'autant  plus  vite  de  cette  limite,  que  la  masse  M  est  plus  petite. 

Soient  M  et  M'  les  masses  de  deux  pistons  differents.  La  formule 
montre  que  les  vitesses  imprimees  par  un  meme  gaz  a  ces  deux  mobiles 
seraient  les  memes  a  des  instants  t  et  t^  tels  que 

£_   M 

Les  temps  auxquels  correspondent  des  vitesses  egales  sont  done  pro- 
portionnels  aux  masses  des  pistons. 
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On  obtient  aisement  le  deplacernent  du  piston  a  un  instant  quelconque. 
Soit  u  ce  deplaceinent  :  on  a 

II  est  clair  que  la  vitesse  impriniee  au  piston  par  una  colonne  gazeuse 
de  longueur  \  dont  la  pression  est  p^  et  la  densite  p^,  ne  pent  decroitre 
lorsque  \  augniente.  Or  la  limite  vers  laquelle  converge  cette  vitesse, 

quand>.estin(ini,est — —--Cette  quantite  represente,  par  suite,  la  plus 

forte  vitesse  que  le  gaz  puisse  imprimer  a  un  mobile. 

Les  resultats  precedents  peuvent  etre  generalises  et  etendus  a  un  fluide 
quelconque,  dont  la  conductibilite  est  negligeable;  mais  I'examen  de  ce 
cas  plus  general  entrainerait  dans  trop  de  longueurs.  On  se  bornera  a 
enoncer  le  theoreme  suivant,  qu'il  serait  facile  de  demontrer  : 

Quand  un  fluide  non  conducteur  renferme  dans  un  cylindre  est  limite 
par  une  base  inebranlable,  et  qua  I' autre  extrSmite  de  la  colonne  se  trnrwe 
un  piston  qui  pent  se  deplacer  sans  frottement,  dans  le  tuyau  suppose 
indefiniment  prolong^,  le  fluide  communique  au  piston  une  'vitesse  gra- 
dttellement  croissante,  mais  qui  ne  pent  depasser  une  certaine  limite, 
dependant  de  la  nature  du  fluide  et  de  son  etat  initial,  mais  independante 
de  la  masse  du  piston. 

Lorsque,  par  exemple,  on  emploie,  pourmettreen  mouvement  un  pro- 
jectile, une  certaine  charge  de  poudre  a  canon,  il  est  clair  que  la  vitesse 
imprimee  au  projectile,  au  moment  oil  ilsort  de  la  bouche  a  feu,  ne  pour- 
rait  qu*etre  augmentee,  si  Ton  reduisait  a  son  minimum  le  volume  initial 
occupe  par  la  charge  et  si  cette  derniere  etait  entierement  brulee  avant 
tout  deplacernent  du  boulet.  Elle  augmenterait  encore  si  Ton  faisait  dispa- 
raitre  le  frottement  et  si  Tame  du  canon  etait  prolongee  indeBniment. 
Malgre  tout,  il  existe  une  limite  que  la  vitesse  du  projectile  ne  pent  jamais 
depasser. 

Si  la  poudre  a  canon  etait  remplacee  dans  le  canon  par  un  explosif  d*une 
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autre  nature,  la  limite  serait  differente,  mais  elle  n'en  existerait  pas  nioins. 

136.  Les  choses  se  passent  d'une  maniere  bien  differente  quand  les 
differentes  tranches  du  fluide  enmouvement  peuvent  recevoir  de  la  clialeur 
du  dehors.  Si  le  fluide  est  un  gaz  parfait  et  si  Tenveloppe  agit  conime 
source  de  chaleur,  pour  le  maintenir  constamment  a  la  nieme  temperature, 
la  detente  s'effectue  suivant  la  loi  de  Mariotte,  de  sorte  qu'on  a,  pour 
I'integraledeveloppable,  la  relation 

I' 

entre  la  dilatation  z  et  la  vitesse  {>  d'une  tranche. 
L'equation  du  mouvement  du  piston  etant 

on  a 

V 

de  sorte  que  cette  equation  devient 

Mdi^  —  - 

Integrant  et  remarquant  que  la  vitesse  s'annule  pour  f  =  o,  on  obtient 

.==-«log(.  +  ^«). 

Si  la  longueur  initiate  X  de  la  colonne  est  infinie,  auquel  cas  Tintegrale 
est  applicable  pour  toutes  les  valeurs  du  temps,  on  voit  que  la  vitesse  v^ 
nulle  pour  t  --=  o,  est  toujours  negative  et  angmente  indefiniment  avec  t. 
Ainsi,  dans  ce  cas,  la  vitesse  croit  au  dela  de  toute  limite. 

137.  Si,  outre  la  pression  du  gaz,  le  mobile  etait  soumis  a  Taction  dune 
force  determinee  F,  parallele  aux  generatrices  du  tuyau,  Tequation  diffe- 

Lrin^  Caliier.  cj 
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rentielle  de  son  mouvement  serai t 

2/ra 

il  faudrait  Fintegrer  pour  obtenir  la  loi  du  mouvement. 

Si,  par  exemple,  la  foixe  Fast  constante,  ce  qui  arrive  quand  on  tient 
compte  du  froltement,  suppose  independant  de  la  vitesse,  ou  quand,  le 
oylindre  etant  incline,  il  y  a  lieu  d'avoir  egard  a  Taction  de  la  pesanteur, 
on  trouve 


(  m  —  \     \"*  — I 


138.  On  a  suppose,  jusqu'a  present,  que  le  vide  absolu  existait  a 
Tarriere  du  piston.  Cette  condition  n'est  pas  realisable  dans  la  pratique. 
Quand  il  s'agit  d'un  canon,  par  exemple,  le  projectile  subit  a  Tavant  la 
pression  de  Fair  qui  se  trouve  dans  le  tube,  et  Ton  pent  chercher  a  tenir 
compte  de  cette  circonstance. 

II  faut,  pour  cela,  modifier  les  conditions  du  probleme  et  supposer  que 
le  piston  se  trouve  place  entre  deux  colonnes  gazeuses.  Tune  se  trouvant 
du  cote  des  x  positifs,  Tautre  du  cote  oppose. 

Dansces  conditions,  Tequation  du  mouvement  sera 

p  et  p  designant  les  pressions  correspondant  aux  tranches  extremes  des 
deux  gaz. 

Les  integrales  qui  prennent  naissance  dans  les  deux  colonnes  sont  toutes 
deux  developpables;  pourle  premier  gaz,  on  a,  comme  precedemment. 


Pour  le  deuxieme  gaz,  on  trouverait  de  meme,  sans  difficulte, 

2  m' 

p=Poy--^')    • 
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L'equation  du  mouvement  du  piston  est  ainsi 


M  r/i> 


Ij'integration.s'effectue  par  une  simple  quadrature. 

Enfin  on  pent  encore  remarquer  que,  si  la  tranche  extreme  1  du  cylindre 
n*estpasinebranlable,  maisqu'ellesoit,  comme  Tautre,  limitee  par  un  pis- 
ton de  masse  M^,  on  peut  obtenir  le  mouvement  de  ce  dernier,  connne 
celui  du  piston  de  masse  M,  qui  se  Irouve  a  Textremite  x=  o.  On  a  en 
efFet,  V  designant  la  vitesse  du  piston  et  z  la  dilatation  de  la  tranche  )., 

DViUeurs  Tintegrale  qui  prend  naissance  a  Textremite  1  est  developpable, 
et  Ton  voit  aisement  que 

L' equation  du  mouvement  devient  ainsi 

•?  m 

et  Ton  integrerait  comme  precedemment.  On  aurait,  par  suite,  les  mou- 
vements  des  deux  pistons  M  et  M,,  mais  les  formules  ne  seraient  plus 

appiicables  ici  que  pendant  un  temps  un  pen  superieur  a  -• 

Les  conditions  precedentes  sont  celles  oil  s'etait  place  Piobert.  On  voit 
que  son  probleme  se  resout  sans  difficulte  et  avec  une  certaine  rigueur 
pour  les  premiers  instants  du  mouvement.  Les  integrales  suivantes  sont 
beaucoup  plus  complexes;  le  cadre  de  ce  travail  ne  permet  pas  d'indiquer 
comment  on  doit  les  determiner. 
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CHAPITRE  V. 

SUR  LES  DISCONTINUITfiS  QUI  SE  MANIFESTENT  DANS  LA  PROPAGATION  DU  MOUVEMENT. 


I.  —  Considerations  generales. 

139.  La  propagation  du  mouvement  dans  un  corps  donne  lieu  a  des 
discontinuites  quand,  dans  un  temps  infiniment  petit,  la  vitesse  ou  la  dila- 
tation d*une  tranche  subit  une  variation  finie  ou  quand,  a  un  instant 
donne,  la  vitesse  ou  la  dilatation  de  deux  tranches  infiniment  voisines  dif- 
ferent d'une  quantite  finie. 

Les  discontinuites  peuvent  etre  introduites  de  plusieurs  manieres 
differentes  ; 

1°  Elles  peuvent  preexister  dans  Tetat  initial.  G'est  un  cas  qu'on  ne 
considerera  jamais  dans  ce  qui  va  suivre. 

2*^  Elles  peuvent  etre  introduites  dans  les  conditions  imposees  aux 
extremites.  Si,  par  exemple,  un  solide  prismatique  elastique  est  heurte 
a  son  extremite  par  un  corps  anime  d'une  vitesse  finie  V,  la  tranche 
extreme,  d'abord  en  repos,  acquiert  brusquement  cette  vitesse  V,  tandis 
que  la  tranche  infiniment  voisine  est  encore  en  repos. 

3°  Dans  les  deux  cas  que  Ton  vient  de  signaler,  il  n'est  pas  etonnant 
que  Ton  rencontre  une  discontinuite  dans  le  mouvement,  attendu  qu'on 
Fa  introduite  dans  les  conditions  limites.  Mais  on  a  pu  voir,  dans  le  Cha- 
pitre  precedent,  que,  pour  certains  corps,  des  discontinuites  peuvent 
prendre  naissance  dans  le  mouvement,  meme  lorsque  les  conditions  ini- 
tiales  et  celles  qui  sont  imposees  aux  extremites  sont  parfaitement  con- 
tinues. Ces  discontinuites,  qui  sont  debeaucoup  les  plus  curieuses,  resul- 
tent  de  la  forme  particuliere  de  I'equation  aux  derivees  partielles  qui  regit 
le  mouvement. 

On  pent  se  demander  si  les  discontinuites  que  i'on  rencontre  dans  la 
theorie  de  la  propagation  du  mouvement  sont  une  simple  fiction  analytique. 
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ou  bien  si  elles  correspondent  a  une  realite  physique.  C'est  une  question 
a  laquelle  il  est  bien  difficile  de  repondre  dans  Tetat  actuel  dela  Science. 

S'il  ne  s'agissait  que  des  discontinuites  introduites  par  les  conditions 
imposees  aux  extremites,  la  reponse  ne  serait  pas  douteuse.  La  forme 
analytique  discontinue  que  Ton  donnea  ces  conditions  ne  correspond  pas 
a  la  realite  des  faits.  Ainsi,  dans  Texeniple  cite  du  choc  d'un  corps  contre 
Textremite  dune  barre  elastique,  Taction  du  corps  sur  cette  exlremite 
commence  avant  que  le  contact  soit  etabli,  par  suite  de  Taction  qu'exer- 
cent  a  distance  les  dernieres  particules  materielles.  Cette  action,  d'abord 
negligeable,  croit  tres  rapidement  quand  la  distance  du  corps  et  de  la  barre 
devient  extremementfaible  et  Textremite  de  cette  barre  n'atteintlavitesseV 
qu'apres  avoir  passe  successivement  par  toutes  les  vitesses  intermediaires. 
A  une  variation  tres  rapide  de  cette  vitesse,  doiit  la  loi  est  dailleurs  incon- 
nue,  on  substitue,  pour  simplifier,  Thypothese  d'une  variation  brusque. 

II  est  beaucoup  plus  difficile  de  se  prononcer  quand,  les  conditions 
imposees  aux  extremites  etant  continues,  ainsi  que  Tetht  initial,  on  voit 
dans  la  propagation  du  mouvement  une  discontinuite  prendre  brusque- 
ment  naissance;  il  semble  meme,  au  premier  abord,  que  cette  disconti- 
nuite doive  effectivement  se  produire  dans  la  realite.  Toutefois  il  faut 
remarquer  que  les  equations  aux  derivees  partielles,  dont  on  fait  usage 
pour  etudier  le  mouvement,  ne  sont  basees  que  sur  des  hypotheses  tres 
voisines,  il  est  vrai,  de  la  realite,  mais  qui,  remplacees  par  les  lois  veri- 
tables,  conduiraient  neanmoins  a  des  equations  tout  autres.  Cest  ainsi 
que,  pour  etablir  Tequation  du  mouvement  des  gaz,  on  a  suppose  que  la 
conductibilite  propre  du  fluide  etait  rigoureusement  nulle.  Or,  il  est  bien 
connu  que  cette  conductibilite,  tout  en  etant  tres  faible,  n'en  a  pas  moins 
une  valeur  sensible;  Tequation  aux  derivees  partielles,  dont  on  a  fait 
usage,  n'est  done  qu'une  approximation. 

Quoi  qu'il  en  soit,  les  discontinuites  s'introduisent  forcement  dans  les 
problemes  de  Physique  mathematique.  Qu'on  les  considere  comme  ayant 
une  existence  reelle  ou  qu'on  les  admette  comme  une  simple  approxi- 
mation, il  est  indispensable  d'examiner  Tinfluence  qu'elles  exercent  sur  les 
phenomenes  de  la  propagation  du  mouvement. 


ro 
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140,  Pour  plus  de  generalite,  on  considerera  deux  corps  A  et  A', 
animes  de  niouveinents  par  tranches  perpendiculairement  a  une  droiteOo:. 
Les  deux  corps  sont  assujettis  a  rester  en  contact  suivant  un  plan  B  per- 
pendiculaire  a  Ox.  Chacun  des  corps  est  anime  d'un  mouvement  repre- 
sente  par  une  integrale  d'une  certaine  equation  aux  derivees  partielles  du 

Fig.  II. 


second  ordre.  A  I'instant  considere,  la  vitesse  et  la  pression  ne  sont  pas 
les  memes  dans  les  tranches  en  contact.  II  s'agit  d'analyserle  phenomene 
qui  se  produira  dans  le  voisinage  de  la  section  commune  B. 

Soienf,  pour  le  corps  A,  v  la  vitesse,  z  la  dilatation  et  p  la  pression  de 
la  tranche  en  contact  avec  A',  /,  z^  et  fj  les  quantites  correspondantes 
pour  la  tranche  du  corps  A'  qui  est  en  contact  avec  A. 

Par  suite  de  la  reaction  que  les  tranches  en  contact  exercent  I'une  sur 
Tautre,  leur  etat  va  se  trouver  modifie,  de  sorte  qu'au  bout  du  temps  dt 
une  certaine  portion  du  corps  A,  de  longueur  dx,  aura  pris  la  vitesse  p^, 
la  dilatation  z^  et  la  pression  p^ . 

De  meme,  a  cet  instant  dt^  une  certaine  portion  du  corps  A'  de  lon- 
gueur dx  aura  pris  une  vitesse  i\,  une  dilatation  z\  et  une  pression  p\. 

II  s'agit  de  determiner  les  six  quantites  t', ,  v\ ,  z^ ,  z\ ,  p^ ,  p\  et  en  outre 

les  longueurs  dx  et  dx\  ou  plutot  les  rapports  zr^  —r-  H  existe  ainsi  huit 

inconnues  et  le  probleme  consiste  a  rechercher  les  huit  equations  neces- 
saires  pour  les  determiner. 

141.  Les  deux  corps  etant  assujettis  a  rester  en  contact,  il  en  resulte 
que  les  vitesses  des  deux  tranches  en  contact  doivent  etre  constamment  les 
memes,  de  sorte  que  si,  a  un  moment  donne,  il  existe  entre  elles  une  dif- 
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ference  finie,  cette  dilference  doit  disparaitre  instantanement.  On  a  ainsi 
une  premiere  equation 

(0  ^^  =  ^r 

Mais,  pour  que  cette  egalite  subsiste,  il  est  necessaire  que  les  pressions 
des  tranches  en  contact  soient  aussi  constaniment  egales,  par  suite 

Appliquant  maintenant  le  theoreme  des  quantites  de  mouvement  a  la 
tranche  c^*r  du  corps  A,  on  voitque  Taccroissement  de  sa  quantite  de  mou- 
vement, pendant  le  temps  dt^  est  ^^isi^dx^v^ —  c),  p,,  designant  la  densite 
initiale  de  la  tranche,  et  co  sa  section.  L'impulsion  elementaire  des  pres- 
sions exercees  sur  les  bases  est  evidemment  co  dt{p  — /;,),  car  la  section  de 
contact  est  soumise,  pendant  le  temps  dt^  a  la  pression  ^;,,  tandis  que  sur 
I'autre  s'exerce  la  pression  p,  L'impulsion  elementaire  des  forces  exte- 
rieures,  ainsi  que  celle  qui  correspond  au  frottement  et  a  la  viscosite,  est 
infiniment  petite  par  rapport  a  la  precedente  :  ainsi 

(3)  Po(^-0^=/^-/^|. 

On  trouve  de  meme,  en  considerant  la  tranche  dx'  du  corps  A', 

(4)  Po(^-^)-;77=/^|— 7^- 

L'une  des  bases  de  la  tranche  dx  est  animee  pendant  le  temps  dt  de  la 
vitesse  v^  Tautre  de  la  vitesse  v^ ;  elle  subit  par  suite,  pendant  ce  temps, 
un  accroissement  de  longueur  egal  a  {v^  —  v)  dt.  La  longueur  primitive 
etaitrf.r(i  +  z);  a  la  fin  du  temps  dt^  elle  est  representee  par  r/t(i  -\~  rj; 
on  a  done 

(5)  {z,  —  z)'-£  =  i\  —  v. 

On  trouverait  de  meme,  en  considerant  la  tranche  dx\ 

(6)  «--')^' =  "'-«'.• 
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II.      —     CaS     oil     LA     RELATION     ENTRE    LA     PRESSION     ET    LA    DENSITE 
EST    INDEPENDANTE    DES    TRANSFORMATIONS    SUBIES    PAR    LE    CORPS. 

141.  Les  six  equations  que  Ton  vient  d'obtenir  sont  absolument  inde- 
pendantes  de  la  nature  des  corps;  niais  il  n'en  est  pas  de  meme  pour  les 
deux  dernieres,  qui  doivent  acliever  la  determination  des  inconnues.  Deux 
cas  bien  differents  sont  a  distinguer. 

II  pent  arriver  que.  pour  les  deux  corps,  la  pression  soit  liee  a  la  dila- 
tation par  une  relation  invariable,  independante  de  la  transformation  que 
le  corps  a  subie  et  qui  ne  soit  pas  alteree  lors  meme  que  les  vitesses  eprou- 
vent,  a  certains  instants,  des  variations  brusques.  Les  deux  dernieres 
equations  s'obtiennent  alors  immediatement.  Soient,  en  effet,  9(2)  et 
»j/(z)  les  fonctions  de  la  dilatation  qui  representent  la  pression  dans 
chacnn  des  corps  :  on  a 

(7)  /^i-  ?(^0. 

(8)  P\=^(J.)^ 

et  le  probleme  est  completement  determine. 

Parmi  les  corps  dont  le  mouvement  a  ete  etudie  dans  le  Chapitre  III, 
il  en  est  un  certain  nombre  pour  lesquels  les  relations  preceflentes  sont 
applicables.  D'abord  les  solides  elastiques,  pour  lesquels  la  pression 
s'obtient  toujours  en  multipliant  la  dilatation  z^  prise  avec  un  signe  con- 
traire,  parle  coefficient  d'elasticite  E,  de  sorteque 

p^  —  Ez, 

relation  independante  des  transformations  subies  anterieurement  par  le 
corps. 

II  en  est  de  meme  pour  un  gaz  satisfaisant  a  la  loi  de  Mariotte,  dont  la 
temperature  demeure  par  suite  constante  pendant  toute  la  duree  du  mou- 
vement. Dans  CO  cas, 
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L'enveloppe  du  gaz  est  alors  supposee  agir  comme  une  source  de  cha- 
leur  parfaite,  de  maniere  a  maintenir  invariable  la  temperature  de  chaque 
tranche. 

Mais,  comme  on  le  verra  bientot,  les  choses  se  passent  d'une  maniere 
toute  differente  quand  il  s'agit  d'un  gaz  dont  les  tranches  ne  peuvent 
recevoir  de  chajeur,  ni  de  Tenveloppe  ni  des  tranches  voisines. 

142.  Considerant  toujours  le  cas  oil  la  relation  qui  existe  entre  la  pres- 
sion  et  la  dilatation  est  independante  des  transformations  anterieures,  on 
supposera  que  les  deux  corps  juxtaposes  sont  identiques,  ce  qui  ne  pent 
empecher  la  theorie  precedente  d'etre  applicable.  Les  deux  fonctions  o 
et  'I  sont  alors  les  memes;  et,  puisque  /?,  =y^', ,  les  equations  (7)  et  (8) 
donnent 

* 

Les  equations  (3)  et  (4)  deviennent  d'ailleurs,  en  remarquant  que 


Quant  aux  equations  (5)  et  (6),  elles  donnent 

i^>  —  ^)77  =''.  -''' 


lit 


i^*  —  '^) -777  =  "  —  ''>' 


Ces  equations  renfernient  quatre  inconnues  senlenient,  t', ,  z,,'-j-et  -j-' 
On  pent  chercher  la  condition  pour  que  Tune  des  vitesses  de  propagation, 
-T-  par  fixemple,  s'annule.  On  doit  avoir  d'abord 


(9) 

.,  =  /, 

(lo) 

?(2.)  =  9(2') 

d'ou 

f 

r.,  — z  , 

LVIW  Cahter. 
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Substituant  ces  valeuis  de  (^<  et  z,  dans  les  deux  autres  equations  et 
divisant  membre  a  membre,  on  obtient  la  condition  cberchee 

(II)  p.(/-.y=[cp(.)-9(.')](z'-z). 

Quand  elle  est  satisfaite,  le  phenomene  est  beaucoup  plus  simple  que 
dans  le  cas  ordinaire. 

145.  Lorsque  Tequation  (i  i)  n'est  pas  satisfaite,  les  deux  tranches  de 
longueur  clx  et  daf  qui  ont  pi  is  des  vitesses  egales,  et  par  suite  des  pressions 
egales,  sont  animees  du  meme  mouvement.  Le  corps  se  trouve  ainsi,  a 
Tinstant  dt^  partage  en  trois  parties  :  Tune,  a  gauche  de  CD,  est  animee 
d'un  mouvement  represente  par  une  certaine  integrale  de  I'equation  aux 
derivees  partielles,  qui,  d'ailleurs,  est  connue  a  Tavance;  de  meme,  la 
portion  a  droite  de  CD' est  representee  par  une  autre  integrale  egalement 
connue.  Entre  les  deux,  se  trouve  une  partie  de  longueur  in6niment  petite 
dx-^dx'^  dans  laqnelle  la  vitesse  est  v^  et  la  dilatation  z,.  La  vitesse  et 
la  dilatation  presentent  ainsi  des  discontinuites  brusques  dans  les  sections 
CD  et  CD';  la  discontinuite  primitive,  qui  avait  lieu  dans  la  section  B,  a 

donne  naissance  a  deux  autres  discontinuites. 

//  J"       fi  It* 
Mais,  quand  Tune  des  quantites-^  on  -7-  est  nulle,  la  portion  interme- 

diaire  CDCD'  disparait.  La  discontinuite  primitive  n'a  fait  que  changer  de 
place  et  tout  le  mouvement  du  corps  est  encore  represente  par  deux  inte- 
grates uniques,  comma  a  Tinstant  zero,  ces  deux  integrates  laissant  d'ail- 
leurs subsister  au  point  commun  une  discontinuite  dans  les  vitesses  et  les 
dilatations. 

Ainsi,  quand  la  condition  (11)  est  satisfaite,  les  deux  integrates  qui 
representaient  seules  le  mouvement  du  corps  a  Tinstant  initial  le  repre- 
sentent  encore  a  Tinstant  dt.  Seulement  le  point  commun  aux  deux  inte- 
grates s'est  deptace  de  dxy  c'est-a-dire  que  Tune  des  integrales  s'est  pro- 

pa  gee  dans  Tautre  avec  une  vitesse  -t-?  sans  donner  naissance  a  aucun  phe- 
nomene nouveau.  Quand  it  en  est  ainsi,  on  dira  que  les  deux  integrales 
sont  compatibles  entre  eltes. 


y 
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La  notion  de  compatibilite  se  trouve  ainsi  etendue  au  cas  oil,  pour  le 
point  commun  aux  deux  integrales,  la  vitesse  et  la  dilatation  presentent 
une  discontinuite. 

Pour  que  deux  integrates  u  et  u'  de  Tequation  aux  derivees  partielles 
qui  regit  le  mouvement  du  corps  soient  compatibles  entre  elles,  il  faut 
que  la  condition  (i  i)  soit  toujours  satisfaite  pour  les  valeurs  (^,  p',  z  et  z 
qui  correspondent  aux  deux  tranches  en  contact.  JjH  section  de  contact 
n'est  pas  difficile  a  determiner,  car,  le  deplacement  devant  etre  le  meme 
pour  les  deux  tranches,  on  a  pour  les  tranches  en  contact 


n  =  u\ 


equation  qui,  pour  chaque  valeur  de  t,  determine  Tabscisse  de  la  section 
commune  aux  deux  integrales. 

144.  La  condition  de  compatibilite  pent  encore  etre  mise  sous  une  autre 

(Ir 

forme.  Multipliant  membre  a  membre  les  equations  qui  renferment -^  ? 
apres  qu'on  a  remplace  z,  par  z'  et  i^,  par  v\  on  obtient 

(Ijr 

Pour  que  les  integrales  soient  compatibles,  il  faut  que  la  valeur  de  -t"' 

obtenue  en  differentiantTequation  u  —  //=  o,  oil  Ton  considerea?comme 
fonction  de  ^,  satisfasse  a  Tequation  (12)  pour  toutes  les  valeurs  de  t. 
Cette  equation  (12)  pent  d'ailleurs  s'ecrire 

^^\dtj  z'—z' 

sous  les  deux  formes,  elle  fournit  la  valeur  de  la  vitesse  de  propagation 
d'uneintegrale  dans  I'autre. 

145.  Quand  les  integrales  compatibles  sont  telles  que,  pour  le  point 
commun,  la  vitesse  et  la  dilatation  soient  constamment  egales,  c'est-a-dire 


7 
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quand  les  deux  surfaces  integrales  correspondantes  se  raccordent  tout  le 
long  de  la  ligiie  d'intersection,  cette  derniere  conslitue,  ainsi  qu'on  la 
demontre  dans  le  Chapitre  III,  une  caracteristique  commune  aux  deux 
surfaces,  de  sorte  que  sa  projection  horizontale  est  determinee  a  Tavance 
quand  on  connait  Tune  seulement  des  deux  surfaces.  En  d'autres  termes, 
il  suffit  alors  de  connaitre  Tune  des  integrales  pour  connaitre  la  vitesse  de 
propagation, 

Mais  il  n'en  est  pas  de  meme  quand  il  existe,  pour  le  point  commun 
aux  deux  integrales  compatibles,  une  discontinuile  dans  les  vitesses  et  les 
dilatations,  [^'equation  (12)  montre  qu'alors  la  vitesse  de  propagation 

fix 

-J-  depend  a  la  fois  des  deux  integrales,  puisque  les  valeurs  des  dilatations 

z  et  z\  qui  leur  correspondent,  y  entrent  egalement.  Les  surfaces  repre- 
sentatives se  coupent  alors  suivant  une  courbe  qui  depend  a  la  fois  des 
deux  surfaces  et  qui  n'est  plus  connue  quand  une  seule  de  ces  surfaces 
est  donnee.  Ces  courbes,  donl  Tetude  ne  peut  etre  entreprise  ici,  doivent 
etre  regardees  comme  la  generalisation  des  caracteristiques. 

On  verifie  sans  difficulte  que,  si  ia  discontinuite  qui  existe  dans  les  dila- 
tations pour  le  point  commun  aux  denx  integrales  converge  vers  zero,  la 
courbe  d'intersection  se  rapproche  de  plus  en  plus  de  la  caracteristique. 
Si,  en  effet,  dans  Tequation  (12),  on  remplace  z  par  z  -f-  oz,  elle  devient 

P^^TTzJ  — iz —  —  ?(-;• 

Or,  la  pression  etant  representee  par  cp(z),  les  termes  qui,  dans  Tequation 
aux  derivees  partielles,  sont  affectes  des  derivees  du  second  ordre,  sont 

La  valeur  de  -^  est  done  bien  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  a 
la  projection  horizontale  de  la  caracteristique. 

146.   II  est  un  cas  toutefois  oil  la  vitesse  de  propagation  n'est  pas  modi- 
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fiee  par  la  presence  des  discontinulles  :  c'est  celiii  oil,  dans  Tequation  anx 
derivees  partielles  qui  regit  le  niouvement,  les  coefficients  des  derivees  du 

second  ordre  sont  independants  des  derivees  premieres  -^  =  z  et^-  =  i^. 

Pour  qu'il  en  soil  ainsi,  il  est  necessaireet  ilsuffit  que  la  fonction  9(-), 
qui  represente  la  pression,  soit  egale  a  Az,  A  designant  une  quantite  qui 
peut  dependre  de  x^  tela. 

En  effet,  dans  ce  cas,  les  ternies  affectes  des  derivees  du  second  ordre 
dans  Tequation  aux  derivees  partielles  sont 

et,  dans  le  cas  oil  il  n'existe  pas  de  discontinuite,  la  vilesse  de  propaga- 
tion est  donnee  par 

Dans  le  cas  contraire,  il  faut  recourir  a  I'equation  (i  2) ;  mais  elle  devient 
alors 


/dxY       As  — As'  . 


puisque  les  valeurs  de  A  sont  les  niemes  pour  les  deux  integrales, 

Llexpression  de  la  vitesse  de  propagation  est  done  la  meme,  qu'il  existe 
ou  non  des  discontinuites  pour  le  point  commun  aux  deux  integrales. 

On  connait  alors  la  vitesse  de  propagation  dans  une  integrale  donnee 
pour  tons  les  cas  possibles  de  conipatibilite,  sans  qu'il  soit  necessaire  de 
connaitre  Fintegrale  qui  se  propage. 

G'est  ce  qui  a  lieu,  en  particulier,  lorsque,  dans  Tequation  aux  deri- 
vees partielles,  les  derivees  du  second  ordre  out  des  coefficients  depen- 
dant uniquenient  de  x;  la  vitesse  de  propagation  ne  depend  meme  plus 
alors  de  rintegrale  que  Ton  considere;  elle  est  uniquenient  fonction  de 
Tabscisse  x  de  la  tranche. 

SupposantTequation  aux  derivees  partielles  absolumentlineaire,  comnie 
celle  qui  regit  le  mouvement  par  tranches  d'un  solide  elastique,  on  voit, 
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d'apres  ce  qui  precede,  que  deux  surfaces  integrales  se  coupant  Buivant 
une  caracteristique  representent  deux  mouvements  compatibles.  Ce  re- 
sultat  est  d'accord  avec  ceux  qui  ont  ete  obtenus  dans  le  Chapitre  I,  oil 
Ton  a  montreque  deux  surfaces  integrales  d'une  equation  lineaire  se  cou- 
pant suivant  une  caracteristique  peuvent,  a  certains  points  de  vue,  etre 
regardees  comme  constituant  une  seule  et  unique  surface  integral e. 

147.  II  reste  a  examiner  ce  qui  arrive  quand  les  deux  integrales,  qui 
representent  a  un  instant  donne  le  mouvement  du  corps  et  qui  presen- 
tent  une  discontinuite  au  point  commun,  ne  sont  pas  compatibles  entre 
elles.  On  a  vu  que,  dans  un  instant  di^  une  tranche  s'etendant,  de  part  et 
d'autre  de  la  section  commune,  a  des  distances  dx  et  dx' ^  se  trouvait  ani- 
mee  d'une  vitesse  p,  et  d'une  dilatatation  z,,  de  sorte  que,  au  lieu  d'une 
seule  section  de  discontinuite,  on  en  rencontrait  deux,  savoir  celles  qui 
limitent  la  tranche  de  longueur  dx  H-  dx' . 

Le  mouvement  de  cette  tranche  de  longueur  dx  +  dx'  est  evidemment, 
puisqu'il  n'existe  pas  de  discontinuite  dans  les  vitesses  et  les  dilatations  de 
la  tranche,  represente  par  une  nouvelle  integrale  de  Tequation  qui  regit 
le  mouvement;  seulement  cette  integrale  ne  s'etend,  a  Tinstant  considere, 
que  sur  une  longueur  infiniment  petite. 

Or  il  est  facile  de  voir  que  cette  nouvelle  integrale  est  compatible  avec 

les  deux  integrales  primitives,  car  les  valeurs  de-7;  et -^  salisfont  aux 
equations  suiyantes,  que  Ton  deduit  sans  peine  des  equations  du  n^  142  : 

/^xy_cp(:.)-cp(^0 

cesont  precisement  les  conditions  de  compatibilite. 

La  nouvelle  integrale  va  done  purement  et  simplement  se  propager  dans 
les  deux  premieres  sans  donner  naissance  a  aucun  phenomene  nouveau. 

148.   L'analyse  precedente  montre  que,  si,  dans  un  corps,  la  relation 
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entre  la  pression  et  la  dilatation  d'une  tranche  est  independante  des  trans- 
formations subies  par  cette  tranche,  le  mecanisme  de  la  propagation  du 
mouvement  est  le  meme,  qu'il  y  ait  ou  non  des  discontinuites. 

Quand  deux  integrales  ont  un  point  commun,  il  pent  arriver  qu'elles 
soient  compatibles;  alors  Tune  d'entre  elles  se  propage  et  s'etend  aux 
depens  de  Tautre  sans  donner  naissance  a  aucun  phenomene  nouveau. 

Lorsque  ces  deux  integrales  ne  sont  pas  compatibles,  une  nouvelle  inte- 
grale  prend  naissance  au  point  commun;  elle  est  definie  par  la  condition 
d'etre  compatible  avec  lesdeux  premieres,  dans  lesquelles  elle  se  propage 
en  s'etendant  a  leurs  depens. 

Le  corps  etant  anime  d'un  mouvement,  represente  par  une  integrale 
donnee,  si  Ton  impose  a  son  extremite  une  certaine  condition,  il  prend 
naissance,  a  cette  extremite,  une  nouvelle  integrale  compatible  avec  la 
premiere  et  satisfaisant  a  la  condition,  que  celle-ci  introduise  ou  non 
des  discontinuites. 

IVlais,  quand  il  existe  des  discontinuites  au  point  commun  a  deux  inte- 
grales compatibles,  la  vitesse  de  propagation  est  generalement  modifiee; 
de  plus  on  ne  pent  plus  definir  les  integrales  compatibles  celles  qui  admet- 
tent  une  caracteristique  commune. 

Toutefois,  il  y  a  exception  dans  le  cas  oil  les  coefficients  des  derivees  du 
second  ordresont  independants  de  u  et  de  ses  derivees  premieres  ;  la  defi- 
nition des  integrales  compatibles,  donnee  pour  le  cas  oil  il  n'existe  pas  de 
discontinuites,  est  encore  applicable  quand  meme  celles-ci  se  manifestent, 

G'est  ainsi  que,  pour  Tequation 

qui  regit  le  mouvement  d'un  cylindre  solide  elastique,  la  condition  neces- 
saire  et  suflfisante  pour  que  deux  integrales  soient  compatibles  est  qu'elles 
aient  Tune  des  fonctions  arbitraires  commune,  qu'il  y  ait  ou  non  des  dis- 
continuites. 
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III.  —  Cas  ou  la  relation  entrk  la  pression  et  la  densite 

DEPEND    DES    TRANSFORMATIONS    SDBIES    PAR    LE    CORPS. 

149.  Dans  la  plupart  des  corps  qui  ont  etc  consideres  dans  les  Cha- 
pitres  precedents,  la  relation  qui  existe  entre  la  pression  et  la  dilatation 
d'une  tranche  ne  pent  etre  regardee  comme  independante  des  transfor- 
mations qu'elle  a  subies. 

Afin  de  simplifier  Texposition,  on  ne  s'occupera,  dans  ce  qui  va  suivre, 
que  des  gaz  parfaits  supposes  renfermes  dans  un  tuyau  cylindrique;  mais 
il  est  facile  de  generaliser  la  theorie  et  de  I'appliquer  a  tons  les  fluides 
non  conducteurs,  a  condition  de  regarder  I'enveloppe  comme  imper- 
meable a  la  chaleur. 

On  sait  que,  dans  toute  transformation  subie  par  un  element  de  masse 
d'un  gaz  sans  gain  ni  perte  de  chaleur,  le  travail  des  forces  exterieures  est 
egal  a  I'augmentation  de  Tenergie  totale,  c'est-a-dire  de  la  somme  de 
Tenergie  interne  et  de  la  force  vive. 

Considerons  done  deux  colonnes  gazeuses  A  et  A',  juxtaposees  a  I'in- 
stant^dans  un  tuyau  cylindrique,  de  maniere  a  se  toucher  par  la  section 
BB'  oil  les  vitesses  i^  et  v\  les  dilatations  z  et  z'etles  pressions  p  et//  sont 
differentes. 


Fig.  la. 
C          B          C 

A 

A' 

D  B'  D' 


A  rinstant  t  H-  dt^  les  deux  tranches  en  contact,  dont  les  longueurs  sont 
(/x  et  dx\  auroiit  pris  des  vitesses  t^,  et  v\^  des  dilatations  z^  et  z\  et  des 
pressions /?,  et/?'^.  II  s'agit  de  determiner  les  huit  inconnues  c^,,  v\^z^^z^J 

Les  six  equations  du  n°  140  sont  applicables,  mais  il  reste  a  trouver  les 
deux  dernieres. 

A  cet  effet,  on  exprimera  que,  pour  chacune  des  tranches,  la  variation 
d'eiiergie  totale  est  egale  au  travail  des  forces  exterieures. 
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Prenant  en  particulier  la  tranche  CDB'B  de  longueur  e/o;  et  de  masse 
p^co  rfj?,  I'energie  totale  a  Tinstant  t  est 

Pffbidx    2         p  (i)  dx (l  '\- z) ^ 
2  m  —  I         ' 

elle  est  de  venue  a  T  instant  t  -hdt 

^^Mdx    2  _,    Pi^  dx(i  -f-  Zi) 
2  *  m  —  I 

liC  travail  des  forces  est  evidemment 

car  la  tranche  est  soumise  sur  ses  deux  bases  aux  pressions  p  et/;,.  On  a 
done  Tequation 

On  trouverait  de  meme,  en  considerant  la  tranche  BB'C'D'  de  lon- 
gueur da/y 

(■4)  [i  (-■.■  -<'")+ '■'•  '■  -^ ':!r :'" -" ^']  g =p\ -•,  - />v. 

Ces  deux  equations,  jointes  aux  six  deja  obtenues,  determinent  com- 
pletement  les  inconnues. 

150.  On  pent  deduire  de  ces  equations,  pour  chacune  des  tranches  dx 
et  rfj/,  la  relation  qui  existe  entre  la  pression,  la  dilatation  primitive  de  la 
tranche  et  sa  dilatation  finale. 

Considerant,  par  exemple,  la  tranche  dxj  on  tire  des  equations  (3),  (5) 
et  (i3) 

Po  /  N/        .       \  ^"^    .    Pi—pdx    ,    p^Zt — pz  dx 


Z^7//«  Cahier, 


P^-P,^,  =  -^ip-P,)-^  n.-iz,-z 
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d'oii,  en  remarquant  que 

et  snpprimant  le  facteur  commun  i^  —  t', , 

p-f-A^i    ^    Pi  —  P        I  p^z^^pz       I 

2  m  —  I    Z|  —  z  m  —  I      z^  —  z 

Resolvant  par  rapport  a  /7^,  on  trouve 

/    rx  ^(  I  -{-  z)  ^  (  m  —  i)  ( Zj  —  z) 

^^     ^  'P'~f\{\-^z)-^[m-^x){Zy  —  z)' 

On  trouverait  de  meme 

^    ^  /^^        ^    a(i-^2')-f-(m'-M)(z',-3') 

Les  pressions/7,  ^^p\  devant  etre  egales,  on  en  deduit  aussi 

^    ^^       ^  2^i-hz)4-(m-hi;(^z,  — z)        ^   a(i-h2')H-(m'-h  i)(z;  — z')' 

131.  Les  resultats  precedents  sont  encore  les  memes  quand  les  deux 
gaz  juxtaposes  suivant  la  tranche  BB'sont  identiques.  Dans  cecasm'=m, 
et  Ton  pent  aussi  prendre  p'^,  =  p^,,  sauf  a  attribuer  a  la  dilatation  z  une 
valeur  convenable. 

Le  gaz  qui,  a  I'instant «,  etait  divise  en  deux  parties  par  la  tranche  BB\ 
est,  a  I'instant  t  H-  dtj  divise  en  quatre  parties  par  les  tranches  CD,  BB'et 
CD'.  Les  deux  parties  intermediairesontdes  longueurs infinimentpetites; 
en  CD etC'D' existent  des  discontinuites  relativementaux  vitesses,  aux  dila- 
tations et  aux  pressions;  en  BB'  les  pressions  et  les  vitesses  sont  egales, 
mais  il  n'en  est  pas  de  meme  des  dilatations. 

On  pent  chercher  la  condition  pour  que  Tune  des  tranches  CDBB'  ou 

dx' 

BB'C'D'  disparaisse,  par  exemple  la  deuxieme.  II  faut  pour  cela  que-^ 
s'annule.  L'equation  (4)  donne  alors 
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et  par  suite,  en  vertu  de  (i), 


.. = /. 


L'equation  (6)  donne  ensuite 

et  par  suite,  en  vertu  de  (2), 
et  il  reste  les  equations 

f  \  fix  f 

,  *     .         (ix 

entre  lesquelles  il  suffit  d'eliminer  ^  et  z^  pour  obtenir  la  condition  cher- 
chee. 

Quand  elle  est  remplie,  le  gaz  se  trouve,  a  T instant  i  H-  dt^  partage  en 
trors  parties  par  les  tranches  CD  et  BB'.  En  CD  existe  une  discontinuite 
pour  les  vitesses,  les  pressions  et  les  dilatations;  mais  en  BB'  la  disconti- 
nuite n'a  lieu  que  pour  les  dilatations. 

Dans  la  partie  du  gaz  qui  est  a  gauche  de  CD,  il  n'existe  pas  de  discon- 
tinuite. Supposant  qu'on  neglige  les  frottements  et  la  viscosite,  le  mouve- 
ment  correspondant  est  evidemment  represente  par  une  integrale  de 
Tequaticn 

ou,  plus  generalement,  par  une  integrale  de  Tequation 

obtenue  dans  le  Chapitre  II  et  a  laquelle  il  faut  avoir  recours  si,  a  Tinstant 
pris  pour  instant  initial,  la  pression  n'est  pas  uniforme  dans  la  colonne. 
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De  meme,  le  mouvement  de  la  colonne  gazeuse  a  droite  de  BB'  est 
represente  par  une  autre  integrale  de  la  meme  equation. 

Quant  a  la  partie  intermediaire,  son  mouvement  n'est  represente  ni  par 
Tune  ni  par  Tautre  Toutefois,  si  la  valeur  de  z^  etait  egale  a  celle  de  z', 
le  mouvement  de  la  partie  intermediaire  serait  represente  par  la  meme 
integrale  que  celui  de  la  partie  qui  se  trouve  a  droite  de  BB',  attendu 
qu'il  n'existerait  plus  de  discontinuite  suivantBB'. 

Lorsqu'il  en  est  ainsi,  le  gaz  se  trouve  a  I'instant  t  +  dty  comme  a  Tin- 
stant  precedent  t,  divise  en  deux  parties  seulement,  dont  chacune  est 
animee  d'un  mouvement  represente  par  une  integrale  de  Tequation  ci-des- 
sus;  seulement  la  section  de  separation,  oil  se  manifestent  des  disconti- 
nuites,  s'est  deplacee  pendant  le  temps  dt  d*une  longueur  infiniment 
petite  djc. 

On  a  alors  les  trois  equations 

f   ,  .  fix  , 


L  ?.  ^  in  —  1  J 


dt 


pv—pv, 


dx 


lesquelles  ne  contiennent,  outre  les  donnees,  que  Tinconnue  -j--  L'elimi- 
nation  de  cette  derniere  fournit  deux  equations  de  condition,  savoir 

9.{^'-^>r={p-p'){z'-z), 

jj^ _  P  "('  +  ^)  —  ("'  —  0  {^'—  ^) 

Ces  conditions  etant  supposees  satisfaites,  on  a,  pour  determiner  -j-t 
r  equation 

analogue  a  celle  qui  a  ete  obtenue  plus  haut  (n°  144). 
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1S2.  Dans  le  cas  particulier  qu'on  vient  d'examiner,  le  corps  etant 
divise  a  T  instant  t  en  deux  parties  animees  chacune  dun  mouvement  par- 
ticulier, il  en  est  de  meme  a  I'instant  t  +  dt\  Tun  des  mouvements  s'est 
propage  aux  depens  de  I'autre,  sans  qu'aucun  phenomene  nouveau  ait  pris 
naissance.  On  dira  encore  que  ces  deux  mouvements  sont  compatibles 
entre  eux. 

Revenant  maintenant  au  cas  general  ou  les  conditions  ci-dessus  ne  sont 
pas  satisfaites,  on  a  vu  que,  pendant  Tinstant  dt^  les  deux  tranches  dx  et 
dod  en  contact  avec  BB'  prenaient  des  mouvements  particuliers  dont  on  a 
calcule  les  vitesses,  les  pressions  et  les  dilatations.  Or  il  est  facile  de  voir 
que  le  mouvement  de  la  tranche  CDBB'  est  compatible  avec  le  mouvement 
qui  existe  dans  la  partie  A  du  corps,  car  les  conditions  sont  evidemment 
satisfaites.  De  meme  le  mouvement  qui  a  pris  naissance  dans  la  tranche 
BB'C'D'  est  compatible  avec  celui  qui  preexistait  dans  la  partie  A'.  II  en 
resulte  qu'a  I'instant  suivant  Tetat  du  gaz  sera  encore  tout  a  fait  ana- 
logue; seulement  les  plans  CD  et  G'D'  se  seront  deplaces  en  s'avancant, 
Tun  vers  la  gauche,  I'autre  vers  la  droite. 

Les  mouvements  qui  ont  pris  naissance  dans  les  deux  tranches  en  con- 
tact avec  la  section  primitive  de  discontinuite  se  propagent  ainsi  dans 
deux  directions  differentes  aux  depens  des  mouvements  primitifs. 

II  ne  nait  plus  d'ailleurs  aucun  mouvement  nouveau  dans  les  tranches 
avoisinant  BB',  car  les  valeurs  des  vitesses  et  des  pressions  soDt  les  menies 
dans  cette  section  pour  les  deux  nouveaux  mouvements.  II  est  visible 
qu'alors,  malgre  I'inegalite  des  dilatations,  les  huit  equations  qui  ont  ele 

etablies  plus  haut  sont  satisfaites  pour  —  =  o,  -r-  =  o. 

On  pent  done  resumer  de  la  maniere  suivante  le  phenomene  qui  se 
passe  quand  deux  colonnes  gazeuses  sont  en  contact  par  une  section  ou 
les  vitesses,  les  dilatations  et  les  pressions  sont  differentes. 

II  se  developpe,  dans  chacune  des  tranches  en  contact,  un  nouveau 
mouvement  compatible  avec  celui  dont  etait  animee  la  colonne  gazeuse 
correspondante.  Chacun  de  ces  mouvements  se  propage  aux  depens  du 
mouvement  primitif,  avec  une  certaine  vitesse  variable  a  chaque  instant, 
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en  laissant  d'ailleurs  subsister  des  discontinuites  au  point  commun  dans 
les  vitesses,  les  dilatations  et  les  pressions.  Dans  la  tranche  de  contact  des 
deux  gaz,  la  vitesse  et  la  pression  sont  constamment  egales,  mais  les  dila- 
tations sont  generalement  differentes. 

La  vitesse  de  propagation  d'un  mouvement  compatible  avec  un  autre 
peut  etre  mise  sous  la  forme 

in  — 7^:^' 

elle  est  egale  au  quotient  de  la  difference  des  vitesses  au  point  commun 
par  la  difference  des  dilatations,  ou  plutot  a  ce  quotient  change  de  signe, 
car  dans  la  figure  telle  qu'elle  a  ete  construite  la  valcur  de  dx  est  nega- 
tive. 

1<53.  Le  phenomene  est  le  meme  encore  quandles  deux  colonnes  en 
contact  appartiennent  a  un  meme  gaz.  On  voit  done  qu'une  discontinuite 
qui  se  trouve,  a  un  moment  donne,  etablie  dans  un  gaz,  donne  generale- 
ment naissance  a  trois  autres;  deux  d'entre  elles  se  propagent  de  part  et 
d'autre  de  la  tranche  oil  se  trouvait  la  discontinuite  primitive;  Taulre  con- 
tinue a  subsister  dans  cette  meme  tranche,  mais  elle  ne  porte  plus  quesur 
la  dilatation. 

L'une  des  discontinuites  extremes  disparait  quand  il  existe  une  certaine 
relation  entre  les  vitesses  et  les  pressions  des  deux  colonnes  en  contact; 
les  discontinuites  extremes  disparaitraient  meme  toutes  les  deux  si  la  dis- 
continuite primitive  ne  portait  que  snr  les  dilatations. 

Enfin  quand  les  mouvements  dont  sont  animees  les  deux  colonnes  sort 
compatibles,  ce  qui  exige  que  deux  conditions  soient  satisfaites,  la  discon- 
tinuite primitive  se  deplace  purement  et  simplement  dans  le  corps  sans 
donner  naissance  a  d'autres. 

Mais  dans  aucun  cas  on  ne  voit  disparaitre  la  discontinuite  premiere. 

Les  discontinuites  peuvent  naitre  dans  la  colonne,  lors  meme  qu'on 
n'assujettit  les  extremites  qu'a  des  mouvements  parfaitement  continus : 
c'estce  qui  a  ete  prouve  dans  le  Chapitre  precedent;  mais  elles  peuvent 
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nussi  prendre  naissanceaux  extremites,  par  la  nature  meme  des  conditions 
qu'on  impose  a  ces  dernieres.  Si,  par  exeniple,  la  colonne  etant  ferniee 
par  un  piston,  on  anime  brusquement  celui-ci  d'une  certaine  vitesse  finie, 
on  cree,  par  cela  meme,  une  discontinuite ;  il  en  est  de  meme  quand  on 
foit  varier  brusquement  la  pression  a  laqnelle  est  soumise  cette  extremite. 
Le  phenomene  est  encore  le  meme  dans  le  cas  oil  la  discontinuite 
prend  naissanee  dans  le  milieu  du  corps;  seulementil  n'y  a  plus  lieu  de 
s'occuper  que  dun  seul  des  mouvements  qui  prennent  naissanee,  savoir 
celni  qui  se  [)ropage  dans  le  mouvement  primitif.  Ce  mouvement  doit  satis- 
faire  a  la  condition  imposee  a  Textremite;  en  meme  temps,  il  doit  etre 
compatible  avec  le  mouvement  primitif.  Ge  sont  les  seules  qui  lui  soient 
imposees  et  elles  doivent  suffire  a  le  definir,  attendu  qu'il  n'y  a  qu'un 
mouvement  possible. 

134.  On  a  montre  dans  le  Cbapitre  II  que,  tant  qu'une  tranche gazeuse 
ne  subissaitpas  de  variation  brusque  de  vitesse  ou  de  dilatation,  sa  pres- 
sion etait  reliee  a  sa  dilatation  par  la  relation  adiabatiqne 

/?(i  H-  2)'"=:  const. 

Mais  il  n'en  est  pas  de  meme  quand  elle  subit  dans  sa  vitesse  ou  dans 
sa  dilatation  une  variation  brusque. 

Consideranl  en  effet  une  discontinuite  qui  se  propage  avec  une  vitesse 

dx 

-J-  regardee  comme  positive  ou  conime  negative,  suivant  qu'elle  est  dirigee 

vers  les  x  positifs  ou  les  x  negatifs,  on  a,  en  designant  par  v^  z,  p  la 
vitesse,  la  dilatation  et  la  pression  de  la  tranche  avant  qu'elle  soitatteinte 
par  la  discontinuite,  par  i>^.  z^  ^^ P\  'cs  memes  quantites  apres  que  la  dis- 
continuite a  parcouru  la  tranche,  les  trois  relations 

,  .  (Jx 

(^^'~^)  7/7  =  ""''•' 
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qui  ne  sont  autres  que  celles  des  paragraphes  precedents,  oil  Ton  a  change 
le  signe  de  -t-- 

La  deuxieme  de  ces  relations  montre  que  (^  —  v^  et  z,  —  z  sont  finies 
en  meme  temps.  Ainsi  toute  variation  brusque  de  vitesse  entratne  pour  la 
tranche  une  variation  brusque  de  dilatation. 

On  deduit  d'ailleurs  de  ces  relations 

a(i  -H  g)  —  (m  —  i)  (gi  —  z) 

^^*""^a(i-h2)-4-(//i  — i)(3i— «)' 

formule  d'une  haute  importance  qui  permet  de  calculer  la  pression  finale 
au  moyen  des  donnees  initiales  etde  la  variation  survenue  dans  la  dilata- 
tion. 

La  formule  pent  etre  mise  encore  sous  une  autre  forme.  Soient  p  et  p, 
les  densites  correspondant  aux  dilatations  zet  z^;  il  est  visible  que 

_       (w-hi)pi  — (m— i)p 
^«        ^(m-*-i)p,  — (m  — i)p. 


on 

(mH-,)^-(;ii-i) 

Pi  =P • 

(m  +  ,)-.(m~i)^ 
r 

Le  rapport  des  pressions  est  ainsi  une  fonction  rationnelle  du  rapport 
des  densites. 

lia  pression  /?,  est  essentiellement  positive,  ce  qui  fixe  des  hmites  que 

ne  peut  depasser  le  rapport  —  • 

r 

Supposant  d'abord  ce  rapport  superieur  a  i ,  ce  qui  arrive  quand  la 
variation  brusque  a  pour  eflfet  de  comprimer  la  tranche,  le  numerateur 
est  toujours  positif ;  il  faut  qu'il  en  soit  de  meme  du  denominateur. 

Done 

Pi   ^  m-hi 
p  m  —  I 

Si,  au  contraire,  la  variation  brusque  a  pour  effet  de  dilater  la  tranche, 
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'—  est  inferieur  a  Tunite;  le  denomiiiateur  est  positif;  il  faut  que  le  nume- 
rateur  le  soit  aussi,  ce  qui  exige  que 


Pi  >  '^ 


p  m  -f- 


Ainsi,  quand  une  tranche  gazeuse  subit  une  variation  brusque  dans  sa 
vitesse,  sa  dilatation  et  sa  pression,  le  rapport  de  la  densite  finale  a  la  den- 


I        m 


site  initiate  est  necessairement  compris  entre et 

*  m  -\-  1        in  —  1 

Les  limites  precedentes  deviendraient  zero  et  Tinfini,  si  le  coefficient  m 
etait  egal  a  Tunite,  c'est-a-dire  si  le  gaz  suivait  la  loi  de  Mariotte. 

loo.  Le  resultat  precedent  parait,  au  premier  abord,  paradoxal.  C'est 
cependant  une  consequence  directe  du  principe  de  Tequivalence  de  la 
chaleur  etdu  travail. 

Quand  une  tranche  gazeuse  subit  une  transformation  dans  laquelle  sa 
vitesse  varie  d'une  maniere  continue,  la  variation  de  sa  force  vive,  ainsi 
qu'on  Fa  fait  voir  dans  le  Chapitre  II,  est  la  meme  que  si  la  tranche  etait 
assimilee  a  un  solide  invariable.  Mais,  si  la  vitesse  subit  une  variation 
brusque,  la  variation  de  la  force  vive  entraine  une  variation  correspon- 
dante  dans  Tenergie  interne.  En  d'autres  termes,  s'il  y  a  accroissement  de 
la  force  vive  par  exemple,  une  partie  de  cet  accroissement  s'opere  aux 
depens  de  la  chaleur  renfermee  dans  la  tranche;  lorsqu'au  contraire  il  y  a 
diminution  de  la  force  vive,  une  partie  de  la  force  vive  perdue  est 
employee  a  accroitre  Tenergie  interne  ou  la  temperature  de  la  tranche. 

On  pent  du  reste  calculer  aisement  la  temperature  a  laquelle  la  tranche 
setrouve  amenee  par  une  variation  brusque.  Soient  T,  cette  temperature, 
T  la  temperature  initiale :  Tequation  caracteristique  du  gaz  pouvant  elre 
mise  sous  la  forme 


on  a 


P 

VIII'  Cahier. 
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ou,  en  remarquant  que  g  =  pT, 

T,  =  T ^. 

m-h  I  — (w  — i)  ^ 
P 

Le  rapport  des  temperatures  absolues,  initiale  et  Bnale,  de  la  tranche, 
s'exprime  encore  par  une  fonction  rationnelle  du  rapport  des  densites. 

La  temperature  T,  s'annule  quand  —  =     ""  '  ^^  devient  infinie  lorsque 

^  =  ^"'"''  On  s'explique  ainsi  pourquoi  la  pression/?,  devient  nulle  ou 

infinie  suivant  que  le  rapport  ~  atteint  Tune  ou  I'autre  de  ces  deux  limites. 

1S6.   Si  la  transformation  qui  a  fait  passer  la  tranche  de  la  densite  p  a 

la  densite  p,  avait  ete  continue,  la  quantite  -^,  se  serait  montree  constante, 

de  sorte  que,  en  designant  par/?'jMa  nouvelle  pression  correspondant  a  la 
densite  p,,  on  aurait  eu 

P\  _  P 


p«i^ 


'>Kf)" 


II  est  naturel  de  comparer  les  pressions  p^  et  p\.  A  cet  effet,  il  faut 
determiner  le  signe  de  la  difference 

[(;,,-!.,)   Pi   _(^_,)  ,         ,        "1 

pour  les  valeurs  de  ^  comprises  entre  ^UlILL  et  ^ — ^. 

*  p  *  /7I  H-  I  f /I  —  I 

On  demontre  sans  difficulte  que  cette  difference  est  positive  ou  nega- 
tive suivant  que  -  est  superieur  ou  inferieur  a  Tunite.  Ainsi,  pour  une 

P 

variation  donnee  de  la  densite,  la  variation  de  pression  est  plus  conside- 
rable quand  elle  a  lieu  brusquement  que  lorsqu'elle  s'opere  par  degres 
insensibles. 
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157.  Les  resultats  qui  ont  ete  obtenus  dans  les  numeros  precedents 
conduisent  a  des  consequences  iniportantes. 

On  a  fait  voir,  dans  le  Chapitre  II,  que  Tequation  aux  derivees  partielles 
qui  regit  le  mouvement  d'un  gaz  paifait  etait,  en  faisant  abstraction  des 
forces  exterieures,  du  frottement  et  de  la  viscosite, 


ou  bien,  en  choisissant  convenablement  I'etat  initial. 

La  pression/?o  ^st  constante,  mais  la  densite  p^  est  variable  dans  le  gaz, 
de  sorte  que  la  temperature,  pour  Tinstant  initial,  varie  d'une  tranche  a 
I'autre;  le  gaz  pent  neanmoins  etre  en  equilibre  dans  cet  etat,  la  conducti- 
bilite  etant  regardee  comme  rigoureusenient  nulle. 

Cette  equation  convient  tant  qu'il  ne  se  manifeste  pas  de  discontinuite 
dans  le  mouvement;  la  fonction  de  .r  designee  par  p^  reste  la  meme.  On 
va  voir  qu'il  n'en  est  plus  ainsi  lorsqu'il  se  produit  des  diseontinuites. 

En  effet,  Tequation  precedente  suppose  qu'il  existe  toujours,  entre  la 
densite  p  d'une  tranche  et  sa  pression  /?,  la  relation  adiabatique 

F-  =  const.  =  ^. 

p"  pr 

G'est  ce  qui  a  lieu,  en  effet,  quand  la  transformation  de  cette  tranche 
s'opere  d'une  maniere  continue. 

Mais  quand  la  densite  p  eprouve  une  variation  brusque,  de  maniere  a 

passer  de  p  a  p,,  Tequation  -^  =  ^  n'est  plus  satisfaite;  elle  est  remplacee 

P         Pi 

par  la  suivante 

(m-h,)P^-(m-0 

Pi=P —^ 

m-\-i  —  (m  —  i)  ^ 

P 
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qui  ne  peut  etre  identiqiie  avec  la  precedente,  a  moins  que  Ton  n'ait  m  =  i . 

Quand  m  est  different  de  I'unite,  la  quantite-^,  est  differente  de  -^  et 

par  suite  de  ^-  Tant  que  la  tranche  ne  subira  plus  de  variations  brusques, 

Po 

la  quantite  ^  se  montrera  de  nouveau  constante,  mais  la  constante  aura 

une  nouvelle  valeur,  differente  de  la  premiere. 
On  peut  determiner  une  quantite  p'^,  telle  que 


V^     _  P« 


(Po)" 


Dans  tons  les  etats  que  prendra  la  tranche  a  partir  de  la  variation 
brusque,  la  relation  entre  sa  pression  et  sa  densite  sera  evidemment  la 
nieme  que  si,  a  Tinstant  initial,  la  pression  etant,  comme  precedemment, 
egale  a/?^,  sa  densite  avait  ete  p'^^. 

La  discontinuite  dont  on  vient  de  determiner  Teffetsur  une  tranche  se 
propage,  comme  on  Ta  montre,  dans  la  colonne  gazeuse,  de  sorte  qu*elle 
se  fait  sentir  successivement  a  une  infinite  de  tranches.  Supposant  qu'elle 
aitpris  naissance  en  un  point  a:^  etqu'a  un  certain  moment  etle  soit  par- 
venue  en  un  autre  point  x^,  toutes  les  tranches  comprises  entre  or,  et  x^ 
auront  subi  des  variations  analogues. 

Dans  leurs  transformations  ulterieures,  supposees  continues,  la  relation 
entre  la  pression  et  la  densite  sera  la  meme  que  si  chaque  tranche,  posse- 
dant  a  Tetat  initial  la  pression  p^^  avait  eu  une  densite  representee,  non 
plus  par  p^,  mais  par  une  autre  fonction  p'^^  de  x. 

Ainsi,  la  portion  de  la  colonne  parcourue  par  une  discontinuite  ne 
satisfait  plus  a  Tequation  du  second  ordre  primitive,  mais  a  une  autre 


Le  passage  d'une  discontinuite  dans  une  colonne  gazeuse  modifie  done 
r equation  aux  derivees  partielles  du  second  ordre  qui  regit  son  mouve- 
ment. 
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158.  Si  les  discontinuites  etaient  produites  dans  le  gaz  uniquementpar 
les  conditions  iniposees  aux  extremites,  on  resterait  maltre,  en  n'imposant 
a  ces  extremites  que  des  niouvements  continus,  de  conserver  toujours  la 
meme  equation  aux  derivees  partielles,  mais  il  n'en  est  pas  ainsi.  On  sait 
en  effet  qu'elles  doivent  generalement  prendre  naissance  dans  le  sein  de 
la  colonne,  meme  quand  les  conditions  imposees  aux  extremites  sont  par- 
faitement  continues^  au  moment  oil  le  mouvement  rencontre  les  aretes  de 
rebroussement  des  surfaces  integrales.  II  n'est  done  pas  possible,  quand 
on  etudie  d'une  maniere  generale  le  mouvement  d'un  gaz  dont  Tetat  ini- 
tial est  donne,  de  conserver  toujours  la  meme  equation  aux  derivees  par- 
tielles du  second  ordre. 

Pour  obtenir  une  equation  qui  soit  toujours  satisfaite,  il  faut,  dans  cette 
equation  du  second  ordre,  eliminer  la  fonction  p^  de  x.  On  y  parvient  en 
Tecrivant  de  la  maniere  suivante 


y'^dx)  Ox'^ 

et  prenant  la  derivee  par  rapport  a  t^  ce  qui  donne 


d^ii  d^u    d^u 

dx^  dt^ 

d/2  dx'^dl'^ 

f               .  d/2    dx^  dx  di 

=  0, 


equation  du  troisieme  ordre  aux  derivees  partielles,  qui  seule  reste  coii- 
stante  pendant  tout  le  mouvement;  elle  est,  comme  on  le  voit,  indepen- 
dante  de  Tetat  initial  et  reste  la  meme  pour  tons  les  gaz  qui  ont  meme 
rapport  des  chaleurs  specifiques. 

L'equation  aux  derivees  partielles,  qui  regit  le  mouvement  d'un  gaz 
parfait  renferme  dans  un  tube  cylindrique,  est  done  du  troisieme  ordre, 
et  non  du  second  comme  on  Tavait  toujours  admis  jusqu'a  present. 

C'est  a  cette  equation  qu'il  faudra  recourir  pour  analyser  certains  des 
phenomenes  du  mouvement,  en  particulier  la  maniere  dont  les  disconti- 
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nuites  se  developpent  quand  le  mouvement  rencontre  les  aretes  de 
rebroussement  des  integrales  des  diverses  equations  du  second  ordre, 
considerees  jusqu'a  present  et  qui  sont  les  integrales  particulieres  de 
Tequation  du  troisieme  ordre. 

Cette  etude  delicate  sera  renvoyee  a  un  autre  travail.  On  se  bornera 
ici  a  considerer  quelques  cas  particuiiers  des  discontinuites,  qui  peuvent 
etre  analyses  completement  sans  avoir  recours  a  Tequation  du  troisieme 
ordre. 

Toutefois  on  pent  faire  des  a  present  une  remarque  au  sujet  des  carac- 
teristiques  de  cette  equation.  Leurs  projections  borizontales  sont  donnees 
par  r equation  differentielle 

d'oii  Ton  tire  pour  -r-  trois  valeurs 

dx 


dt  ' 


dx _,    A     jdi^ 


faciles  a  calculer  quand  Tintegrale  particuliere  qui  represente  le  mouve- 
ment estconnue.  Soient  p^,  et/?„  les  quantites,  qui  correspondent  a  Tequa- 
tion  du  deuxieme  ordre  a  laquelle  satisfait  Tintegrale  particuliere  en 
question ;  on  a 


Les  deux  dernieres  valeurs  de  -r  sont  done  celles  qui  correspondent  aux 

vitesses  de  propagation  du  mouvement  dans  cette  integrate  particuliere. 

La  premiere  valeur  de  ^  correspond  rait  a  une  vitesse  de  propagation 

nulle,  qui  trouve  elle-meme  son  application.  On  a  montre  en  effet  que,  si 
une  discontinuite  prenait  naissance  dans  le  sein  du  gaz,  elle  donnait  nais- 
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sance  a  trois  autres,  savoir  deux  qui  se  propagent  de  part  et  d' autre  de  la 
discontinuite  primitive  et  une  Iroisienie  ne  porlant  que  sur  la  dilatation  et 
qui  demeure  toujours  au  meme  point.  La  vitesse  de  propagation  de  cette 
derniere  est  done  nulle  et  correspond  a  la  troisieme  caracteristique. 

Le  role  de  ces  courbes  remarquables  n'est  done  pas  moins  important 
pour  Tequation  du  troisieme  ordre  que  pour  les  equations  du  second  ordre. 

IV.  — Propagation  d'un  ebranlement  uniforme  dans  un  gaz  en  repos. 

tS9.  Une  colonne  gazeuse  est  en  repos.  L*une  de  ses  extremites,  cor- 
respondant  a  Tabscisse  ^=0,  est  fermee  par  un  piston,  auquel  on 
imprime  brusquement  une  certaine  vitesse  V,  que  Ton  mainlient  ensuite 
constante.  On  se  propose  de  determiner  le  mouvement  du  gaz. 

Nous  avons  deja,  M.  le  colonel  Sebert  et  moi,  traite  ce  probleme  dans 
une  Note  inseree  dans  les  Comptes  rendus  de  V  Academie  des  Sciences 
(seance  du  26  fevrier  i884).  Pour  le  resoudre^  nous  admettions,  ainsi 
qu'on  Tavait   toujours  fait  jusqu'alors,   que    pour   cliaque    tranche    du 

gaz  le  rapport  ^^  demeurait  constant  pendant  tout  le  mouvement,  meme 

quand  la  densite  subissait  des  variations  brusques.  La  solution  que  nous 
avons  donnee  n  est  done  pas  rigoureusement  exacte  et  il  est  necessaire  de 
la  modifier. 

Des  le  debut  du  mouvement,  il  se  produit  une  discontinuite  dans  la 
tranche  qui  est  en  contact  avec  le  piston;  cette  discontinuite  se  propage 
dans  la  colonne,  qui  se  trouve  ainsi,  a  un  instant  t^  partagee  en  deux  par- 
ties; Tune  est  encore  en  repos,  tandis  que  Tautre  est  animee  d'un  certain 
mouvement  qu'il  s'agit  de  determiner. 

Mais  toute  la  partie  de  la  colonne  qui  est  en  mouvement  a  subi  Teffet  de 
la  discontinuite;  par  consequent  ce  mouvement  n'est  pas  represente  par 
une  integrale  de  Tequation  primitive  aux  derivees  partielles 


d^u  (  du\- 

oil  p^,  designe  la  densite,/?^  la  pression  dans  le  gaz  en  repos. 
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Le  mouvement  cherche  est  une  integrale  d'une  autre  equation  de  meme 
forme,  dans  laquelle  la  fonction  p^  est  differente.  On  va  montrer  que  cette 
integrale  est  lineaire. 

Posant  a  cet  effet 

il  suflfit  de  deniontrer  que  les  trois  constantes  A,  B  et  C  peuvent  etre  deter- 
minees  de  maniere  que  la  fonction  //  satisfasse  a  la  condition  imposee  a 
Textremite  x  =  0. 

II  faut  d'abord  que,  pour  ^  =  o,  la  valeur  de  -r-  soit  constamment  egale 

a  V,  ce  qui  donne  B  =  V,  et  que,  de  plus,  u  soit  nul  pour  a:  =  o,  f  =  o, 
ce  qui  exige  que  G  =  o.  La  condition  imposee  a  Textremite  conduit  done  a 

poser 

u  ==  Ax  -t-  \tj 

le  coefficient  A  restant  seul  arbitraire. 

160.  II  reste  a  chercher  maintenant  si  Ton  pent  disposer  du  coefficient 
A  de  maniere  que  le  mouvement  precedent  soit  compatible  avec  Tetat 
de  repos  defini  par  u  =  o. 

Les  conditions  de  compatibilite  ont  ete  donnees  au  n®  Vol.  Elles 
deviennent  dans  ce  cas,  en  designant  par/?,  la  pression  developpee  dans 
le  gaz  en  mouvement, 

(a)  .     A^==-V, 

[Poya    .     Pi(i-^A)—po~\dx  _        y 
L  2  m  —  I  \  dt        /  <      " 

La  derniere,  comme  on  le  sait,  peut  etre  remplacee  par  la  suivante 

/Q\  a  — (/«  — i)A 

Les  equations  (i),  (2)  et  (3)  renferment  trois  quantites  arbitraires, 


PROPAGATION    DU    MOUVEMENT    DANS    LES    CORPS.  97 

savoir  A,/;^  et  ^-  II  suffit  doncde  les  determiner  au  moyen  de  ces  trois 

equations  pour  que  les  conditions  de  compatibilite  soient  satisfaites. 
Le  mouvement  cherche  est  done  bien  represente  par  une  integrale 
lineaire;  en  tons  les  points  la  vitesse  est  la  nieme  et  egale  a  celle  du  pis- 
ton V,  la  dilatation  est  constante  et  egale  a  A,  la  pression  et  la  densite  sont 
egalement  constantes. 

161.   L'elimination  de  ^  entre  les  deux  premieres  equations  donne 

et,  en  substituant  dans  la  troisieme,  on  oblient 

(4)  ■      A^  — ^^^-t_LPo  v^A  — -^V=  =  o, 

equation  du  deuxieme  degre  qui  determine  A. 

V 
Remplacant  A  par ^,  on  trouve 

7/7 

(5)  ^-^y_^!i±_iV^-^^  =  o. 

^     ^  \  "^  /  2  fit  Po 

Cette  equation  est  aussi  du  second  degre  et  donne  la  valeur  de  la 
vitesse  de  propagation  du  mouvement. 

Les  racines  de  Tequation  (5)  sont  toujours  reelles  :  Tune  est  positive 
et  Tautre  negative;  supposant,  pour  fixer  les  idees,  V  positif,  la  racine 
positive  est  superieure  a  la  racine  negative.  L'unedes  racines  correspond 
au  cas  oil  la  colonne  gazeuse  se  trouve  du  cote  des  j*  positifs,  Tautre  au 
cas  oil  cette  colonne  se  trouverait  du  cote  des  x  negatifs. 

On  pent  encore  interpreter  autrement  les  deux  racines,  en  supposant 
que  le  gaz  s'etende  a  la  fois  dans  les  deux  sens  et  que  le  piston  soit  infi- 
niment  mince.  En  lui  communiquant  brusquement  une  vitesse  V,  le  mou- 
vement se  propage  dans  les  deux  directions  avec  des  vitesses  representees 

irill'^  Ca/iier.  i3 
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respectivemeut  par  les  deux  racines  cJe  Tequation  (5).  Le  produit  de  ces 
deux  vitesses  est  egal  h'-^y  c'est-a-direau  carre  de  la  vitesse  noimale  du 

son,  laquelle  est  ainsi  moyenne  proporlioiinelle  entre  les  valeurs  de-^- 
r.a  lacine  positive  de  Tequation  (5)  est 


on,  en  designanl  [)ar  a  la  vitesse  normaledu  son  4/ 


/////„ 


y 


vm 


2 


J  =  ^  V -ht /f^^^^^V  V» -ha^ 


La  vitesse  de  propagation  est  croissante  avec  V.  Quand  V  s'annule, 
cette  vitesse  est  egale  a  a,  resnltat  conforme  a  ce  qui  a  etc  obtenn  dans 
lesChapitres  precedents.  Lorsqne  V  augmente  de  pins  en  pins  et  que  le 

rapport  Y^evient  negligeable,  la  vitesse  de  propagation  pent  approxinia- 

tivement  etre  representee  par V  et  devient  ainsi  proportionnelle  a 

la  vitesse  dn  [)iston. 

II  reste  a  considerer  la  racine  negative  qui  correspond  an  cas  oil  la 
colonne  gazense  se  tronverait  du  cote  deso;  negatifs;  mais  on  parviefit  an 
nienie  resnltat  en  snpposant  la  colonne  placee  coiume  ci-dessus  et  suppo- 
sant  V  negatif  Fl  suffit  alors  de  remplacer  dans  la  formule  precedente  V 
par  —  V,;  elle devient 


7:=v/(^p;+"" 


Le  niouvement  du  piston  est  alors  diiige  de  maniere  a  diialer  le  gaz.  F^a 
vitesse  de  propagation,  egale  a  a  pour  V^  =  o,  diniinue  quand  V,  aug- 
mente et  convergeiait  vers  zero  si  V^  pouvait  augnienter  indeliniment; 
mais  on  verra  plus  loin  que  V,  ne  pent  depasser  une  limite  finie  an  dela  de 
laquelle  le  gaz  ne  suivrait  plus  le  piston,  de  sorte  que  le  vide  se  produi- 
rait  a  Tarriere  de  celui-ci. 
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162.   On  a 

dx  p\—Po 

dt  ~     poV 

,  ,  .  dx 

Ilemplacant  dans  I'eqnation  (5)  -r^par  cette  valenr,  on  a,  pour  deter- 
miner la  pression  p^  dans  le  gaz  en  niouvement,  Tequation  du  second 
(legre 

(6)  (/^  -PoY  -  '-^  po  V=  (/^  —Po)-  rn  p,p,\'  =  o. 

Les  racines  de  cette  equation  sont  toujours  reelles;  Tune  est  positive  et 
donne  p^  >/?o;  ^1'^  correspond  an  cas  oil  le  niouvement  du  piston  est 
dirige  de  maniere  a  comprimer  le  gaz;  Taulre  est  negative  et  correspond 
au  cas  oil  ce  niouvement  est  dirige  en  sens  contraire. 

Tia  resolution  de  Tequation  donne,  pour  la  racine  positive, 


La  pression  p^^  nulle  pour  V=:  o,  augmente  avec  V  etcroit  indelini 
nient  en  meme  temps  que  la  vitesse.  Lorsque  la  vitesse  est  a^sez  grande 

pom^  que  le  rapport  ^  soit  negligeable  devant  --; — ^  la  difference/;,  — /;„ 

c\st  sensiblemcnt  proportionnelle  au  carre  de  la  vitesse  V. 

La  deuxieme  racine  s'obtient  en  remplacant  V  par  — V,,  on  trouve 


Elle  est  ega!ea/>>o  cjuand  V,  est  nulle;  mais  elledecroit  quand  V,  aug- 
mente. Toutefois,  il  faut  remnrquer  que  la  pression/;,  ne  pent  devenir 
negative  et  cette  circonstaiice  tissigne  a  V,  une  limite  que  cette  vitesse 
ne  peut  depasser.  Cette  limite  s'obtient  en  egalant  a  zero  le  second 
membre  de  recjuation  preeedente  et  Ton  obtient  sans  diffieulte 
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OU 


■.=V: 


m  ( ///  —  I ) 


C'est  la  limlte  de  la  \itesse  que  peut  prendre  brusquement  nn  gaz 
en  repos.  Cette  liniite  serait  d'aillenrs  infinie  si  m  etait  egal  a  1' unite. 

Rien  n'enipeche,  il  est  vrai,  de  supposer  que  Ton  commnnique  brus- 
quement au  piston  une  vitesse  superieure  a  V,  et  dirigee  de  maniere  a 
dilater  le  gnz.  Mais  celuici  ne  prendra  neanmoiiis  qu'une  vitesse  egale  a 

a  i /■       ^ -9  de  sorte  que  le  vide  se  produira  a  Tarriere  du  piston. 

Quand  la  valeur  de  V,  est  egale  a  cette  limite,  la  vitesse  de  propagation 
dumouvement  devient 


fix 


=  '\\/''^i^;^^ 


fix 


C'est  la  plus  faible  valeur  quo  puisse  prendre  -j-  dans  le  cas  d'une  dis- 
continuite  brusque. 

Lorsque  m  est  egal  a  i  ,4,  comme  cela  a  lieu  pour  Tair  atmospherique, 
oette  vitesse  limite  de  propagation  est  egale  tres  approximativement  a 

0,378  a. 

La  pression/7,  etantnulle,  la  dilatation  A  est,  en  vertude  I'equation  (3), 

egale  a  — — —  •  II  en  resulte  que  la  densite  est  devenue  '-^-^ -*  Enfin  il 

est  visible  que  la  temperature  du  gaz  s'est  abaissee  au  zero  absolu. 

Si  done,  une  colonne  gazeuse  etant  limitee  par  un  piston,  on  animait 

brusquement  ce  piston  d'une  vitesse  egale  ou  superieure  a  ^t/  —7 x^ 

dirigee  de  maniere  a  detendre  le  fluide,  la  temperature  de  la  tranche  la 
plus  rapprochee  du  piston  descendrait  instantanement  au  zero  absolu,  sa 

densite  nedevenant  pasnulle,  maisdiminuant  dans  le  rapport  de  1  a ; 


cette  tranche  acquerrait  une  vitesse  egale  a  a  i/  —7~ir\  ^^  ^^  mouvement 
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se  propageiait  danslacolonne  aveclavitesse  at  / >  toutes  les  tran- 
ches atteintes  par  le  mouvement  elant  amenees  instantanement  an  meme 
etat  que  la  premiere. 

L' experience  n'est  evidemment  pas  realisable,  non  seulement  par  suite 
de  rinipossibilite  d'imprimer  brusquement  au  piston  une  vitesse  finie, 
mais  encore  parce  que  les  proprietes  des  gazsont  completement  modifiees 
quand  la  temperature  devient  inferieure  a  une  certaine  limite.  Cependant 
la  tlieorie  precedente  permet  d'expliquer,  mieux  qu'on  ne  Tavait  fait  jus- 
qu'ici,  le  grand  abaissement  de  temperature  qui  se  produit  quand  un  gaz 
est  dilate  brusquement  et  (jui  peut  avoir  pour  consequence  de  le  soli- 
difier. 

Get  abaissement  de  temperature  ne  provient  nullement,  comme  on  le 
dit  d'ordinaire,  de  ce  que  les  tranches  qui  se  detendent  empruntent  aux 
tranches  voisines  la  chaleur  necessaire  a  produire  leur  force  vive,  mais  de 
ce  que  I'energie  interne  de  chaque  tranche  qui  se  detend  sert  a  produire  sa 
propre  force  vive.  On  peut  meme  retrouver  ainsi  la  valeur  de  la  vitesse 
limite  d'ecoulement  due  a  une  detente  brusque. 

L'energie  interne  d'une  tranche  de  longueur  dx  est,  en  efTet,  egale  a 

^^  *__     et  sa  masse  a  ^^o>dx.  Si,  la  tranche  prenant  une  vitesse  V,  sa  force 

vive  est  acquise  aux  depens  de  son  energie  interne,  la  limite  de  cette 
vitesse  est  donnee  par  Tequation 


m  —  1   Po 


ce  qui  est  precisement  la  valeur  obtenue  plus  haut. 

163.  Ainsi  qu'on  Pa  deja  fait  observer,  il  est  inipossible  de  conmiu- 
m'cjuer  brusquement  au  piston  une  vitesse  finie  V;  mais  on  peut  lui  com- 
niuniquer  cette  vitesse  dans  un  temps  extremement  court  et  les  resultats 
precedents  representent  avec  une  grande  approximation  le  phenomene 
plus  complexe  qui  s'accomplit  dans  la  realite. 

Cependant  il  semble  exister  une  contradiction  au  sujel  de  la  vitesse  de 
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propagation  dii  mouvement  qui ,  constamment  egale  a  a  quand  il  nesepro- 
(Init  pas  de  discontinuites,  acquiert  des  valeurs  bien  differentes  quand  la 
vitesse  est  communiqnee  brusquement  an  piston. 

II  n'est  pas  inutile  d'entrer  dans  quelqnes  explications  a  ce  sujet;  mais 
il  faut  examiner  separement  le  cas  oii  la  vitesse  du  piston  est  dirigee  de 
nianiere  a  comprimer  le  gaz  et  le  cas  oil  elle  a  pour  effet  d'accroitre  son 
volume. 

Dans  le  premier  cas,  si  la  vitesse  du  piston  augraente  d'une  maniere 
( outinue  jns(]u'a  ce  qu'elle  ait  atteiut  la  valeur  V,  le  mouvement  est  repre- 
sente  d'abord  par  une  integrale  developpable,  qui  se  propage  dans  le 
repos  avee  la  vitesse  a.  Mais  le  phenomene  est  modifie  des  que  le  mou- 
vement vient  a  rencontrer  I'arete  de  rebroussement  de  la  surface  inte- 
grale et  Ton  a  vu,  dans  le  Chapilre  precedent,  que  cetie  arete  de  rebrous- 
sement est  rencontree  d'autant  plus  vite  que  la  vitesse  varie  avec  plus  de 
rapidite. 

A  j)ai*tir  de  cet  instant,  les  ondes  elementaires  parties  successivement 
de  rori{j;iue  se  rejoignent,  creant  ainsi  une  discontinuite  dans  la  derniere 
tranche  en  mouvement.  Par  suite  de  cettc  discontinuite,  la  vitesse  de  pro- 
pagation est  modifiee  et  elle  converge  sans  doute  vers  la  valeur  que  Ton 
trouveraitensnpposant la  vitesse  V  communiqnee  brusquement  au  piston. 

L'hypothese  d'mie  vitesse  communiquee  instanUaiement  au  piston  ne 
fait  done  que  suppriiner  la  premiere  phase  du  phenomene  dont  la  duree 
devient  ties  faible  en  meme  temps  que  le  temps  employe,  dans  la  rea- 
lite,  pour  communiquer  au  piston  la  vitesse  V. 

On  pent  done,  cjuand  la  vitesse  est  communiquee  tres  rapidement  au 
|)ihton,  admeltre  (pie  cette  vitesse  a  ete  acquise  instantanement,  sans  com- 
nietlre  d'errcur  appreciable. 

Considerant  maintenant  le  cas  oil  la  vitesse  du  piston  est  dirigee  de 
maniere  a  accroitre  le  volume  du  fluide,  si  on  la  suppose  acquise  par  une 
variation  continue,  le  mouvement  est  represente  constamment  par  T inte- 
grale developpable,  puisquedans  ces  conditions  Tarete  de  rebroussement 
n'intervient  pas,  ainsi  qu'on  Ta  montre  prccedemment.  La  vitesse  de  pro- 
pagation du  mouvement  est  done  toujours  representee  par  a,  tandis  que. 
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si  la  vitesse  du  piston  etait  acquise  instantanement,  elle  serait  iiiferienre 
a  a.  Les  phenoinenes  prescntent  done  line  difference  bien  marquee,  sni- 
vant  que  la  vitesse  du  piston  est  accpiise  bnisquement  ou  qu'elle  lui  est 
communiquee  dans  un  temps  fini,  quelque  i)etit  que  soil  d'ailleurs  ce 
temps.  Cette  dilference  est  niise  en  evidence  dans  les  diagrammes  ci  des- 
sous,  qui  representent  comparativement,  dans  Tune  et  I'autre  liypothese, 
les  courhes  des  vitesses  a  differents  instants  du  mouvenient. 


V\^.   1 3 


]r--"Y 


y 


I'ij?.  I'l. 


Fig.  i5. 
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Fig.   i8. 
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r/une  des  courhes  est  toujours  une  droite  iiorizontale,  tandis  (pie 
Tautre  comprend  une  partie  liorizontale  et  une  parlie  curviligne.  Cette 
derniere  partie  s'eloigne  de  plus  en  plus,  de  sorte  que,  si  la  difference 
entre  les  deux  diagrauimcs  pent  etre  approximativeiuent  negligee  dans  les 
premiers  instants,  il  nVn  est  plus  de  meme  au  bout  d'un  certain  temps. 

r/etat  du  gaz  dilate  par  y\\\  piston  auquel  on  aurait  communique  brus- 
quement  une  vitesse  finie  pent,  a  certains  egards,  etre  regarde  comme 
instable,  car,  si  le  temps  pendant  lecpiel  le  piston  a  accpiis  cette  vitesse 
n'est  pas  rigoureusement  nul ,  Tetat  du  gaz  differe  de  plus  en  plus  de  celui 
qui  correspond  a  une  variation  brusque. 

On  aurait  ete  conduit  a  des  consequences  analogues  en  considerant  les 
courbes  de  dilatation. 
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Ce  qui  precede  permet  de  rendre  compte  dune  autre  contradiction 
apparente  relative  aux  vitesses  limites  d'ecoulement,  II  a  ete  demontre 
dans  le  Ghapitre  IV  que  si,  un  gaz  etant  limite  par  un  piston,  on  donne  a 
ce  dernier  un  mouvement  constamment  accelere  et  dirige  de  maniere  a 
accroitre  le  volume  primitif  du  gaz,  celui-ci  cesse  de  suivre  le  piston  quand 

sa  vitesse  depasse  la  limite ,  qui  constitue  ainsi  la  vitesse  limite  d'ecou- 

lement  du  gaz.  La  tranche  extreme  du  gaz  possede  alors  une  dilatation 
infinie  et  sa  temperature  s'est  abaissee  au  zero  absolu. 

Mais,  quand  la  vitesse  est  communiquee  brusquementau  piston,  le  vide 

se  produit  a  Tarriere  des  qu'elle  depasse  ai  /    /  ^__  \^  quantite  bien  infe- 

rieurea  la  precedente.  La  vitesse  limite  d'ecoulement,  dans  ce  cas,  est  done 
bien  plus  faible  que  dans  le  premier.  Le  rapport  de  la  premiere  vitesse  ;i  la 

seconde  est  egal  a  1 /— ^>  ce  qui  donne  y/^  quand  on  fait  /w  =  1,4. 

Le  phenomene  est  d'ailleurs  bien  different  dans  les  deux  cas;  en  eff'et, 
dans  le  premier,  la  tranche  extreme  possede  seule  la  vitesse     ^__  ;  la  vitesse 

des  tranches  suivatites  devient  de  plus  en  plus  faible,  jusqu'au  point  ex- 
treme atteint  parle  mouvement,  oil cette  vitesse  s'annule;  la  dilatation  varie 
de  meme  entre  Tinfini  et  zero.  Dans  le  second  cas  au  contraire,  toutesles 
tranches  atteintes  par  le  mouvement  possedent  la  meme  vitesse;  la  dila- 
tation est  aussi  constante  et  egale  a  — —  •  Partout  eniin  la  temperature 
s'est  abaissee  au  zero  absolu,  bien  que  la  dilatation  ne  soit  pas  infinie. 

V.  —  Application  a  la  resistance  de  i/AfR. 

J  64.  Le  piston  mobile  etant  suppose  separer  deux  colonnes  du  meme 
gaz  possedant,  a  Tinstant  initial,  meme  temperature  et  meme  densite,  il 
est  interessant  de  rechercher  la  resistance  que  le  gaz  oppose  a  son  mouve- 
ment. 

Cette  determination  presente   un   certain  interet  par  les  indications 
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qu'elle  peut  fournir  sur  la  nianiere  doiit  varie,  avec  la  vitesse,  la  resis- 
tance que  Tair  oppose  au  monvement  des  projectiles.  Toutefois,  les  condi- 
tions sont  loin  d'etre  les  memes,  car,  le  niouvement  du  projectile  ayant 
lieu  dans  Tair  indefini,  le  fluide  peut  s'ecouler  dans  toutes  les  directions. 

Si,  le  piston  etant  d'abord  en  repos,  sa  vitesse  variait  par  degres  insen- 
sibles,  il  existerait  constamnient  entre  la  pression/?  a  Tavant  etla  vitesse  V 
la  relation 

2  m 

(Chapitre  IV,  n°  116);  denieme  la  pression/?'  a  Tarriere  serait 


,  /  m  —  \  xA'"-' 


La  resistance  R  que  le  piston  eprouve  de  la  part  du  fluide,  rapportee  a 
r unite  de  surface,  est/?  — ^';  done  on  a 

p  am  2 //I   "1 

expression  qui  est  applicable  tant  qu'il  ne  s'est  pas  produit  de  disconti- 
nuite  dans  le  mouvement. 

Lorsque  la  vitesse  V  est  tres  petite,  Texpression  precedente  se  reduit 
sensiblement  a 

La  resistance  est  ainsi  proportionnelle  a  la  vitesse  et  s'obtient  en  multi- 
pliant  cette  derniere  par  la  masse  d*une  colonne  de  fluide  de  longueur 
egale  a  la  vitesse  du  son.  C'est  la  valeur  connue,  donnee  par  la  theorie  ele- 
mentaire.  On  voit  ici  pourquoi  elle  cesse  de  convenir  quand  la  vitesse  V 
n'est  pas  tres  petite. 

La  valeur  de  R  augmente  avec  V;  mais  il  faut  remarquer  que,  quand  V 

devient  superieur  a  — — — ^  la  pression^'  a  Tarriere  du  piston  s'annule,  de 

LVIW  Cahier.  14 
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sorte  que  la  resistance  est  representee  sihiplement  par  la  formule 


II  faut  (lone  avoir  recours  a  deux  formules  :  Tune  convient  pour  V, 
compris  entre  zero  et  ^  ?  Tautre,  pour  V,  compris  entre — — —  et  I'in- 
fiui. 

I6S.  Les  formules  sont  bien  differentes  quand  on  suppose  la  vitesse 
V  communiquee  brusquement  au  piston.  Les  pressions/?,  ^^  p\  a  Favant 
et  a  Tarriere  sont  alors  les  racines  de  Tequatlon  (6)  du  n"*  162,  de  sorte 
que 


Pi  =  Po-^ 


4 


-poV^-^PoVy/('i^yv^+.% 


Fia  resistance,  rapportee  a  Tunite  de  surface,  est  p^  — p\  ;  ainsi 


R=.p.Vy,''('iifyV.H-a-. 

Quand  la  vitesse  V  est  tres  petite,  on  retrouve  encore  Texpression  sim- 
plifiee  du  numero  precedent,  de  sorte  que  la  resistance  est  proportionnelle 
a  la  vitesse.  Lorsque  V  augmente,  il  en  est  de  meme  de  R;  mais  il  arrive 
un  moment  oil  la  formule  cesse  d'etre  applicable.  On  a  montre  en  effet 

que  la  pression /^'^  s'annulait  quand  V  depassait  la  limiteat/  ,  ^_  - 
La  formule  ne  s'applique  done  que  pour  V  compris  entre  zero  et 
^i/  —7—zr\'  Qua^^dla  vitesse  V  surpasseat/  /  ^_  y>  il  faut  prendre 
K=zp^^  c'est-a-dire  que  Ton  a 


H=A+"-^P.V=+  p.Vy/('iiil)"  V  +  a- 
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Lorsque  la  vitesse  V  est  tres  grande,  de  maniere  que  le  rapport  ^  soit 
negligeable  a  cote  de  Tunite,  on  a  sensiblement 


R='^P.v 


2 


La  resistance  deviendrait  ainsi  proportionnelle  au  carre  de  la  vitesse  et 
a  la  densite;  de  plus,  elle  serait  independante  de  la  temperature,  ce  qui 
n'a  pas  lieu  avec  la  formule  complete;  car,  pour  une  densite  p^  donnee, 
la  pression  p  et  la  quantite  a*  sont  proportionnelles  a  la  temperature 
absolue. 

166.  Revenant  maintenant  au  cas  oil  la  vitesse  du  piston,  d'abord  egale 
a  zero,  varie  rapidement  sans  discontinuite,  pour  atteindre  une  valeur 
V  et  demeurer  ensuite  constante,  il  est  clair  que,  pendant  les  premiers 
instants,  la  resistance  eprouvee  par  le  mobile  est  representee  par  les  for- 
mules  du  n""  164,  dans  lesquelles  on  attribuerait  a  chaque  instant  a  la 
vitesse  V  une  valeur  egale  a  celle  que  possede  le  piston. 

Mais  la  longueur  de  la  colonne  gazeuse  etant  supposee  indefinie  dans 
les  deux  sens,  il  ne  tarde  pas  a  se  produire  a  Tavant  une  discontinuite  et 
Tetat  du  gaz  se  rapproche  rapidement  de  ce  cote  de  celui  qui  existerait 
si  la  vitesse  V  avait  ete  brusquement  communiquee  au  piston.  A  Tarriere, 
au  contraire,  I'etat  du  fluide  est  constamment  represente  par  I'integrale 
developpable. 

Faisant  done  abstraction  des  premiers  instants,  la  pression  a  Tavant  doit 
etre  regardee  comme  egale  a /;^  et  la  pression  a  Tarriere  comme  egale  a 

p'  ou  a  zero,  suivant  que  la  vitesse  V  est  inferieure  ou  superieure  a  — —  • 

La  resistance  R  est  donnee  par  Tune  ou  I'autre  des  deux  formules  sui- 
vantes 
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la  premiere  convenanl  quand  V  est  inferieur  a  — -— >  la  deuxieme  quand 
V  est  plus  grand  que  — —^  • 

Lorsque  la  vitesse  V  est  tres  faible^  la  premiere  expression  se  rediiit 
sensiblement  a  nap^Y.  Quand  la  vitesse  V  est  assez  grande  pour  que  le 

rapport  ^  soit  negligeable  a  cote  de  Tunite,  la  deuxieme  expression  donne 

encore  approximativement 


m  +  I 


T2 


167.  Quand  il  s'agit  de  projectiles  de  Tartillerie,  la  vitesse  V  est  com- 
muniqueeau  corps  dansun  temps  extremement  court,  qui  atteint  a  peine 
I  ou  2  centiemes  de  seconde.  La  resistance  que  I'air  oppose  a  leur  mouve- 
ment  serait  done  representee  par  les  formules  du  numero  precedent,  si 
Ton  avait  le  droit  d'assimiler  le  phenomene  a  celui  qui  se  passe  dans  un 
tuyau  cylindrique  indefini.  II  est  bien  evident  que  cette  assimilation  n'est 
nuUement  permise,  car,  dans  la  realite,  le  gaz  deplace  par  le  projectile 
pent  s'ecouler  lateralement.  La  maniere  dont  s'effectue  Tecoulement 
depend  d'ailleurs  de  la  forme  des  corps  a  la  partie  anterieure  et  il  en  est 
de  meme  de  la  resistance  de  Tair. 

Toutefois,  Tun  des  resultats  fournis  par  la  theorie  precedente  est  verifie 
par  les  experiences  executees  sur  les  projectiles.  Ces  experiences  ont  montre 
en  effet  d'une  maniere  incontestable  que  la  resistance  opposee  par  Fair 
au  mouvement  des  projectiles  devenait  tres  sensiblement  proportionnelle 
au  carre  de  la  vitesse,  quand  cette  derniere  snrpassait  400"  ou  5oo" 
(voir  a  ce  sujet  le  Trails  de  Balis tique  experimentale,  t.  II,  p.  177 
et238  (*). 

Dans  cet  Ouvrage,  on  considere  Tacceleration  r  due  a  la  resistance  de 
I'air  et  qui,  si  TiU  designe  le  poids  du  boulet,  d  son  diametre,  est  liee  a  la 


(*)  Traite  de  Balistique  experimentale,  par  M.  Helie,  a*  edition;   Paris,   Gaulhier- 
Villars,  1884. 


PROPAGATION    DU    MOUVEMENT    DANS    LES    CORPS.  1 09 

resistance  R,  rapportee  a  1* unite  de  surface,  par  la  formule 

4  TiJ 

Si  I'on  y  rempiace  R  par  la  valeur  fournie  par  la  theorie  precedente, 
lorsque,  V  etant  tres  grand,  la  resistance  est  sensiblement  proportionnelle 
an  carre  de  la  vitesse,  on  trouve 

4        a  nr 

ou,  en  designant  par  A  le  poids  du  metre  cube  d'air, 

4  2  W 

ce  qui  devient,  en  supposant  m  =  i  ,4, 

^  =  0,9^3^^. 

Les  experiences  execiitees  avec  les  boulets  cylindriques  ont  montre  que, 
pour  les  grandes  vitesses,  on  avait  en  realite 

r=o,58o^'v% 

valeur  notablement  infeiieure  a  la  precedente,  ainsi  qu'on  devait  s'y 
attendre  puisque  le  mouveinent  du  projectile  a  lieu  dans  un  milieu  inde- 
fini  et  non  dans  un  tube  qui  empeclie  Tecoulement  lateral  du  gaz. 

168.  Au  lieu  de  supposer  la  colonne  gazeuse  comme  limitee  par  un 
piston  auqnel  on  iniprimebrusquement  une  certaine  vitesse,  on  peul  con- 
cevoir  que  Ton  etablisse  instantanement  a  Textremite  de  la  colonne  une 
difference  finie  de  pression,  ou  plutot  que  Ton  maintienne  constaniment 
la  pression  de  cette  tranche  extreme  a  une  valeur/^,  differente  de  la  pres- 
sion initiale  p^. 
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Dans  ce  cas  le  mouyement  que  prend  le  gaz  est  encore  represente  par 
nne  expression  lineaire 

car  la  compatibilite  de  ce  mouvement  avec  le  repos  existera  constamment 
si  Ton  satisfait  aux  trois  equations 

9.  —  [m  —  I )  A 

P*  —Po  2  ^.  („,  +  ,)  a' 

lesquelles  renferment  trois  arbitraires,  V,  A  et  -^  •  Laderniere  donne 

a=         ^(ro—p^) 


{m-hi)pi  -h{m—i)po 

II  est  visible  que  la  valeur  de  A  est  toujours  comprise  entre -— 

et 1  cette  derniere  valeur  correspondant  au  cas  oil  p^  =  o. 

Les  deux  premieres  equations  donnent  ensuite 


Y2  _  ^ {Po  —pO' 

f^y — 


ftx\^ {m  -f-  i)/?i  -1-  (/«  —  i)/^o 


2Po 


On  nes'arretera  pas  a  discuter  ces  formules;  il  suffira  de  faire  reinar- 
quer  que,  si  p^  s'annule,  on  a  • 


V  = 


dx  /nt  —  1 


} 


ce  qui  est  conforme  aux  resultats  obtenus  precedemment. 
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VI.  —  Reflexion  d'un  ^branlement  uniforme. 

169.  Dans  Tanalyse  qui  precede,  on  a  suppose  la  colonne  gazeuse 
indefinie,  de  sorte  que  Ton  n'a  pas  eu  a  considerer  les  phenomenes  de 
reHexion  qui  s'accomplissent  a  Tautre  extremite  du  tuyau.  Mais,  qnand  le 
mouvement  qui  prend  naissance  a  rextremite  a;  =  o  est  represente  par 
une  expression  lineaire  de  la  forme 

(i)  w  =  Aj:h-B^, 

on  pent  aisement  etudier  ce  phenomene  de  reflexion,  pourvu  toutefois 
que  les  conditions  imposees  a  Tautre  extremite  soient  Tune  ou  Tautre  des 
suivantes  :  i°  cette  extremite  est  fixe;  a""  la  tranche  extreme  est  astreinte 
a  conserver  une  pression  constante.  Ces  deux  cas  particuliers  correspon- 
dent aceux  qui  sont  etudies  dans  les  Traites  de  Physique  sous  le  nom  de 
reflexion  a^ec  changement  de  signe  et  de  reflexion  sans  changement  de 
signe. 

La  reflexion  se  produit  an  moment  oil  le  mouvement  represente  par 
la  formule  (i)  est  parvenu  a  rextremite  x  ^^=1.  Toute  la  colonne  est  alors 
animee  d'une  vitesse  B;  mais  on  ne  change  rien  a  la  nature  du  phenomene 
en  imprimant  a  tout  le  systeme  une  vitesse  egale  et  contraire  a  B.  La  co- 
lonne est  ramenee  au  repos;  la  dilatation  a  une  valeur  constante  A  et  la 
pression  a  egalement  une  valeur  constante/?,.  Si  Textremite  d  est  main- 
tenue  fixe,  elle  se  trouve,  par  suite  du  mouvement  general  imprime  au 
systeme,  animee  de  la  vitesse  —  B,  et  le  probleme  est  ramene  a  celui  qui 
a  ete  traite  plus  haut.  Si,  au  contraire,  la  pression  de  la  tranche  extreme 
est  maintenue  constante  et  egale  a  p^^  le  probleme  est  ramene  a  celui  du 
n°  168. 

Le  nouveau  mouvement  qui  prend  naissance  a  I'extremite  >.  est  done 
encore  represente  par  une  formule  lineaire  dont  on  determine  les  coeffi- 
cients au  moyen  des  conditions  de  compatibilite. 

On  pent  meme  aller  plus  loin  et  determiner  les  reflexions  successives 
du  mouvement  sur  les  deux  extremites  de  la  colonne ;  on  obtiendra  ton- 
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jours  des  integrales  lineaires,  dont  on  determinera  les  coefficients  au 
moyen  des  conditions  de  compatibilite,  Les  calculs  ne  presentent  aucune 
difficulte. 

170.  Conime  application,  on  donnera  la  solution  du  probleme  suivant : 

Un  gaz  est  en  repos  dans  un  tuyau  cylindrique  limite  d'un  cote  par 
unc  base  inebranlabie ;  a  I' autre  extremite,  le  tuyau  est  ferme  par  un 
piston  auquel  on  imprime  brusquement  unc  vitesse  V,  dirigee  de  ma- 
niere  a  comprimer  le  gaz.  II  s'agit  de  determiner  a  chaque  instant  Vetat 
dujluide. 

Soient 

Pq  la  pression; 

po  la  densite  du  gaz; 

\  la  longueur  initiate  de  la  colonne. 

Le  niouvement  qui  prend  naissance  a  I'origine  des  le  debut  du  pheno- 
niene  est  represent e,  comme  on  sait,  par  une  expression  lineaire  de  la 
forme 

u^  =  A^a7H-B^^  +  C,. 

Quand  ce  mouvement,  qui  se  propage  avee  une  vitesse  ( ^ )  j  est  arrive 

a  Textremite  \  il  se  produit  une  reflexion,  c'est-a-dire  qu'un  nouveau 
mouvement  u^  prend  naissance  a  cette  extremite;  il  est  aussi  represente 
par  une  formule  lineaire  et  Ton  a 

Le  mouvement  u^  se  propage  dans  u^  avec  une  vitesse  \-j-]    et  finit  par 

revenir  a  Torigine  oil  prend  naissance  un  nouveau  mouvement  analogue 
au  precedent,  et  ainsi  de  suite. 

On  representera  d'une  maniere  generate  par    • 
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Tun  queleonque  de  ces  niouvements,  par  /^,,  et  p„  la  pression  et  la  den- 
site  correspondantes,   enfin   par  (-7^)     sa  vitesse  de  propagation.    Le 

probleme  sera  evidemment  resolu  si  Ton  trouve  des  forniules  perinettant 
de  caleuler,  pour  toiites  les  valeurs  de  /?,  les  constantes  A„,  B^,  C„,  p„, 

Lorsque  n  est  impair,  le  mouvement  considere  prend  naissance  au  eon- 
tact  dn  piston  et  la  formule  doit  represenler  le  mouvement  de  ce  mobile, 
dont  la  vitesse  est  toujonrs  egale  a  V;  ainsi  B„  =  V.  Quand,  au  contraire, 
n  est  pair,  la  formule  doit  representer  le  mouvement  de  la  tranche  \^  qui 
est  toujours  immobile;  ainsi  B„  =  o.  Le  coefficient  B,,  est  ainsi  alternati- 
vement  egal  a  V  et  a  zero. 

Soient  f„_,  Tinstant  oil  prend  naissance  le  mouvement  d'indice  n  et  t^ 
celui  oil  il  se  reflechit;  il  est  clair  que 


X 


Lorsque  n  est  impair,  le  deplacement  du  piston,  a  Tinstant  oil  le  mou- 
vement d'indice  n  prend  naissance,  est  represente  aussi  bien  par  la  formule 
d'indice  n  —  i  que  par  la  formule  d'indice  n.  Ainsi  u„  =  u„_^  pour  x=  o 
et  ^  =  ^„_, ,  ce  qui  donne 

ou,  puisque,  n  etant  impair,  B^_,=  o,  B„  =:  V, 

Lorsque  n  est  pair,  le  deplacement  de  I'extremite  \  devant  etre  tou- 
jours nul,  on  a,  puisque  B^  =  o. 


C„  =  —  XA,^ 


Lmi<:  Ca/ner, 
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Cnfin  on  A^  quelle  que  soit  la  valeur  de  n^ 

^"        i-f-A„ 
II  suffit  maintenant  d'obtenir  les  formules  qui  permettent  de  calculer/^^, 

171.  A  cet  effet,  il  faut  faire  usage  des  formules  qui  expriment  que  le 
niouvement  d'indiee  n  est  compatible  avee  le  mouvement  d'indice  n  —  i . 
Ces  formules  sont,  dans  le  cas  de  n  impair, 

(2)  P«V(^)„  =/'«-/'»-" 

(3)  (A»-A„-,)($)^=-V, 

(/,\  n    —n         '^('•^A„_,)-(/»  — l)(A„  — A„_,) 

K'*)  Pn—Pn-i  2(H-A,,_,)-l-(m+l)(A„-A„_0' 

Lorsque  n  est  impair,  les  equations  (2)  et  (3)  sont  remplac^es  paries 
suivantes 

-P''^(t)„=''«-^»-"    .      (^«-.^'-)(S)„  =  ^- 

Mais,  dans  le  premier  cas,  i-j-)  est  positif,  tandis  que  cette  quantite  est 
negative  dans  le  second  cas.  Si  done  on  se  borne  a  considerer  les  valeurs 
absolues  de(-^j  ,  on  pourra  toujours  faire  usage  des  formules  (2),  (3) 

et(4). 

L'elimination  de  A„  et  de  \-r-j  entre  ces  dernieres relations  fournit  une 

equation  du  second  degre  en/?^;  il  faut  prendre  la  racine  pour  laquellele 

signe  du  radical  est  positif,  car,  d'apres  la  direction  de  la  vitesse,  il  est 
visible  que  p^  est  superieur  a/7„_, .  On  trouve  ainsi 


w/^„»i(i-hA„_,) 
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_  Po_ 


ou,  en  tenant  compte  de  ce  que  p^_,  =    _Jl^ — 


2    ,    nip„_i 
P/i-i 


La  valeur  de  jj,^  est  ainsi  expriinee  au  moyen  des  quantites  d^indices 
n  —  1. 

Des  equations  (2)  et  (3)  on  tire  ensuite 


A  -A  PoV 


Quant  a  la  valeur  de  f -^  j  y  elle  est  donnee  par  I'une  des  equations  (2) 
ou  (3). 

La  solution  du  probleme  ^st, complete,  puisque  routes les  quantites  d'ln- 
dice  n  se  deduisent  sans  ambiguife  des  quantites  d'indice  n  —  1  et  que  les 
quantites  d'ordre  zero  sont  donnees. 

Le  mouvement  du  gaz  est  assez  singulier.  Le  fluide  est  toujours  divise 
en  deux  parties  :  Tune,  la  plus  rapprochee  du  piston,  est  animee  d'un 
mouvement  uniforme  de  vitesse  V,  Tautre  est  en  repos.  Le  point  de 
separation  se  deplace  alternativement  dans  les  deux  sens  d'un  mouvement 
uniforme  dont  la  vitesse.augmente,  comme  il  est  facile  de  le  reconnaitre,  a 
cliaque  changement  de  sens.  A  certains  instants  tout  legaz  estanime  de  la 
vitesse  V;  a  d'autres,  au  contraire,  tout  le  gaz  est  en  repos.  La  relation 
qui  existe  entre  la  pression  et  la  densite  n'est  pas  la  meme  pour  les  deux 
parties  du  gaz;  elle  subit  d'ailleurs  en  chaque  tranche  une  variation 
brusque,  chaque  fois  que  cette  tranche  devient  le  siege  de  la  disconti- 
nuite. 
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VII.    SUR    LES    MOUVEMENTS    QUI    PRENNENT    NAISSANCE    AU    POINT 

DE    CONTACT    DE    DEUX    GAZ    HOMOGENES. 

172.  On  considere  deux  colonnes  gazeuses  en  contact  par  une  tran- 
che; ces  colonnes  sont  homogenes;  la  pression  etla  vilesse  sont  les  memes 
en  tons  les  points  de  chacune  d'elles;  mais  il  existe  une  discontinuite 
quand  on  passe  d'une  colonne  a  Tautre,  de  sorte  qu'elles  reagissent  Tune 
sur  Taulre.  11  a  ete  demontre  precedemment  qu'il  naissait  dans  chacune 
des  deux  tranches  en  contact  un  nouveau  mouvement  qui  se  propage 
ensuite  dans  la  colonne  correspondante.  II  est  visible  que  les  deux  nou- 
veaux  mouvenients  sont  representes  par  des  expressions  lineaires  dont  il 
s'agit  de  determiner  les  coefficients. 

Les  deux  colonnes  en  presence  etant  homogenes,  on  peut  compter  les 
abscisses  des  tranches  a  partir  de  leur  position  initiale,  de  sorte  que  la 
dilatation  doit  etre  regardee  comme  nulle.  De  plus,  si  Ton  imprime  a  tout 
le  systeme  une  vitesse  egale  et  contraire  a  celle  de  Tun  des  gaz,  ce  dernier 
se  trouve  ramene  au  repos  sans  que  le  phenomene  soit  en  new  modifie. 
Une  fois  qu' on  aura  determine  les  mouvements  qui  prennent  naissance  au 
point  de  contact,  il  suffira  d'augmenter  les  vitesses  d'une  constante  pour 
obtenir  le  phenomene  reel. 

Supposant,  pour  fixer  les  idees,  que  la  tranche  de  contact  se  trouve  a 
I'origine  des  coordonnees  et  que  la  colonne  qui  se  trouve  du  cote  des  x 
positifs  ait  une  vitesse  nulle,  on  designera  par  p  sa  pression,  p  sa  densite 
et  m  la  valeur  du  rapport  des  chaleurs  speeifiques.  Soient  //,  p',  m'  les 
quantites  correspondantes  pour  le  deuxieme  gaz  et  V  sa  vitesse. 

Les  deux  mouvements  qui  prennent  naissance  a  la  tranche  de  contact 
peuvent  etre  representes  par  les  formules 

et  il  faut  determiner  les  constantes  A,  B,  A',  B'  qui  representent  les  dila- 
tations et  les  vitesses  des  nouveaux  mouvements,  ainsi  que  leurs  pressions 


/ 
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p^  etp\.  Enfin  il  faut  encore  chercher  les  vitesses  de  propagation  ^  et 

rlx' 

-77  dont  on  se  bornera  a  considerer  les  valeurs  absolues. 
fit 

Or,  ainsi  que  cela  a  ete  demontre  aux  n°*  149  et  150,  il  existe  entre 

ces  huil  quantites  les  relations  suivantes 

'2 — (m  —  i)A  »  f  i  —  (m' — i)A' 

qui,  par  une  elimination  evidente,  se  reduisent  aux  quatre  suivantes 

(1)  pB^  =  A  (/;-/.,), 

(2)  p'(B-V)^  =  A'(//-/;0, 

C^)  2(/;,-/;)  + A[(m+i)/>,-4-(m  —  i)/^]  =  o, 

(4)  2  (/.,  -//)  +  A'[(m'  +  1)/;.+  (/;/-  O/Zj  ^  o, 

ne  renfermant  plus  que  quatre  inconnues  A,  A',  B  et/;,. 

173.  II  est  facile  de  voir  que,  si/;,  etait  connue,  les  autres  inconnues 
s'obticndraient  sans  anibiguite.  En  effet,  A  et  A'  sont  alors  donnees  par  des 
equations  du  premier  degre.  II  en  est  de  meme  de  B^.  D'ailleurs,  les  quan- 
tites -7-  et  ^  devant  etre  positives,  le  signe  de  B  est  celui  de  /;,  —  p. 

Mais  il  faut  calculer/;,.  Or  Telimination  de  A  et  A'  donne 

p[(m-f-i)/>»,-h(m-i)/;]' 

Representant  par  H  et  II'  les  seconds  membres  des  ecjuations  prece- 


Il8  H.    HUGONIOT. 

dentes,  relimination  deB  donne  enfin 

(5)  V^— 2V^(H  — H')-f-(H— H')^  =  o, 

equation  qui  est  du  sixieme  degre  en  p^ . 

On  ne  s'arretera  pas  a  la  discussion  generale  de  cette  equation,  qui 
entrainerait  a  trop  de  longueurs.  II  existe  en  general  deux  racines  repon- 
dant  a  une  meme  valeur  de  V^,  I'une  correspond  an  cas  oil  V  est  positif, 
Tautre  a  celui  ou  V  est  negatif.  On  determinera  celle  des  racines  qui  con- 
vient  a  la  question  en  remarquantque  les  equations 

doivent  donner  pour  -j-  ^^-j:  des  valeurs  positives. 

174.   On  a  montre,  dans  le  Chapitre  IV,  que  si,  un  gaz  en  repos  etant . 
liniite  par  un  piston,  on  imprime  a  ce  dernier  une  vitesse  croissante 
donnee  par  la  fornule 


aa     /  at\ 


m  —  I 


m  —  I 


et  qu'a  partir  d'un  certain  instant  on  maintienne  constante  la  vitesse  du 
piston,  toutes  les  ondes  elementaires  se  rejoignent  en  mdnie  temps  a  ladis- 

X 

tance  X  et  a  I'instant  —  • 

a 

lia  colonne  gazeuse  se  trouve  alors  separee  en  deux  parties  :  Tune  est 
encore  en  repos,  I'autre  est  animee  d'nne  vitesse  uniforme  V  et  possede 
d'ailleurs  en  tons  ses  points  meme  pression  et  meme  dilatation. 

11  est  maintenant  possible  de  determiner  le  mouvement  ulterieur  du 
gaz;  il  suffit  en  effet  d'appliquer  la  methode  des  numeros  precedents,  en 
attribuant  aux  quantifes/;, /?',  p,  p'des  valeurs  convenables  et  en  faisant 
m'=:m.  On  voit  qu'au  point  X  prennent  naissance  deux  mouvements, 
dont  Tun  continue  a  se  propager  dans  le  gaz  en  repos,  tandis  que  Tautre 
revient  sur  ses  pas.  II  y  a  done  reflexion  de  Tebranlement  primitif,  avant 
qu'il  soit  parvenu  a  lexlremLte  du  tuyau. 


( 
f 
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Les  nouveaux  mouveinents  sont  representes  par  des  expressions 
lineaires;  considerant  en  particulier  le  mouvement  qui  revient  en  arriere 
pour  rencontrer  le  piston,  il  subira,  au  moment  de  la  rencontre,  une 
reflexion  par  suite  de  laquelle  prendra  naissance  en  ce  point  un  nouveau 
mouvement  represente  encore  par  une  integrale  lineaire,  Gelle-ci  se  pro- 
pagera  dans  le  gaz  dans  le  sens  des  x  positifs,  sans  subir  d'alteration  jus- 
qu*au  moment  oil  elle  sera  parvenue  a  ia  distance  X,  oil  se  passera  \m 
phenomene  analogue  au  premier. 

Touted  les  circonstances  de  ce  phenomene  singulier  peuvent  etre  deter- 
minees  sans  autre  difficulte  que  la  longueur  des  calculs  numeriques. 

175.  Les  calculs  auxquels  conduit  la  methode  generale  se  simplifient 
un  peu,  quand  les  colonnes  gazeuses  en  contact  sont  toutes  deux  en  repos, 
les  pressions  etant  d'ailleurs  differentes.  Gel  etat  pourrait  etre  realise  en 

Fig-  19- 

I 


introduisant  dans  un  meme  tube,  separe  en  deux  parties  par  un  opercule 
O,  deux  gaz  G  et  G'  a  des  pressions  differentes  et  arrachant  brusquement 
I'opercule.  Le  mouvement  qui  se  produit  alors  est  interessant  a  consi- 
derer,  au  point  de  vue  de  Tecoulement  des  gazavant  que^e  regime  per- 
manent soit  etabli. 

11  faut  faire  V  =  o  dans  les  formules  des  n""*  172  et  173.  L' equation 

(5)  se  reduit  a 

H-H'=o 

et  Ton  voit  aisement  qu'elle  est  du  troisieme  degre.  L'equation  admet  une 
racine  comprise  entre/;  ety/,  car  les  quantites  H  et  H'  sont  toujours  posi- 
tives; or  H  s'annule  pour/;,  =/?.  Du  reste,  si  Ton  suppose/?  >//,  la  fonc- 
tion  H  est  decroissante  et  la  fonction  H'  croissante,  quand  p^  varie  de// 
a/7.  Ainsi  la  racine  consideree  est  unique. 
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C'est (railleurs la  seule  qui  convienne  a  la  question,  cardans  les  deux 
equations 

dx       fix' 

-^  et  -^  devant  etre  positifs,  it  faut  que  p^  — p  et  p^ — /?,  soient  de  meme 

signe. 

La  pression/7,  est  ainsi  determinee  sans  anibiguite.  On  en  deduit  alors 
les  valeurs  de  A,  A'  et  B^,  au  moyen  des  equations  (i),  (3),  (4).  II  est 
visible  que  A  estpositif  et  A'  negatif ;  de  plus,  la  valeur  de  B  est  negative. 

Si  la  pression//  diminue  indefiniment,  il  en  est  de  meme  de  p';  la  valeur 
de  H  etaiit  finie,  I'equation  H  —  H'  exige  que//  converge  vers  zero.  On 

a  alors  A  =  -— —  et,  par  suite. 


2/^  Tl  /  2ff 


B^=-7-l^-,,        B 


=-v/^ 


p(m  — i)  V    pC'"— ') 

C'est  la  vitesse  limite  d'ecoulement  d'un  gaz  dans  le  cas  d*une  variation 
brusque  de  pression. 

176.  On  a  suppo^  dans  les  calculs  ci-dessus  que  les  valeurs  de  m  et 
m!  etaient  differentes  de  T unite.  Les  conclusions  ne  sont  pas  modifiees 
quand  //i  ^=  m'=  i ,  c'est-a-dire  quand  les  deux  gaz  en  presence  suivent  la 
loi  de  Mariotte.  Toutefois,  quand  cesdeux  colonnes  sont  constituees  par 
un  meme  gaz  a  la  meme  temperature,  les  deux  mouvements  qui  prennent 
naissance  au  point  commun  sont  identiques  et  peuvent,  par  suite,  etre 
representes  par  la  meme  expression  lineaire,  ainsi  que  cela  a  ete  annonce 
precedemment. 

On  sait  deja  que,  dans  ces  deux  mouvements,  la  pression  et  la  vitesse 
sont  les  memes;  pour  qu'ils  soient  identiques,  il  faut  que  les  densites  p,  et 
p'j  soient  aussi  egales. 


Or  on  a 


p.  ?i 


? 
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et  les  equations  (3)  et  (4)  du  n**172  deviennent 

pi  Pi'  P\  Pi' 

d'ou 

p'l      p'  p' 

Mais,  les  deux  colonnes  en  presence  appartenant  a  un  meme  gaz  et  la  tem- 
perature etant  supposeela  meme,  les  pressions  sont  proportionnelles  aux 
densites;  le  second  membre  de  I'equation  est  egal  a  Tunite ;  done  p,  =  p'^ . 

VIIL    —  Sua    QUELQUES    MOUVEMENTS    DISCONTINUS    REPRESENTES 
PAR    DES    INTEGRALES    DEVELOPPABLES. 

177.  La  determination  du  mouvement  que  prend  un  gaz,  a  partir  du 
moment  oil  s'introduisent  les  discontinuites,  n'a  ete  jusqu'ici  effectuee 
que  pour  des  cas  tres  particuliers,  savoir  ceux  ou  les  nouveaux  mouve- 
ments  sont  representes  par  des  expressions  lineaires  de  la  forme 

M=  Ax-hBf-h  C, 

qui,  bien  que  la  relation  entre  la  pression  et  la  densite  ait  ete  changee, 
satisfont  neanmoins  a  Tequation  du  second  ordre  que  Ton  considere  d'or- 
dinaire,  savoir 


(0  Po^='^/^o(n-5ij 


Cette  derniere  est  en  effet  satisfaite  pour  toute  fonction  lineaire  de  x  et 
de  t. 

On  va  etudier  maintenant  un  cas  tres  general  de  mouvement,  pour 
lequel  les  integrales  peuvent  encore  etre  obtenues  et  ne  satisfont  plus  a 
I'equation  precedente. 

II  est  necessaire  pour  cela  de  rappeler  une  remarque  faite  au  n°  96. 

Quand  un  fluide  homogene  est  anime  d'un  mouvement  represente  par 

LF1II<^  Ca/iier.  i6 
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line  integrale  lineaire 

les  integrales  compatibles  avec  la  precedente  suivant  les  caracleristiques 
a  coefficient  angulaire  positif  sont  des  surfaces  developpables  satisfaisant 
a  I'equalion  du  premier  ordre 


Pour  les  gaz  parfaits, 

m — I 

I  f  du\  ia      (  du\        2 


done  les  surfaces  developpables  en  question  sont  definies  par  Tequation 
du  premier  ordre 


m  —  I 


du  2rt      /       ,     du\        2  on      .  .X — -7-     ,    r. 

T7  =  h  +•  T-  -^ (l  +  A)        ^     4-B. 

at         m  —  1  \  ox  J  in  —  i  ^  .    ^ 

178.  On  considere  un  gaz  liomogene  en  repos  a  la  pression  p^  et  a  la 
densite  p^,.  L'extremite  a:  =  o  est  limitee  par  un  piston  auquel  on  imprime 
brusquement  une  vitesse  V  finie,  puis  on  fait  varier  d'une  maniere  con- 
tinue la  vitesse  de  ce  piston  suivant  une  loi,  d'ailleursarbitraire.  11  s'agit 
de  determiner  le  mouvement  qui  se  propage  dans  le  gaz. 

S'il  ne  se  produisait  pas  de  discontinuites,  on  sait  que  le  mouvement 
serait  represente  par  Tune  des  integrales  developpables  de  Tequation  (1). 
Mais,  la  premiere  vitesse  V  etant  coinmuniquee  brusquement,  une  dis- 
continuite  se  developpe  dans  la  tranche  extreme  et  se  propage  ensuite  dans 
la  colonne. 

On  pent  supposer  d'abord  (|ue  la  vitesse  V  reste  constante  pendant  un 
certain  temps  x,  a  partir  duquel  elle  varie  d'une  maniere  continue.  Pen- 
dant ce  temps  x,  le  mouvement  n'est  autre  que  celui  qui  a  ete  etudie 
aux  n***  139  et  suivants.  II  est  represente  par  une  expression  de  la  forme 
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dans  lequel 

la  pression/?^  est  d'ailleurs 

i',=/'.+  -pP.V+P.V^/('iifi)'V  +  a'. 

La  relation  entre  la  pression  et  la  dilatation  n'est  plus  celle  qui  est  sup- 
posee  dans  I'equation  (i),  car  la  quantite  /?<  (i  H-  A)"'"  est  difFerente  de/j^. 
Mais  on  peut  poser 

Le  gaz  en  mouvement  se  trouve  dans  le  meme  etat  que  si,  sa  pression 
initiale  etantp\  et  sa  densite  p^,  la  detente  de  chaque  tranche  avait  eu  lieu 
suivant  la  loi  adiabatique;  par  consequent,  tant  qu'il  ne  se  produira  pas 
de  discontinuite  nouvelle,  le  mouvement  de  cette  colonne  sera  regi  par 
I'equation 

Lors  done  qu'a  I'instant  x  la  vitesse  du  piston  commencera  a  varier 
d'une  maniere  continue,  le  mouvement  nouveau  qui  prendra  naissance  dans 
la  colonne  deja  ebranlee  sera  une  integrale  de  I'equation  (2). 

179.  Or,  d'apres  la  remarque  faite  au  n"*  177,  ce  mouvement  sera 
donne  par  I'une  des  integrales  developpables  de  I'equation  (2)  qui,  si  Ton 

pose  a\  =  ^^^  sont  definies  par  I'equation  du  premier  ordre 


ot         m  —  I  \  ox  J  m  —  I  ^  ^ 

La  fonction  arbitraire  introduite  par  I'integration  sera  determinee  de 
maniere  a  satisfaire  au  mouvement  du  piston. 

Les  integrales  de  I'equation  precedente,  sauf  celle  qui  est  lineaire,  ne 
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satlsfont  aucunement  a  requation  (i),  car  les  integrales  developpables  de 
cetfe  derniere  sont  definies  par  I'eqnation 


du  ,        2a     /       ^     du\ 

()f  m  —  I  \  ox  J 


m  —  \ 

2 


a  etant  une  constante  arbitraire. 

Les  resultats  qui  precedent  sont  evidemment  independants  de  la  du- 
ree  t  et  ne  sont  pas  modifies  qiiand  cette  derniere  s'annule. 

180.  On  vient  d'obtenir  des  mouvenients  qui  ne  satisfont  nulleinent  ii 
I'equation  aux  derivees  parlielles  primitives,  mais  ils  corrrespondent  a  un 
cas  oil  Ton  a  introduit  une  discontinuite  dans  la  condition  imposee  a  I'ex- 
tremite.  On  va  maintenant  montrer  comment  on  pent  obtenir  des  mou- 
vements  analogues,  tout  en  n'imposant  a  Textremite  de  la  colonrie  que  des 
mouvenients  parfaitement  continus. 

Supposant  en  effet  que,  le  gaz  etant  en  repos,  on  imprime  au  piston 
un  mouvement  defini  par  la  relation 


2/1      /  al\ 


m  —  1 


jusqu'a  un  certain  instant  x,  a  partir  duquel  on  laisse  a  la  vitesse  la  valeur 
atteinte  V,  on  sait  que  toutes  les  ondes  elementaires  arrivent  ensemble  a 
la  distance  X,  oil  nait  instantanement  une  discontinuite.  De  plus  on  a 
niontre  au  n"*  174  qu'au  point  X  prennent  naissance  deux  mouvements, 
dont  Tun  continue  a  se  propager  dans  le  meme  sens,  tandis  que  Tautre 
revient  du  cote  de  I'origine,  oil  il  arrive  a  un  instant  x^.  La  colonne  com- 
prise entre  Torigine  et  X  est  alors  animee  d'un  mouvement  represente 
par  une  integrale  lineaire,  qui  subit  a  Tinstant  x,  contre  le  piston  une 
reflexion  facile  a  calculer.  Apres  cette  reflexion,  la  portion  de  la  colonne 
la  plus  voisine  de  I'origine  est  animee  d'un  mouvement  defini  j)ar  une  inte- 
grale lineaire  et  la  relation  existantj usque-la  entre  la  pression  et  la  densite 
se  trouve  modifiee.  Les  mouvements  continus  qui  peuvent  prendre  nais- 
sance dans  cette  colonne  sont  done  representes  par  des  integrales  d'une 
equation  telle  que  (a). 
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Si,  a  partir  d'un  instant  t^  >t, ,  la  vitesse  du  piston,  jusqne-la  egale 
a  V,  varie  d'une  maniere  continue,  il  prendra  naissance  iin  mouvenient 
quise  propagera  Hans  le  precedent  et  qui  sera  represente  par  une  integrale 
developpable  awalogue  a  celle  dii  numero  precedent,  laquelle  ne  satisfera 
nullement  a  I'equation  primitive. 

Gette  integrale,  qui  pourrait  etre  deterniinee  sans  autre  difficulte  que  la 
longueur  des  calcuis,  se  developpera  done  dans  le  gaz  sans  qu'il  y  ait  de 
discontinuite  dans  la  condition  imposee  a  Textreinile,  car  la  vitesse  du 
piston  n'aura  subi  aucune  variation  brusque. 


SUR  LE  DfiVELOPPEMENT 

EN  SfeRIE 

DU  POTENTIEL  DES  SPHEROIDES  DE  REVOLUTION; 

Par  M.  O.  CALLANDREAU. 


Newton  a  d'abord  resolu  completement  le  probleme  de  rattraction 
d'une  sphere  ou  d'une  couche  spherique  sur  un  point  donne.  Le  pro- 
bleme analogue,  dans  le  cas  d'un  corps  engendre  par  la  revolution  d'une 
ellipse  autour  d'un  de  ses  axes,  appele  spheroide  par  Newton,  offrait  de 
grandes  difficultes;  elles  fu rent  surmontees  par  Maclaurin  et  Legendre. 
Dans  les  travaux  de  Clairaut,  d'Alembert,  Legendre,  Lagrange  et  Laplace, 
le  mot  spheroide  designe  plus  generalement  un  corps  qui  se  rapproche  de  la 
sphere  sans  etre  necessairement  de  revolution.  Le  Ghapitre  I  du  Livre  III 
de  la  Mecanique  celeste,  consacre  a  Tattraction  des  ellipsoides,  a  pour 
titre  :  Des  attractions  des  spheroides  komogenes  terminus  par  des  surfaces 
da  second  degre,  tandis  que  le  Ghapitre  II  traite  du  Developpement  en  serie 
des  attractions  des  spheroides  quelconques. 

II  est  necessaire  d'entrer  dans  quelques  explications  pour  faire  coni- 
prendre  Tobjet  du  present  travail. 

Par  un  point  d'un  spheroide  homogene  quelconque,  le  centre  de  gra- 
vite  si  Ton  vent,  menons  trois  axes  rectangulaires ;  soient  a?,  /,  z  les  coor- 
donnees  du  point  attire,  r,  0,  ^  ses  coordonnees  polaires,  de  sorte  que 

a:  =  r  sin9  cos«]^,         y  =  rsinO  sin^,  z  =  r  cosO ; 

soient  od ^y^ ^  z';  r',  0',  ^^  les  coordonnees  rectangulaires  et  polaires  d'un 
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element  dm  du  spheroide  de  densite  p;  on  aura 

dm  =  prfrV/rfs'=  p/»sin9'6/rV9'rf'7; 
le  potentiel 

oil  A  designe  la  distance  du  point  attire  a  un  point  quelconque  du  sphe- 
roide, s'ecrira 

ou 

^     ^  J  J  J    yjr^^2n'p-^r"i' 

en  posant 

(2)  /?  =  cos9cos0'H-sin0sin6'cos(^' — ^). 

Dans  la  derniere  expression  de  V,  Tlntegrale  relative  a  /  devra  etre 
prise  depuis  /  =  o  jusqu  a  r'  =  w,  w  etant  une  fonction  donnee  de  D'  et  ^' 
qui  exprimele  rayon  vecteur  d'un  point  quelconque  de  la  surface  du  sphe- 
roide ;  on  pose  habituellement 

(3)  r  =  a(i-Har), 

a  etant  une  petite-quantite  ety  une  fonction  de  9  et  ^ ;  ies  integrales  rela- 
tives a  9'  et  'Y  seront  prises  depuis  9'=o  et  ^'=0  jusqu'a  9'=7r  et 

D'apres  la  theorie  du  potentiel,  Ies  composantes  de  Tattraction  du  sphe- 
roide sur  le  point  (jj,  jTj  z),  suppose  de  masse  egale  a  I'unite,  seront 

(4)  X=/g,        Y=/^,        Z=/^; 

/attraction  des  deux  masses  egalesa  Tunite  de  distance. 

D'une  autre  maniere,  si  Ton  decompose  Tattraction  en  trois  forces  R, 
R',  R'^,  Tune  dirigee  suivant  le  rayon  r,  I'autre  suivant  une  perpendicu- 
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laire  a  ce  rayon,  menee  dans  le  plan  de  Tangle  9,  la  troisieme  suivant  une 
perpendiculaire  a  ce  plan,  on  aura 

Chacune  de  ces  forces  sera  positive  ou  negative,  selon  qu'elle  tendra  a 
augmenter  on  a  diminner  la  variable  qui  lui  correspond,  c'est-a-dire  le 
rayon  r  pour  la  force  R,  Tangle  G  pour  R',  et  Tangle  J>  pour  R'^. 

II  y  a  deux  cas  dans  lesquels  on  pent  facilement  s'assurer  de  la  possibi- 
lite  de  developper  le  potentiel  en  serie  : 

i"  Le  spheroide  attirant  est  tout  entier  compris  dans  une  sphere  decrite 
de  Torigine  comme  centre  avec  r  pour  rayon.  Alors 


est  developpable  en  serie  convergente  suivant  les  puissances  de  -  : 

I 

posons  de  plus  avec  Poisson 

(6)  sinO'rfO'4'=^co; 

rfo)  etant  Telement  de  la  surface  spherique  de  rayon  egal  a  T  unite  et  dont 
le  centre  est  a  Torigine  des  coordonnees.  Le  potentiel  relatif  aux  points 
exterieurs  et  suffisamnient  eloignes  de  la  surface  du  spheroide  s'exprimera 
par  la  serie 

^.=i:,-/(XV'"''''-')''-''"^ 

Tindice  de  Vindique  qu'il  s'agit  des  points  exterieurs. 

Si  Ton  partage  le  spheroide  en  deux  parties,  la  sphere  de  rayon  a,  plus 

LVIll^  Cahier,  17 
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I'exces  du  spheroide  relativement  a  la  sphere,  il  viendra  pour  le  poten- 
tiel 

(7)  V,  =  ->pa'  ;.  -t-  p  2  l^fif'""'"^''')  P-^"' 

0  " 

2°  La  sphere  de  rayon  r  est  tout  entiere  comprise  dans  le  spheroide 
et  a  I'interieur  de  la  sphere  de  rayon  a.  En  considerant  de  meme,  au  lieu 
du  corps  attirant,  la  sphere  de  rayon  a,  plus  I'exces  du  spheroide  relati- 
vement a  la  sphere,  il  viendra 

(8)  V,  =  .up«'-^  +  p2r''/(y^",-^)P„rfco; 

I'indice  i  indique  que  le  potentiel  est  relatif  aux  points  interieurs,  qui  doi- 
vent  etre  sufdsamment  eloignes  de  la  surface  du  spheroide. 

Les  deux  formules  qui  donnent  V^  et  V,.  reproduisent  celles  de  Poisson 
[Connaissance  des  Temps  pour  1829  :  /Additions);  elles  ont  ete  appli- 
quees  par  Legendre  et  Laplace  a  toutes  les  positions  du  point  attire,  et 
meme  quand  le  point  attire  se  trouve  sur  la  surface  du  spheroide.  Poisson, 
dans  le  Memoire  cite,  a  fait  remarquer  qu'une  telle  extension  n'etait  pas 
permise  a  priori,  meme  dans  le  cas  de  la  convergence  des  series  V^et  V,.,  et 
il  s'est  propose  de  la  justifier.  Toutefois  son  Memoire,  complete  a  quel- 
ques  egards  par  Todhunter  {Proceedings  de  la  Societe  royale  de  Londres, 
t.  XX;  1872),  n'est  pas  sans  soulever  quelques  difficultes  dansTesprit, 
et  Ton  n'apercoit  pas  nettement  le  role  des  proprietes  caracteristiques  du 
potentiel. 

M.  Tisserand  ayant  appele  mon  attention  sur  cette  question,  d'une 
importance  manifeste  pour  la  theorie  de  la  figure  de  la  Terre  et  des  pla- 
netes,  j'ai  cherche  a  verifier  les  expressions  de  V^  et  V,.  au  moyen  du  beau 
theoreme,  applique  par  Dirichlet  aux  formules  de  Tattraction  des  ellip- 
soides  {Journal  de  CreUe^  t.  XXXII),  en  considerant  surtout  les  sphe- 
roides  homogenes,  de  revolution  et  possedant  un  equateur.  Tel  est  I'objet 
de  ce  travail. 

1.  Le  theoreme  de  Dirichlet  dont  nous  allons  faire  application  peul 
s'enoncer  ainsi  : 
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Si  la  fonction  V(j?,  j,  z),  definie  pour  tons  les  points  de  Vespace  (au 
moyen  d'une  ou  de  plusieurs  formules,  suivant  les  portions  de  Vespace)^ 
jouit  des proprietes  suivantes  : 

i"*  y  et  ses premieres  derivees par  rapport  a  x, /,  z sont  continues  dans 
tout  Vespace; 

1^  A  V  exception  de  certains  points  {appartenant  a  des  lignes  ou  a  des 
surfaces,  exclusion  faite  des  volumes)  y  on  a  dans  tout  Vespace^  soit  cxte- 
rieur,  soit  interieur  au  corps, 

d^y        d'^\        d^V  opoiniexl. 


dx'^  dy-  dz^  —  4"^?  point  inl. 

p  etant  la  densite  au  point  (er,  j,  z)  qui  fait  partie  des  masses  attirantes; 
3^  Les  produits 

\x,     Vj,      Vz;     o:^^,    j^^,     z'-^ 

ne  deviennent  jamais  iufinis  ; 

V  (.r,  J,  z)  est  le  potentiel  des  masses  attirantes  relativement  au  point 

Les  proprietes  ci-dessus  sont  caracteristiques  pour  le  potentiel. 

En  vue  de  Tapplication  actuelle,  il  convient  de  transformer  un  pen  ce 
theoreme. 

Quand  on  introduit  les  coordonnees  polaires,  r,  0,  ^,  F equation  que  le 
potentiel  verifie 

d^\         d'^y         d^y  o  point  «xl. 

1 1 =:    5 . . ^ 

dx'  dv'         dz'^  — 4*^?  poJ"l  i"l- 

donne 

if  Or  dh  I      d^\  \ o  point,  ext. 

/•^\     or  sinOdS  sm^O  d^'- /         — 4^ppoiutint. 

Si  le  corps  attirant  est  suppose  homogene  et  de  revolution,  p  est  une 
constante  et  V  ne  depend  pas  de  ^;  Tequationse  reduit  a 

ij  ^''  _i_  ^^    I  opointexi. 

r'^\      dr  sinSdO    /  — 4^p  P^i^^i'^^- 
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V^  et  V,  (lesignant  les  series  representatives  du  potentiel,  soit 

u.=  v-v,,        U,=  V-V,, 

nous  devons  siipposer  que  V^,  V,-  verifient  respectivenient  ^equation  pre- 
cedente. 

On  aura,  dans  les  deux  eas  du  point  exterieur  et  du  point  interieur  la 
meme  equation, 

dr  d9   _ 

"3;^        ^     sill 0(^9     "'  ^' 

Par  suite  I'integrale  double 


//( 


prise  de  r  =  o  a  r  =  R  et  de  G  =  o  a  9  =  TT,  est  identiquement  nulle. 
Appliquant  la  regie  d'integration  par  parties,  il  vient 


/■ 


^u*=(u..-);-/..(-)v. 


a  condition  toutefois  que  les  termes  U  -r-  el  U  -rg^?  produits  par  I'integra- 

tion  par  parties  en  dehors  du  signe  /,  soient  des  fonctiotis  continues  de  r 
et  de  G;  admettons  qu'il  en  soit  ainsi.  Ensuite  on  pent  prendre  R  assez 

grand  pour  qu'il  y  ait  accord  entre  V  et  V^  pour  r  =  R ;  la  partie  (  Ur*  jy  j 

sera  nulle.  II  en  sera  evidemment  de  meme  de  la  partie  f  sinOU  ^  j  • 
II  en  resulte  qu'on  a  idenliquement 

//,„9[,.(*)V(-)-]*.^=o; 
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ce  qui  entraine 

dU  dV 

pour  toutes  les  valeurs  de  r  et  0  comprises  entre  o  et  R,  o  et  u.  U  est 
done  constant,  et  a  cause  de  U  =  o  pour  r  =^  R,  U  est  zero. 
Done  : 

i"  Si'yg,  y iVerifient  respectivemcnt les  equations 

dr  "•"       sin9d9       ~"®' 

A-^^-^     sin9d9    /  =  -47i:p; 

2°  5/  V^,  V,.,  e^  leurs  premieres  der wees  par  rapport  a  r  et^^  sent  con- 
tinues a  Vexterieii:r  et  aViuterieur  du  corps  et  s'accordent  pour  la  surface 
du  corps,  V ensemble  des  formules  V^  et  V,.  representera  le  potentiel  en 
tons  les  points  de  Vespace. 

2.  liCs  series  (7)  et  (8)  donnees  plus  haut  pour  V^.  et  V^  se  siniplifient 
dans  le  cas  present.  D'apres  le  theoreme  d'addition  des  fonctions  sphe- 
riqnes, 

ejiet  ul' tenant  lieu  de  cos  0,  cos  G';   X^  est  le  /^'^*"'*  polynonie  de  Legendre  : 

'- '    ,  :,=^i  +  aX.H-a'X,-f-...  +a"X„H-..., 

\/i  —  a  a  cosy  -+-  a- 

et  X„  devient  X^  qnand  9'  remplace  G. 
Les  integrales 
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deviennent 

2^P>^iiy         ;,^;5      X^siny^y,     27rpX„y^    _____  x^smQ'rfO  ; 
et,  pour  /?  >  2,  en  supprimant  les  accents  et  introduisant  la  variable 

JX  =  COS0, 

Cela  pose,  si  les  series  a  termes  positifs 

sont  convergentes,  la  limite  du  rapport  d'un  terme  an  precedent  etant  <  i 
et  cela  quand  r  est  le  rayon  vecteur  d'un  point  quelconque  de  la  courbe 
meridienne,  les  series  V^,  V^.  seront  convergentes;  les  derivees  successives 
des  fonetions  V^  et  V^.  par  rapport  a  r  seront  representees  par  les  series 
des  termes  derives;  la  meme  chose  aura  lieu  pour  les  derivees  par  rap- 
port a  G,  a  cause  de  la  formule  connue 

X„=^  I    (cos 9  +  y/ —  isinGcosci))''rfci). 

Enfin  toutes  ces  series  convergentes  seront  des  fonetions  continues  de 
r  et  de  9,  en  vertu  de  Ja  remarque  suivante  de  M.  Weierstrass.  Soit 

(a)  u^-\-u^-h.  .  .  -hu„-h.  .  . 

une  serie  dont  tons  les  termes  dependent  de  la  variable  r;  soit  en  outre 

([i)  r.-f-t;, +  .  ..  -+-^„+..  . 

une  serie  convergente  dont  tons  les  termes  sont  des  nombres  positifs 
donnes  :  s'il  arrive  que  pour  chaque  valeur  de  x,  appartenant  a  un  inter- 
valle  donne,  les  termes  de  la  serie  (a)  soient  en  valeur  absolue,  inferieurs 
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aux  termes  de  meme  rang  de  la  serie  (p),  la  serie  (a)  sera,  dans  Tinter- 
valle  donne,  absolument  et  uniformement  convergente.  On  demontre 
ensuite  que  la  somme  de  la  serie  (a)  est  une  fonction  continue  de  a:  dans 
rintervalle  donne  (J.  Tannery,  Introduction  a  la  theorie  des  fonciions 
d'une  variable y  p.  i35  et  suiv. ;  Picard,  Cours  d' Analyse ;  premieres 
Lecons).  Les  equations  caracterisliqiies  du  potentiel  sont  d'ailleurs  veri- 

X 

fiees  :  chaque  terme  des  series,  tel  que  r"X„ou— ~,  donne  un  resnltat 

identiquement  nul ;  a  priori,  on  sait  que  V^  et  V,  se  confondent  avec  le 
potentiel  quand  le  point  attire  n'est  pas  tres  pres  de  la  surface  du  sphe- 
roide. 

3.   II  reste  done  a  constater  que  la  continuite  n'est  pas  rompue  a  la 
surface  et  que  V^,  V,;  "TT^"^;"^^"^  Y  prennent  les  memes   valeurs. 

Poissona  niontre  (/oc.  cit.,  p.  Sjo)  que  les  deux  formules  pour  V^.et  V- 
developpees  suivant  les  puissances  de  la  petite  quantite  a  conduisaient, 
pour  les  points  de  la  surface,  a  des  expressions  identiques  dans  les  pre- 
miers termes,  et  qu'il  en  etait  de  meme  des  series  derivees  --—?  -j^-  II  faut 

etablir  la  chose  d'une  maniere  generale. 

Nous  nous  servonsdes  memes  notations  que  Poisson.  Developpons  en 
series  ordonnees  suivant  les  puissances  de  a  les  integrales 

des  formules  (  7 )  ^t  ( 8 ). 

y  etant  ce  que  devient  j  cpiand  9'  et  ^  remplacent  0  et  '>J;, 


u 


a(n-a/). 


Developpons  les  puissances  successives  de  >*en  series  de  fonctions  sphe- 
riques,  en  sorte  qu'on  ait 


Y, -hY,  4-Y,-f-.  .  .  ^-Y„ 
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et  generalement 

il  viendra,  en   vertu  des  formules  fondamentales  pour  ces  developpe- 
ments  : 

=  4^!f!:iraY„-^=ia*T" 

■       (»  —  ')"  ^3V(»)  (w  — !)«(«  +  l)^«V(„     ,  "1. 

•       "^        ^73-°^  ''"  17374         a'i„  +  ...j, 

apres  qnoi  les  formules  (7)  et  (8)  donneront 

v,=  4^  +  ^^^Ly -i- ^"  Y„ 

O^    ^     714-2     ««  yC 

2   ^^  2n  -hi  r'*       " 

"^   2.3^  2/l-hl  /•"    ^^   "^-    •   -J' 

V,  =  ».pa>  -  2^  +  4xpa- [^2:  ^  ^,  Y. 

2    ^^  2n  +  i  a"      " 

_L_  j^  V  ("—')" ':!  Y*  •   1 

"^  2.3  ^    a/i  +  i    a"      "  '  ■  •  J' 
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et,  en  developpant  (-]   ^M  -  )  suivant  les  puissances  de  a, 

£1  V  ("  +  ')(.»  +  ■■'.)  Y    _  £^  I 
"*"  i.a  ^  art +  1  "  i  \ 

"  [2.3.4,^  an  4- 1  " 

L -^^  V  ("+2) ("+')("  +  ' )  Y''2' 

2 . 3  I  .^^  a  /*  4- 1  " 

_^_  1  2!.  y  (»+«)(»  +  ')("  +  •■'•)  y... 

■I    I  .  2  ^^ 


2/J  +  I 


__2!_  V 

1.2.3^ 


(«  +  i)(«  +  2)(«  +  3)y       r^ 


V,=  27:p«'  -  1 7rp«*  +  47^p«'a.[2  ;i77T'.  ^""fl 

^ "     [2.3  ^^  2 « + 1  "    21  .^y  2 « t- 1 

"^     1.2   ^      2rt  +  l  "J 

^       ^  L  '->-^.4.^  2  71-f-l 

_j-  _!_  •Z'  "V  ^"~  ^^'^^  Y^'  —  -  -^  \^  (n  —  i)n(n  —  i)^.,, 

7^      ITI  //(/I  —  i)(//  —  >>  )         1 
"^  I  .  !>. .  :^  ^  :>.  /i  -h  [  "I 


4- 

la  loi  de  formation  est  evidente. 

LVni^  Cahier. 
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Remarque.  —  Les  numerateurs  des  fonctions  de  n  sur  lesquelles  por- 
tent les  signes  S  dans  V^  et  V,.  jouissent  de  cettepropriete  qn'ori  passe  de 
V^  a  Vj.  en  chang^eant  n  en  —  (a^  +  i). 

Considerons  les  termes  en  oJ*.  Soient  —^—  et  ^'-^^^  deux  coefficients 

2  /I  -h  I  2  /I  4-  I 

qui   se  correspondent   dans  V^  et   V,,   u  el   v  tenant  la  place  de  n  et 
de  —  (/2  -h  i);  dans  la  difference  V^  —  V^.,  le  signe  S  portera  sur 

/('0-/(^')^/H-/(^'). 

2  /i  -h  I  II  —  W         ' 

c'est  nne  fonction  symetrique  de  u  et  de  r,  nne  fonction  entiere  de  ^/  -f-  i^ 
et  de  ^/i\  par  suite  une  fonction  entiere  de  /?  (/i  H-  i)  =  N. 
On  calcule  les  premiers  coefficients  de  la  difference  V^  —  V^.  : 

V,_V,=  o+4t?«'=c    [o]  +  .ilt?<.'a'[l2  >':-f  2  ^■»+?] 
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Quelle  est  la  loi  des  coefficients  dans  le  groupedes  termesen  a''?  Cesont 
des  fonclions  entieres  de  N  dont  le  degre//  est  egal  au  plus  grand  entier 

contenn  dans  ^  ^  ^  \p^  —-  (  ^^^  \  •  Apres  quelques  essais,  on  est  amene  a 

penser,  qu'en  general,  les  differences  d'ord re  9.,4»  6,  .  .  .  des  coefficieiits 
des  puissances  successives  de  N,  a  parlir  de  la  plus  haute,  dans  la  suite  des 
polynomes 

<\  f>   _1 I  •  • 


>.  n 


sont  constantes. 

Considerons  le  polynome  de  rang  q-\-\ .  On  aura,  pour  la  fonction 
f\u)  correspondante, 

/•<^^(a)  =  (/i-f-2)(/2  +  i).  .  ,  {n—p  ^q  +  [\){n-^\){n^'i).  .  .  {n-^q). 

Soit,  pour  un  moment, 

f^^^(u)  =  n^-'  +  A[''nP'-'  +  A'^^'n^^'  +  .  .  . ; 

a  cause  de  Tidentite 

j1  existe  une  suite  de  relations  recurrentes  telles  que 

• > 


on  deduit  de  la  que  A/^"—  A^'^'  est  independant  de^  et  constant;  il  est  aise 
de  le  verifier  directement :  Af  est  de  la  forme  a  -j-  6^  et  les  differences  sont 
constantes.  En  general,  les  differences  d'ordre  i  des  A)''  sont  constantes. 
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Les  memes  remarquesetantapplicables  a /^^^(i^),  ilen  resulte  que,  dans 

les  differences  d'ordre  2,  4>  6,  . . .  de  C|''*,  Cj'^ ,  Cf ,  . . .  sont  constantes. 
Ce  point  etabli,  on  transforme  les  expressions  i!lJN' Y„. 
Les  fonctions  Y^  verifient  I'equation 

«(/^^-I)Y„  =  DJ(.a*-i)D,Y„]-■^Df^Y„; 

la  multiplication  de  Y„  par  n(n-\-i)  equivaut  a  {'operation  du  second 
menibre  executee  sur  Y^;  on  la  designe  par  V;  V  indique  que  cette  ope- 
ration est  repetee  i  fois:  on  aura  SN'Y„=  ^'^  Y„. 
T/identite 

V'(X j"-^)  =  V-  [B^.r^-^-hB,  {p-cj)fP-^-'  +  B,  {p  -q)(p-rj-i)yP-^--\, 

on  les  coeflficients  B  soiit  independants  de  q,  conduit  a  cette  expression  de 

T'y-'  =  B,r''-'-^B.(/^-7).)''-»-'-f-B,(/;-9)(/7-7-i)j''-^-^4-.  .  . 

-hB.,(/'-'/)(/^-7-0- ••>'"-'-", 

l\,  B,,  Bj, .  .  .  etant  independants  de  q. 
Dans  le  terme  de  rang  ^  -f-  i , 

s'exprimera  par  un  polynome,  tel  que 

,1,^  ,-•/'+ A.,  J''--' +  .1,7^-^  +  ..., 

oil  les  coefficients  dseront  des  polynomes  en  </,  au  plus  de  degre  a//. 

L'ensemble  du  coefficient  de  ^izpa^OL^  est,  a  un  facteur  pres,  la  diffe- 
rence, d'ordre  p,  de  la  suite  formee  par  ces  polynomes,  quand  on  fait 


DEVELOPPEMENT    EN    SEKIE    DU    POTENTIEL    DES    SPHEROIDES.  l4l 

successivement  7  =  0,  1,2,...;  la  difference  d'ordre/;,  de  cette  suite  de 
termes  est  toujours  nulle,  car  on  a 

La  demonstration  precedente  est  aj3plicable  aux  series  derivees  -j^, 


4.  Dans  le  cas  des  spheroides  de  revolution,  la  coincidence  sur  la  sur- 
face du  spheroide  des  valeurs  de  V^,  V,.  et  de -p'j-y^^enlraine  celle  de 

II  y  a  a  faire  une  remarque  importante  sur  la  demonstration  ci-dessus 
pour  elablir  I'accord  des  valeurs  de  certaines  series,  pour  les  .points  de  la 
surface  du  spheroide  :  on  a  tacitenient  suppose  qu'll  etait  indifferent  de 
changer  Tordre  des  termes  dans  les  series  ordonnees  suivnnt  les  puis- 
sances de  a,  jet  les  fonctions  spheri(|ues;  on  a  suppose,  autrement  dit, 
qu'on  avait  affaire  a  des  series  absolument  convergentes. 

D'autre  part,  si  Ton  veut  avoir  pour  V^  et  V^.  des  expressions  en  series 
qui  se  pretent  aux  operations  de  1' Analyse,  susceptibles  d'etre  multipliees 
par  d'autres series,  etc.,  on  salt qu' une  condition  suf{isante,sinon  toujours 
necessaire,  est  que  les  series  convergent  absolument. 

Nous  tiendrons  compte  des  remarques  precedenles  en  concluant  cjue  : 

Les  series 

I  V,=  7:py"Vv/a  -  ^  ^-  '2TzpX, rf\x,dix 
(i3)  I  -h2  7T;pX,r*  r  'logrXjrfu. 

1  ''-I 


n      « 

^^  2  —  f^      J  ' 
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representeront  le  potentiel  du  spheroide  pour  les  points  exterieurs  ct  inte- 

rieurs  respectwement,  si  les  valeurs  de  ^,  /•"■^%  . . . ,  developpees  en  par- 
tantde  V equation 

etant  substituees  dans  les  expressions  de  V^,  V,.,  la  convergence  absolue 
des  scries  estassuree. 

II  convient  d'observer  des  maintenant  que  le  parametre  a  pent  etre 
cboisi  de  differentes  manieres,  et  que  Tetendue  du  champ  de  convergence 
des  de veloppements  V^  et  V,  depend  de  ce  choix .  Les  applications  qui  vont 
suivre  eclaireront  a  cet  egarcl. 

o.  Je  vais  prendre  d'abord  Texemple  connu  d'un  ellipsoide  de  revolu- 
tion dont  la  courbe  meridienne  est  definie  par  Tequation 

(■4)  '•  =  "(7^.)" 

Occupons-nous  d'abord  du  potentiel  relatif  aux  points  exterieurs. 
On  voit  que  le  developpement  de  V^  ne  contiendra  que  les  puissances 

impaires  de  -•  Ensuite,  d'apresun  resultatdii  aliCgendre  (Heine,  Hand- 

buchder  Kugelfunktionen^  t.  I,  p.  84), 

r"'     x,„(iiL     ^     2       {^ly 

d'oii,  M  etant  la  masse  du  spheroide  elliptique, 

(,6)  V.  =  3M^(-.r^,,.^,f(-;„^,/-gff- 
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Pour  les  points  interieurs,  V,.  sarrete  au  tenne  en  X,  : 

r'^d[h ^1 ^-  aTTpX^r"  /     logrXj^/fx. 

La  serie  (16)  qui  exprime  V^  est  certainement  convergente  si  A"  <  i . 
Mais  I'expression  ci-dessus  de  V^  doit  etre  developpee  suivant  les  puis- 
sances de  k  et  les  polynomes  X^,  pour  recevoir  la  forniQ  utilisee  dans  les 
applications  par  Legendre,  Laplace,  etc.,  et  il  s'agit  d'avoir  une  limite 
des  valeurs  de  ^,  assurant  la  convergence  absoliie  de  la  serie  double.  II 
n'y  a  pas  lieu  de  s'occuper  de  V^.. 

Un  rapprochement  s'offre  de  lui-menie  avec  les  expressions  en  serie, 
de  Tanomalie  vraie  et  du  rayon  vecteur,  ordonnees  suivant  les  sinus  et 
cosinus  des  multiples  de  Tanomalie  moyenne:  ellessontconvergentesquand 
Texcentricite  e  est  inferieure  a  T unite;  mais,  pour  assurer  la  convergence 
absolue  des  series  doubles  ordonnees  suivant  les  puissances  de  e  et  les 
sinus  et  cosinus  des  multiples  de  Tanomalie. moyenne,  Laplace  a  cherche 
la  limite  des  valeurs  de  e(o,66...),  qui  font  converger  les  series  des 
modules  maxima  des  termes  ('). 

Pour  les  valeurs  du  parametree  ou  A,  iuferieures  aux  valeurs  limites,  on 
a  alors  des  series  doubles  qui  se  pretent,  sans  restrictions  genantes,  aux 
operations  de  TAnalyse. 

Une  premiere  maniere  d'assurer  la  convergence  absolue  des  series  dou- 
bles V^  et  V,-  (celle  des  series  derivees  sera  assuree  en  meme  temps)  serait 
de  raisonner  sur  les  expressions  de  V^,  V,.,  dans  lesquelles  on  remplace- 

rait  r  et -?  figurant  en  facteur,  on  sous  le  signe  d'integralion,  par  deux 

series  a  termes  positifs  comprenant  tons  les  termes  des  developpements 

en  series  de  r  et  -• 

Dans  I'exemple,  on  serait  ainsi  conduit  a  poser  la  condition 

« 


(*)    Voir  line  Note  Suv  le  developpement  des  coordonnees  elliptiques  {/bulletin  astro- 
no  inique,  I.  III). 
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de  sorte  que  la  reduction  du  champ  de  variation  du  parametre  serait  ici 
relativement  plus  sensible  que  dans  le  cas  du  developpement  des  coor- 
donnees  elliptiques. 

Mais  on  pent  changer  de  parametre,  et  generalement  quand  les  deux 
integrates 

oil  n  est  suppose  tres  grand,  s'expriment  plus  simplement  en  fonctioii 
d'un  nouveau  parametre  [3  =  ?(o^)>  il  pourra  etreavantageux  de  changer 
de  parametre  et  de  prendre  p  au  lieu  de  a. 

Dans  Texemple,  si  — — r  =  pest  priscomme  nouveau  parametre,  la  con- 
vergence absolue  de  la  serie  sera  assuree  si  Ton  a 

A  la  valeur  limite  de  (i  correspond  k  =  0,58 ;  r  est  le  carre  de  Tex- 

centricite  de  Tellipse  meridienne. 

L'expression  du  polentiel  employee  par  Bessel  dans  ses  Reclierches  sur 
le  systeme  de  Saturne  [y4bliandlungen,  t.  I;  edition  Engelmann)  contient 
en  effet  le  carre  de  Texcentriciteau  lieu  du  parametre  h.  Pour  la  thcorie 
de  la  figure  des  planetes,  il  n'y  a  pas  d'avantage  essentiel  a  choisir  un 
autre  parametre  que  h. 

(>.   Considerons  les  deux  spheroides,  definis  par  les  equations 
et 
k  et  k'  sont  des  nombres  positifs;  A-'<  k. 
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Si  Ton  compare  les  deux  spheroides  aux  ellipsoides,  ayaiit  pour  equa- 
tions 


et 


a^  A  +  /'  ii'        i-h(A +A'-f-/AV 

on  trouve  que,  entre  le  pole  et  Tequateur,  le  premier  corps  est  deprime 
lelativenient  a  rellipsoide,  tandis  que  le  second  corps,  au  contraire,  est 
plus  bombe  que  rellipsoide.  La  premiere  forme  offre  un  interet  special 
parce  qu'elle  se  rencontre  dans  la  theorie  de  la  figure  des  planetes. 
Recherchons  d'abord  la  valeur  de  Tintegrale 


l=rX,„sm''"UiL, 


pour  m  entier  et  ^/^;  pour  m  <i  n^l  serait  nulle. 
L'egalite  (i5)  pent  s'ecrire 


/: 


'^^"'''^  -      ^      (_A-)"(H-A-). 


n-\-^  ^n  +  I 


Soit 

En  developpant  suivant  les  puissances  de  fi  les  deux  membres  de  Tega- 
lite  precedente,  il  vient 

^(^^l)(.  +  j)p.y--X,„,,,,9rf^^... 
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et,  en  egalanl  leA  coefficients  de  ^f  dans  les  deiix  membres, 

(20)        '  '•*•••'»  J-. 

\       —(        i)"        "        (n-i-  i)(n-h ->)...'" 
\  ^  ■'     a  71  +  I         I .  a  . . .  (^  ///  —  «  ) 

Arrivons  luaintenantaux  integrates  qui  figurent  dans  le  developpement 
(111  potentiel. 

Soit,  en  particulier,  I'integrale 

(21)-  /">'-X,„<a, 

r  etant  doniie  par  la  formiile  (18)  on  la  formnle  (19). 

Si  Ton  developpe  Tintegrale  (21),  suivant  les  puissances  de  ^  =  — ^ 

et  de  (ii'=  — '-j-,  en  reniplacant  i  +  kii'  et  i  -+-  //jx^  par 

(,  _^A-)  (.  -  -^.sin^e)         et        (1  +  k')  (1  -  ,-|^sin*0  )'  • 

on  voit  que  : 

1°  L'integrale  a  le  signe  de  ( — i)",  commun  a  tons  les  termes  en  [i 
et  P'; 

2°  L'integrale  augmente  si  A'  augmente  et  se  rapproclie  de  k; 
3*"  Pour //=  A,  on  sait  calculer  la  valeur  de  Tintegrale. 

On  aura  des  series  triples,  ordonnees  suivant  les  puissances  de  [i,  [i'  et 
les  polynomes  de  JjCgendre. 

Le  calcul  des  integrales  comprises  dans  la  formule 

qnand  n  et  v  sont  des  grands  nomhres,  comparables  entre  enx,  n'offre 
pas  de  dlfficultes;  niais,  pour  la  plus  grande  simplicite  et  d'apres  le  motif 
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donne  plus  haut,  nous  considerons  seulement  les  spheroides  elliptiques 
deprimes. 

On  troiive  alors,  sans  faire  de  calculs  nouveaux,  que  si 

^7~j7  <  <      (point  ext.),  p'  ^ZZ^<^      (point  int.), 

oil  \  et  p'  sont  formes  en  partant  de 

et  remplacant   les  termes  par  leurs   modules   maxima,  la  convergence 
absolue  des  series  triples  est  assuree. 
Soient 

s'=^e+&t^"(.+!.-)+e±£(.+3,..)+..., 

S'=  i±£' :x.  +  5!±£-' .;.. -^  ^-?ii'!  (3;.- +  ,a-)  +  . . . . 

Dans  le  cas  d'un  point  inter  ieur,  la  convergence  sera  a  fortiori  assuree 
si  Ton  remplace  p^  par  — - — ^;  condition  : 

Dans  le  cas  d'un  point  exterieur,  il  sufHra  de  meme  de  poser 

\ — r^7-^<<^         ^ou         (3  <  0,22. 

I  —  ip    I  —  p 

Remarque  I.  —  Aux  valeurs  de  p  :  0,29  et  0,22,  correspondent  les 

ft 
valeurs  o,4i  et  0,38  de  A'=    _^' 

RemarqueII.  —  Danscequi  precede,  on  a  assure  la  convergence  absolue 
des  developpements  ordonnes  suivant  les  puissances  de  (3,  ^^  et  }jJ^.  Rem- 
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placet-on  les  puissances, de  [l  par  leur  valeur  au  moyen  des  X^,  la  con- 
vergence absolue  des  developpernents  ordonnes  suivantles  polynomes  X,, 
et  les  puissances  de  [3  et  (3'  est  demontree. 

7.  Apres  avoir  envisage  les  formules  du  potentiel  sous  le  rapport  de 
leur  application  a  la  theorie  de  la  figure  de  la  Terra  et  des  planetes, 
montrons  que  le  probleme  general  est  susceptible  d'une  solution  pre- 
cise. 

On  admet  que  le  spheroide  possede  un  equateur  et  que  Texpression  de 

—  pent  etre  mise  sous  la  forme  suivante 

l  =  C,(i— Acos^G)(i  — A-'cos'G)...  ; 

les  k  sont  positifs  ou  negatifs,  mais  inferieurs  a  I'unite. 
Soit  a  evaluer,  pourn  tres  grand,  Fintegrale 

(22)  I=y^"[(i-A.a';(i-yt'.a»)...]-^'x.„rf|x. 

En  partant  de  Tintegrale  connue 

on  a,  dans  le  cas  de  p  facteurs, 
et 

(>3)    J  =  ^,^^£j^...x""y'-'...e-'-r...£^'iL„d!.,/rdy...; 


on  pose,  pour  un  moment, 


DEVELOPPEMENT    EN    8ERIE    DU    POTENTIEL    DES    SPHEROIDES.  1 49 

e''^'X^„diL  s'effectue  en  developpant  Texpo- 
nentielle  e"**' et  ayant  egard  aux  formules  (Heine,  Ouvrage  cite,  p.  85) 


(4«  -I-  1) i{i-i)...{i-n  +  ^) 


il  vient 

Mettons  a  la  place  de  y^y\- .  .  d'autres  variables  : 

y=^(Lu^         y=zoJu^  ...,  a^  +  o.'^ +...=! 

(dans  le  cas  de  trois  quantites  j,  j', /^  cela  reviendrait  a  remplacer  les 
coordonnees  rectangiilaires  par  le  rayon  vecteur  et  les  trois  cosinus  direc- 
teurs;  pour  le  cas  general,  voir  Heine,  p.  460).  Soient 

dy  dy  .  .  .  =  u^^  J  du  do.  do.' .  .  . , 

v  =  /;(/i+i)4-^; 
effectuons  T  integration  relativement  a  w  de  //  =  o  a  w  =  00  :  on  aura 
I  =  A /y . .  .  a""*""'. . .  ?■[.+<"+-■_»"  +  •); 


(24) 
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Enfin,  a  cause  de 

oil  F  designe  la  serie  hypergeometrique  de  Gauss,  I  revolt  la  forme 

(25)    I  =  By'  dt  f  f ...  (x.""-'af"'^\.  .  t"^}  —0"  ;"(!  —  <;)-""' J  rfa^^a.'.--, 

B= ^'+^) 

II  s'agit  done  d'evaluer  I'integrale  multiple  I,  laquelle  renfermeun  fac- 
teur  eleve  a  une  grande  puissance.  Laplace  a  donne  les  metliodes  neees- 
saires  pour  cet  objet  [Calciildes  probabilites,  n°28). 

fje  facteur  en  question  est    * 

'(26)  {(Kr^'..,yt{\-t)l{\—tl)-'^'=\\ 

On  cherche  les  valeurs de  f,  a,  a',. ..  qui  le  rendent  maximum,  a,  a'. . . 
etant  lies  par  la  relation 

a'  -h  a""  -f- .  .  .  =  I . 

On  a 

,  dP  _  P       dP  ,  ,  dP  _  P       JP  ,,   , 

dV       P        ,  >      P/ 

Les  conditions  pourle  maximum  s'ecrivent 

dx  _  doL'  _  ^  _ 

a  a'  "  ' '  dl 

Si  I'on  pose  les  rapports  egaux  a  2  jr^,  on  a  les  equations 
(27)        P+d?*°^  =d|''°^  '        P^^^a»=^Ma% 
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et 

(28)  (,_  2^(1 -^;)-f-(/;+ 1)^^(1— 0  =  0. 

Des  equations  (127)  il  resulte  aussitot 

Pi  /Pi 

^    *^^  ()P    u — k  dP   M  — A 

M  '01 

et,  a  cause  de 

dP 

fiC  second  membre  pent  s'ex primer  an  moyen  de  u  : 

faisant  la  somine  des  equations  (27), 

..       dP  y       dP  „    ,  ^  P  ^  I  —  / 

oombinant  ce  resultataveo  la  condition  (28), 

(3])       /<= --,        [—f-)  =i  —  ff,        -j-  =  \Ji-u, 

Tequation  (3o)  devient 

Si  Ton  fail  p  =  - »  elle  se  transforme  dans  la  snivante  : 
(33)  __!_  +  _i_+.,.=±-=U-; 

le  sigue  a  niettre  devant  le  radical  est  celui  de  iK 
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Dans  les  equations  (29),  les  valeurs  de  a^,  a'^,  . . .  sont  essentieliement 
positives ;  ^  est  du  signe  de  u ;  done  les  seules  racines  u  acceptables  doivent 
toniberen  dehors  du  segment  de  Taxedes  x  sur  lequel  on  auraitrepresente 

lesvaleursdesA'.Rangeonsles  valeursder  par  ordrede grandeur croissante, 
^  et  ^  etant  respectivement  les  quantites  negative  et  positive  les  plus  voi- 
sines  de  zero  :  v  ne  pourra  etre  compris  qu'entre  r  etp  et  meme  entre  t  et 
zero  d'une  part,  d'autre  part  entre  1  etr-,-  H  est  facile  de  voir  que  dans 

chacun  de  ces  intervalles  il  y  a  une  racine  \^  et  uiie  seule. 

Si  tous  les  k  sont  positifs,  |  est  positif,  u  et  v  aussi :  c'esl  done  la  racine 
positive  qu'il  faut  prendre;  le  contraire  aurait  lieu  si  tous  les  k  etaient 
negatifs.  En  general,  il  faudravoir  laquelle  desdeux  racines  v^  ou  v^  donne 
la  plus  grande  valeur  au  facteur  P. 

On  a 

P=^;7^--(;^')''('-'''('-'''""' 

et,  apres  quelques  simplifications, 
P  = 


Pose-t-on 

r(/z  +  v) ' 

on  trouve  que  logC  =/log/i  +  gif^^  g  etant  independants  de  n. 
On  conclut  de  la  et  de  ce  qui  precede  le  theoreme  snivant  : 

La  limite  du  rapport  dun  terme  au  precedent  dans  la  serie  du  potent iel 
pour  les  points  exterieurs  est  egale  a 

Ic  spheroide  a  pour  equation 

;^  =  C./({/.»)  =  C.  (I -/•{/.»)  (.-A->')..., 
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oil  k,  k\  .  ,  .  sont  inferieurs  a  I' unite  en  valeiir  absolue ;  i^  est  celle  des 
deux  racines  de  Inequation 

I  I  _u         '  ^  positit 

1 h  .   .   .    '-=^11   —  ; -^J 

v_  _  l_  ^/^.2__J,  v^negatif 

ft  A' 

niinimxi  en  valeur  ahsolue,  a  laquelle  correspond  la  plus  grande  valeur 

absolue  de  ttt-t  : _  Si  tons  les  k  ont  le  meme  sis^ne.  v  aura  ce 

meme  signe. 

Appliquons  le  theoreme  a  rellipsoide  de  revolution  ayant  pour  equa- 
tion 

o  2         '    -+-  ft 

1  -|-ft[X^ 

L 'equation  en  v  est  ici 


ft 


On  en  deduit 


ft(ft-h'-4)  ^  >" 


I  If  I  —  k{h  -{-  'jl)  ft 

7(^0  ^,^^/7-^^,^  —  7  ft      *      ~Tm^^7~  ~ ~  ^'^' 

ce  qui  est  d'accord  avec  la  formule  (i5). 

Pour  les  points  inlerieurs,  on  considererait  r^  a  la  place  de  — ;  les  va- 

leurs  de  — ou  de  r^  etant  developpees  en  series  trigonometriques,  puis 
decomposees  en  facteurs,  on  appliquerait  Tanalyse  ci-dessus. 

8.  D'apres  le  numero  precedent,  on  ale  moyen,  dans  des  cas  etendus, 
de  s'assurer  de  la  convergence  des  deux  series  representant  le  potentiel  a 
Texterieur  et  a  I'interieur  du  corps,  et  ordonnees  suivant  les  puissances 
decroissantes  ou  croissantes  de  la  distance  r. 
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Pour  les  points  d'un  meme  rayon,  assez  eloignes  ou  assez  voisins  de 
Torigine,  la  legitimite  des  developpementsestevidente.  Mais  les  develop- 
penf)ents  restent-ils  valables  jusqu'ala  surface  du  corps;  en d'autres  termes, 

la   serie  de  Maclaurin  (ordonnee  suivant  les  puissances  de  -  ou  de  r), 

represente-t-elle  le  potentiel  (a  Texterieur  ou  aTinterieur  duspheroide) 
du  moment  qu'elle  est  convergente? 

Gelte  question  m'a  conduit  a  une  etude  Sur  le  developpement  desfonv- 
tlons  par  la  serie  de  Maclaurin  dans  le  cas  d'une  variable  reelle  [Bulletin 
de  la  Societe  matkematique  de  France,  t.  XV).  J'espere  y  avoir  etabli  avec 
rigueur  qu'une  fonctiony(a;)  a  developper  suivant  les  puissances  entieres 
et  positives  de  ;r  etant  donnee,  il  suffit  de  s*etre  assure  par  un  nioyen  quel- 
conque  que  le  developpement  est  legitime  dans  un  intervalle  fini,  pour 
o  <  j:*  <  a,  et  que  la  fonctiony(a:)  ainsi  que  ses  derivees  sont  continues, 
pour  que  Ton  puisse  employer,  sans  autre  discussion  du  reste,  la  serie  de 
Maclaurin. 

Ce  theoreme  est  aussitot  applicable  au  potentiel  :  Les  series  ordonnees 
suivant  les  puissances  decroissantes  ou  croissantes  de  rrepresentent  le  po- 
tentiel pour  les  points  exterieurs  ou  interieurs ,  jusqua  la  surface  du  corps, 
si  elles  sont  cornier gentes. 

Ce  resultat  comprend  evideniment,  comme  cas  particulier,  ce  quia  ete 
etabli  dans  les  premiers  paragraphes  du  present  Memoire. 
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Le  present  travail  avait  ete  entrepris  dans  le  but  de  verifier  certaines 
formules  de  Thermodynamique  :  il  comportait  d'abord  Tetude  de  Telasti- 
cite  de  fils  metalliqwes  au  point  de  vue  staiique  par  la  mesnre  des  allon- 
gements  elastiques  obteniis  sous  Taction  des  tensions  variables,  et,  simul- 
tanement,  au  point  de  vue  dynamiqucy  par  la  mesure  des  vibrations 
longitudinalesdes  memies  fils  sous  les  niemes  tensions  (*). 

Les  mesures  sont  relatives  a  des  fils  de  cuivre,  d'acier,  de  platine, 
d  aluminium,  d'or  et  d'argent  de  diametre  variant  de  o"'*",5  a  i™™  en- 
viron. 

L'appareil  qui  s^ervait  a  produire  les  allongements  du  fil  en  experience 
etait  tout  a  fait  analogue  a  celui  de  Wertheim;  mais  nous  nous  sommes 
attache,  comme  on  le  verra,  a  mesurer  avec  beaucoup  de  precision  la 


(*)  La  premiere  Partie  de  ces  recherches  a  ete  eifecluee  depuis  le  mois  de  novenibre  1869 
jusqu'au  mois  de  juin  1870,  sur  les  conseils  el  avec  Taide  de  M.  Cornu,  dans  le  iaboraloire 
de  TEcole  Poly  technique;  la  guerre,  les  evenemenls  qui  ont  suivi,  et  d'autres  circonstance** 
en  onl  fait  difTerer  la  continuation. 

Si  je  public  aujourd'hui  la  partie  terminee,  c'est  que  les  determinations  qu'elle  renferme 
onl  paru,  par  le  soin  et  la  precision  avec  lesquels  elles  ont  ete  faites,  pouvoiretre  utiles  au\ 
physiciens,  moins  peut-etre  par  les  determinations  elles-memes  que  par  la  melhode  d'enre- 
gistrement  de  vibrations  tres  rapides. 
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longueur  du  fil  observe,  a  perfectionner  la  mesure  des  allongements,  a 
eviter,  autant  que  possible,  les  variations  de  temperature  et  surtout  des 
allongements  permanents  notables  dus  a  rimperfection  de  relastieite; 
mais,  comme  ils  sont  le  plus  souvent  inevitables,  nous  en  avons  elimine 
les  effets  par  un  systeme  d' observations  croisees,  consistant  a  mesurer 
toujours  la  longueur  du  fil  sous  une  certaine  charge  entre  deux  mesures 
faites  sous  la  charge  initiale,  et  a  comparer  la  mesure  intermediaire  a 
la  moyenne  des  deux  autres. 

Quant  a  revaluation  par  une  melhode  graphique  du  nombre  des  vibra- 
tions longitudinales  du  fil ,  Tappareil  etait  dispose  de  telle  maniere 
qu'on  piit  la  faire  aisementavec  beaucoup  de  precision,  et,  immediatement 
apres,  sans  toucher  au  fil  autrement  que  pour  le  degager  de  la  machoire 
qui  fixait  a  la  partie  inferieure  la  longueur  vibrante,  proceder  aux  me- 
sures d'allongement  effectuees  ainsi  dans  les  memes  conditions  de  tempe- 
rature et  de  tension  que  les  precedentes. 

Voici  d'ailleurs  quelle  etait,  en  detail,  la  marche  des  experiences. 

I. 
Mesure  de  l'allongement  elastique. 

Le  fil  en  experience  est  passe  aJa  filiere  pour  etre  bien  redresse;  sa 
longueur  est  mesuree  a  moins  de  i""  et  son  poids  determine  a  -^  de  mil- 
ligramme pres. 

II  est  pince  a  la  partie  superieure,  dans  une  machoire  en  acier  M  fixee 
a  un  mur  epais  et  par  Tintermediaire  d'une  lame  de  plomb  pour  eviter 
Tecrasement  :  un  point  de  repere  A  est  marque  a  i""  au  plus  au-dessous 
de  la  machoire,  et  est  constamment  vise  par  un  petit  cathetometre  c  pose 
sur  un  support  fixe  au  mur  qui  supporte  la  machoire  superieure. 

Le  fil  passe  librement  dans  une  nouvelle  machoire  M'  fixee  aussi  au 
mur  et  avec  laquelle  on  le  pince  comme  dans  la  machoire  superieure, 
quand  on  veut  le  faire  vibrer  longitudinalement. 

Un  second  point  de  repere  B  est  marque  au-dessus  de  la  seconde  ma- 
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choire;  c'est  un  fragment  de  feuille  d'or  ou  des  grains  d'antinioine  colles 
an  snif  sur  le  fil. 

L'extremite  du  fil  est  fixeea  une  pirice  portant  un  platean  qn'on  pent 
charger  de  poids. 

Le  fil  est  d'abord  tendu  en  mettant  des  poids  dans  le  plateau  pendant 
vingt-quatre  heures  au  nioins,  et  Ton  determine  ja  charge  maxima  qu'on 


Fig.  I, 


A 


^ 


ii' 


IVl'[jo"V] 


peut  lui  faire  supporter  sans  qu'il  en  resulte  un  allongement  permanent 
qui  depasse  quelques  centiemes  de  millimetre.  On  reste  au-dessous  de 
cette  charge  dans  les  experiences  definitives. 

Avant  de  commencer  les  mesures,  on  etablit  la  Table  de  coirection  du 
niveau  a  bulle  d'air  d'un  cathetometre  de  Perrot,  G,  destine  a  mesurer 
les  allongements. 

Onevalue  au  cathetometre,  une  fois  pourtoutes,  la  distance  des  deux 
machoires. 

On  place  sur  le  plateau  la  charge  initiale  :  on  mesure  au  cathetometre 
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la  distance  des  deux  reperes  A ,  C  en  la  corrigeant  par  robservation  et  a  vec 
la  Table  du  niveau.  On  mesure  avee  le  petit  eathetometre  c  fixe  au  niur 
la  distance  du  repere  A  au  has  de  la  machoire  superieure,  distance  qui 
sera  egalement  observee  dans  le  courant  et  a  la  fin  des  experiences,  pour 
s'assurer  qu'elle  n'a  pas  varie  par  suite  d'un  glissement  du  fil  dans  la  ma- 
choire. 

fiC  grand  eathetometre,  apres  la  mesure  de  AG,  ne  sert  plus  qu'a  evaluer 
les  variations  de  cette  longueur  sous  des  charges  croissantes  :  la  lunette 
n'est  plus  alors  manoeuvree  qu'a  Taide  de  la  vis  de  rappel,  laquelle  porte 
un  tambour  divise  en  loo  parties,  dont  la  largeur  est  telle  qu'on  en  pent 
aisement  apprecier  le  ^^  :  le  pas  de  la  vis  etant  tfgal  a  o"™,5,  on  evalue 
^'^s^  ^^  2T00  ^^  millimetre.  La  variation  totale  de  longueur  n'a  jamais  de- 
passe  i""  et  I'observation  est  faite  aVec  une  lunette  formanl  microscope, 
de  26*^™  de  foyer,  assez  rapprochee  du  fil  :  de  cette  maniere  la  lunette  se 
deplace  bien  parallelement  a  elle-meme,  si  bien  que  les  variations  de  la 
buUe  du  niveau  sont  a  pen  pres  insensibles.  [jCS  observations  sont  alors 
extremement  precises. 

Le  fil  est  enveloppe  d'une  gaine  en  carton  pour  eviter  les  variations 
de  temperature  observees  avec  un  bon  thermometre  a  o,  i  de  degre  pres. 
On  n'admet  que  les  experiences  oil  la  variation  totale  de  temperature  n  a 
pas  depasse  1** :  dans  ces  conditions^  des  observations  croisees  eliminent 
Teffet  des  variations  lentes  de  temperature. 

Ghaque  mesure  de  la  position  du  repere  inferieure  G  est  la  moyenne  de 
3  pointes  et  de  3  lectures  sur  le  tambour  de  la  vis  de  rappel. 

On  produit  les  variations  de  longueur  en  ajoutant  successivement  des 
fractions  egales  de  la  charge  totale  determinee  d'avance  :  cette  charge  est 
generalement  divisee  en  6  parties  au  moins,  quelquefois  8,  9  ou  meme  10. 

Ghaque  observation  comprend  : 

1''  La  determination  a  du  repere  c  avec  la  charge  minima; 

2°  La  determination  b  sous  une  portion  p  de  la  charge  totale  P ; 

3"*  Une  nouvelle  determination  a'  avec  la  charge  minima. 

Les  nombres  a  eta'  devraient  etre  identiques  s'il  n'y  avait  pas  d'allon- 
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gement  autre  que  eelui  qui  est  du  a  Telasticite  :  en  realite,  ils  le  sont  sou- 
vent,  mais  pas  toujours;  seulement,  dans  ce  dernier  cas,  leur  difference 
est  tres  petite.  On  en  prend  la  moyenne  et  on  la  compare  a  b\  de  telle  sorte 
que  rallongement  correspondant  a  la  charge  p  est  represente  par 


b  — 


a-{  a' 


Les  allongements  elastiques  totaux  ont  varie  environ  de  o"",5  a  i""" 
suivant  les  fils  en  experience  :  la  somrne  des  effets  de  dilatation  et  des 
allongements  permanents  dus  a  Timperfection  de  I'elasticite  n'a  atteint 
qu'une  seule  fois  2  pour  100  de  rallongement  total,  ainsi  que  I'indique 
le  Tableau  suivant  : 


KILS. 

DIAMlCTRE 

approximatif. 

ALLONGEMKNT 
total. 

VALEUR   MOYENNE 

de  la  somme 
des  allongements 

permanents 
et  de  la  dilatation. 

VARIATIONS 

de  charge. 

Cuivre 

Acier 

Aluminium 

Platine 

Argent 

Or 

mm 
1,0 

0,5 

0,8 

0,6) 

1,0 

0,5 

mm 
0,90 
0,95 
0,52 

o,i6 

o,58       • 
0,62 

mm 

o,oo3 

0,001 
0,007 
0,00  1 
0,009 
0,001 

kg          kg 

10  a  20 
5  jk  10 

2  a    4 
2  a    5 
2  k    5,200 
0  a     1 

La  charge  initiale  dans  le  cas  du  fil  d'or  etait  celle  qui  avait  ete  neces- 
saire  pour  tendre  le  fil  simplement. 

Dans  toutes  les  experiences  on  a  trouve  que  les  allongements  elastiques 
etaient  bien  proportionnels  aux  variations  de  charges. 

Pour  catculer  Pallongement  elastique  par  kilogramme,  Dn  a  pris  la 
moyenne  composee  des  allongements  obtenus  dans  les  observations  par- 
ticulieres.  Connaissant  la  longueur  totale  observee  du  fil,  toujours  tres 
voisine  de  1™,  on  en  deduit  I'allongement  elastique  par  kilogramme  et 
par  metre;  puis,  connaissant  le  poids  de  i*°du  fil,  on  a  calcule  Tallon- 
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gement  par  metre  sous  Taction  du  poids  du  fil;  soit  e  cetle  quantite.  La 
vitesse  du  son  en  metres  dans  le  fil,  V,  est  donnee  par 


y  _        /^X  lOOO 


V 


II. 

MeSURE    du    NOMBRE    DES    vibrations    LONGITUDINALES. 

Sur  un  madrier  horizontal  ^  place  derriere  le  fil  environ  a  la  moitie  de 
sa  longueur,  est  fixee  une  double  regie  metallique  sur  laquelle  pent 
glisser  un  chariot  tire  par  un  poids  par  I'intermediaire  d'une  poulie.  Le 
chariot  porle  a  I'arriere  un  morceau  de  fer  doux  en  prise  avec  un  electro- 
aimant :  a  I'aide  d'une  manette  placee  a  sa  portee,  Tobservateur  pent, 
de  la  main  gauche,  supprimer  le  courant  de  Telectro-aimant,  pendant 
que,  de  la  main  droite,  il  fait  vibrer  longitudinalement,  avec  un  tampon 
de  peau  enduit  de  colophane,  le  fil  pince  entre  les  deux  machoires,  dis- 
tantes  d'environ  i",3o. 

Une  lame  de  glace  recouverte  de  noir  de  fumee,  fixee  au  chariot  et 
entrainee  dans  son  mouvement,  passe  sous  un  style  en  fil  de  laiton  tres 
mince,  fixe  a  peu  pres  au  milieu  de  la  longueur  du  fil,  et  qui  inscrit  sur  la 
lame  ses  vibrations.  En  meme  temps,  le  style  d'un  diapason  de  5i2  vi- 
brations simples  par  seconde  inscrit  aussi  ses  vibrations. 

L'inscription  peut  etre  faite  deux  ou  trois  fois  sur  la  meme  lame  qui, 
a  cet  effet,  peut  etre  soulevee  le  long  de  deux  glissieres. 

Les  vibrations  du  fil  sont  tres  nombreuses  (de  1600  a  4<^oo  par  se- 
conde suivant  les  fils),  et  leur  amplitude  est  tres  petite  :  de  la  des 
difficultes  pour  les  comparer  exactement  a  celles  du  diapason  chro- 
nographe. 

Pour  les  surmonter,  on  place  la  lame  de  verre  sur  le  banc  d'une  ma- 
chine a  diviser,  de  facon  que  la  ligne  mediane  des  vibrations,  qu'on  exa- 
mine d'ailleurs  au  microscope,  soit  bien  parallele  a  Taxe  de  la  vis  de  la 
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machine.  On  I'eclaire  par-dessous  par  reflexion  sur  une  bande  de  glace 
etamee,  de  sorte  que  les  vibrations  se  detachent  nettement  en  blanc  sur 
le  fond  noir  du  noir  de  furnee.  On  trace  alors  avec  le  tracelet  de  la  ma- 
chine deux  traits  coupantles  deux  lignes  qui  renferment  les  vibrations  du 
diapason  et  du  fil,  aux  deux  extremites  de  cbaque  graphique.  On  compte 
ensuite  successivement,  en  se  servant  du  microscope,  les  nombres  de 
vibrations  n  et  N,  comprises  entre  les  deux  traits,  relatives  au  fil  et  au  dia- 
pason :  celles-ci  sont  au  nombre  de  4o  a  60  sur  chaque  graphique.  G'est 
peu  sans  doute;  mais  cet  inconvenient  est  rachete  par  la  precision  des 
mesures  el  le  nombre  des  graphiques,  qui,  pour  6  fils,  n'est  pas  moindre 
que  80  et  qui  permet  ainsi  de  prendre  des  moyennes; 

/I  X  5 1  '2 


N 

donne  le  nombre  des  vibrations  simples  du  fil  par  seconde  pour  le  son 
fondamental  :  il  suffit  de  le  multiplier  par  la  longueur  vibrante  du  fil  ex- 
primee  en  metres  pour  avoir  la  vitesse  du  son  dans  le  fil  exprimee  en 
metres.  On  peut  ainsi  comparer  cette  vitesse  Vavec  celle  V  qui  est  cal- 
culee  d'apres  Tallongement  elastique. 

Le  nombre  et  la  fragilite  des  graphiques  dont  il  vient  d'etre  ques- 
tion rendent  leur  conservation  difficile  dans  Tetat  011  ils  sont  quand  on 
vient  de  les  faire.  Voici  un  moyen  tres  simple  de  les  reporter  sur  du 
papier. 

Pour  cela,  on  recouvre  le  noir  de  fumee  d'une  couche  de  collodion 
melange  de  2  pour  100  d'huile  de  ricin,  comme  on  verse  du  collodion 
ordinaire  sur  une  plaque  de  photographic.  On  laisse  secher,  puis  on 
plonge  la  lame  de  verre  ainsi  preparee  dans  un  bain  d'eau  acidulee  par 
quelques  goultes  d'acide  clilorhydrique.  Si  Ton  a  en  soin,  des  que  le 
collodion  ricine  est  sec,  de  fendre  avec  un  canif  la  pellicule  le  long  des 
quatre  cotes  du  rectangle  forme  par  la  lame  de  verre,  cette  pellicule  se 
detache  dans  I'eau  acidulee,  en  enlevant  avec  elle  le  noir  de  fumee,  tel 
qu'il  etait  sur  la  lame,  sans  alterer  les  sinuosites  les  plus-fines  des  vibra- 
tions inscrites  sur  le  graphique.  On  etale  cette  pellicule;  elle  est  assez  re- 
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sistante  pour  qu'on  pnisse  la  transporter  et  la  laver  dans  de  Teau  pure, 
puis  on  glisse  au-dessous  une  bande  de  papier  recouverte  a  I'avance  de 
gomme  arabique,  et,  appliquant  Tun  des  bords  de  la  pelUcule  du  cote 
du  noir  de  fumee  sur  Tun  des  bords  de  la  bande  de  papier,  on  les 
retire  simultanement  du  bain  :  la  pellicule  se  colle  d'elle-meme  sur  le  pa- 
pier :  quand  le  tout  est  sec,  on  a  ainsi  un  graphique  inalterable,  car  le 
noir  de  fumee  se  trouve  entre  le  papier  et  une  coucbe  de  collodion ;  on 
pent  frotter  dessus  sans  inconvenient. 

Les  deux  figures  ci-contre  sont  la  reproduction  exacte  par  la  photo- 
graphic de  deux  de  ces  graphiques,  ou  chaque  ligne  represente  une 
experience  particuliere. 

Le  premier  est  relatif  au  fil  d'aluniinium  de  i3oi"""  de  longueur  vi- 
braute  tendu  par  un  poids  de  (\^^.  La  premiere  ligne  comptee  de  ce  gra- 
phique a  donne  3()5i  vibrations  par  seconde;  la  seconde  8941  • 

Le  second  est  relatif  au  fil  d'argent  de  i3o2"*"  de  longueur  vibrante 
tendu  par  un  poids  de  4^^.  Quatre  lignes  du  graphique  ont  ete  comptees  : 
la  premiere  donne  2 148  vibrations  par  seconde,  la  seconde  2189,  la  troi- 
sieme  2i45  et  la  quatrieme  2147. 

Ces  exemples  suffisent  pour  montrer  le  degre  de  precision  des  expe- 
riences et  des  mesures. 


IIL 


Outre  les  determinations  precedentes,  on  a  mesure  la  densite  des  fils 
sur  lesquels  on  a  opere  par  la  inethode  de  la  balance  hydrostatique,  en 
les  enroulant  encouronne,  les  placant  d*abord  dans  un  vase  rempli  d'eau, 
chassant  Fair  adherent  avec  une  machine  pneumattque,  et  les  pesant  enfin 
sans  les  retirer  de  Teau. 

De  la  mesure  de  la  densite  combinee  avec  les  determinations  relatives 
a  rallongement  elastiqueon  a  deduit  par  la  fornuile  ordinaire  le  coefficient 
d'elasticite  statique.  On  pourra  calculer  le  coefficient  dynamique  resul- 
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Fig.  a. 
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tant  de  la  mesure  de  la  vilesse  du  son  par  les  vibrations  longitudinales,  a 
Taide  des  donnees  renfermees  dans  le  Tableau  ci-dessous,  qui  resume  les 
resultats  des  experiences  : 


VITESSB 

DU   SON 

POIDS 

de 
I-  dc  fil. 

DENSITfi. 

ALL0N6EMBNT 

moyen 

pour 

1-  ct  i"-*. 

d^duite 

des 

vibrations 

[V]. 

d^duile 

de 

rallongem^ 

[V]. 

V'-V 

V'-4-V 
2 

COEFPICIENT 

d'^lasticit^ 

statique. 

3732™ 

3691" 

Cuivro 

7,87^5 

8,8912 

mm 
0,0917759 

3740 
3735 

.3736 

3678 

1 

3684 

0,014 

i23o6 

4945 

1 
479" 
48o3 
4804 

Acieranglais 

1,987 

7,708 

0,21401 

4931 
4933 

0,028 

181IJ 

1 

4936 

4799 

2651 

2616 

Platine 

9,393 

21 ,245 

o,i5i65 

2641 
2638 

2643 

2624 
2612 

2617 

0,01 

i49i5 

5i54 
51*9 

1 
5071 
5o38      , 

Aluminium. 

1,4875 

2,7286 

0,26035 

1 

5i4o 
5i38 
5i4o 

5 1 40 

5oi8      1 

5ooi 

5o36 

5o33 

1 

0,02 

7046 

2798 

2742 

Argent .^.. 

7,0917 

io,5oo 

0, 18533 

2799 
2793 

^797 

2727 
2724 

2731 

0,024 

7989 

2072 

2o53 

Or 

3,71466 

19,484 

0,628614 

1 

2076 
2072 

2073 

2044 

205l 

2049 

0,01 

8344 
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On  voit,  d'apres  les  nombres  renfermes  dans  lescolonnes  5  et  6,  que 
les  vitesses  deduites  des  vibrations  sont  tonjours,  ainsi  que  Tavait  montre 
Wertheim,  superieures  a  celles  que  Ton  a  calculees  d'apres  les  allon- 
genients  :  elles  different  (oolonne  7)  de  1  a  3  pour  100  de  leur  valeur 
movenne. 
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SUR  UNE  CONDITION 

DE  BON  FONCTIONNEMENT  DES  INSTALLATIONS  MECANIQUES 

COMPORTANT 

DES  TRANSMISSIONS  PAR  LIENS  RIGIDES  OU  FLEXIBLES; 

Par  M.  H.  LEAUTE, 

Rep^titeur  de  M^canique. 


Les  installations  inecaniques  etablies  d'apres  les  regies  ordinaires  en 
usage  dans  la  pratique  ne  fournissent  pas  toujoiirs,  unefois  construites,  le 
bon  fonctionnement  qu'on  en  attendait.  Elles  donnent  frequeinment  lieu 
a  des  mecomptes,  surtout  quand  elles  comportent  des  transmissions  a 
longues  portees  et  des  masses  aniniees  de  grandes  vitesses,  ce  qui  est, 
eomme  on  le  sait,  un  cas  de  plus  en  plus  frequent  dans  les  applications. 

On  se  trouve  souvent  alors  en  presence  d'irregularites  de  mouvement 
que  rien  ne  faisait  prevoir  et  qu'il  est  difficile  ou  nieme  impossible  de  faire 
disparaitre. 

Bien  qu'on  ait  etudie  avec  soin  toutes  les  parties  du  reseau  et  assure  a 
chacune  d'elles,  aussi  bien  qu'au  moteur,  une  regularite  superieure  a 
celle  ordinairement  adniise,  bien  qu'il  n'y  ait  aucun  vice  de  construction, 
aucun  defaut  de  montage,  il  se  produit  en  certains  points  de  jonction  des 
troubles  inacceptables ;  les  engrenages  sont  le  siege  de  chocs  dangereux, 

LIX^  Cahier.  i 


H.    LEAUTE. 


de  vibrations  inadmissibles;  les  liens  flexibles  presentent  des  oscillations 
d'une  amplitude  exageree. 

Pour  eviter  avec  certitude  ces  difficultes  lorsqu'on  etablit  un  projet, 
pour  y  reniedier  quand  on  les  rencontre  dans  une  installation,  11  suffit  de 
satisfaire  a  une  condition  qui  n'a  pas  ete  indiquee  jusqu'ici  et  que  le  pre- 
sent travail  a  pour  but  de  faire  connaitre. 

Les  considerations  qui  suivent  permettront  d'etablir  cette  condition  : 

Dans  les  machines  a  vapeur,  qui  constituent  aujourd'bui  le  nioteur  le 
plus  employe,  la  valeur  de  la  coniposante  tangentielle  de  la  poussee  mo- 
trice  sur  Farbre  de  la  machine  est  loin  d'etre  constante  ;  il  existe  d'ordi- 
naire  des  points  morts  oil  cette  coniposante  est  nulle,  et  Ton  a  meme  sou- 
vent  une  contre-pression,  consequence  de  Tavance  a  Tadmission.  La 
suppression  complete  de  Timpulsion  du  fluide  moteur  est  ainsi  realisee  a 
certaines  periodes  du  mouvement,  pendant  lesquelles  Tensemble  meca- 
nique  fonctionne  sous  sa  seule  inertie,  sans  etre  soumis  a  d'auires  forces 
que  les  resistances  de  di verses  natures  qu'il  doit  vaincre.  De  la,  des  mou- 
vements  relatifs  en  arriere  qui,  nes  de  la  machine,  se  transmettent  dans 
tout  le  reseau  et  qui,  aux  points  de  jonction,  sont  capables  d'engendrer 
les  chocs  dans  les  engrenages  ou  les  oscillations  inquietantes  dans  les  liens 
flexibles. 

Pour  eviter  ces  mouvements  en  arriere,  il  suffit  evidemmeut  que,  meme 
dans  ce  cas  limite  de  la  puissance  nulle,  le  mouvement  ne  cesse  jamais, 
pour  chacune  des  portions  du  systeme,  de  se  transmettre  dans  le  sens 
normal,  c'est-a-dire  dans  celui  oil  il  se  transmet  naturellement  par  Tac- 
tion de  la  machine.  En  d'autres  termes,  il  suffit  qu'il  n'y  ait  jamais  de 
changement  de  sens  dans  les  efforts  que  se  communiquent  les  divers  liens, 
quand  on  suppose  la  force  motrice  annulee. 

Cette  condition  de  non-changement  de  sens  etant  satisfaite  dans  les 
circonstances  qui  precedent,  le  sera  encore  a  fortiori  alors  que  la 
composante  tangentielle  de  la  poussee  due  a  la  vapeur  ne  sera  plus 
nulle;  les  mouvernents  relatifs  en  arriere^  et  les  perturbations  qui  en 
sont  la  consequence,  ne  seront  plus  possibles;  le  probleme  pose  sera 
resolu. 
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La  solution  se  met  sous  une  forme  pratique  tres  simple,  grace  a  la  con- 
sideration de  la  caracteristique  cinematlqiie  (*). 

Remarquons  pour  cela  qu'on  obtiendra  la  relation  inconnue  si,  apres 
avoir  imagine  la  suppression  instantanee  de  Taction  motrice,  on  exprime 
que  I'acceleration  de  chaque  portion  de  Tensemble  dans  !e  mouvement 
retarde  qu'elle  prend  alors  est  superieure  a  Tacceleration  de  la  portion 
qui  precede  et  inferieure  a  celle  de  la  portion  qui  suit;  de  cette  maniere, 
en  effet,  chaque  partie  du  systeme  mecanique  se  trouve  ponssee  par  la 
precedente,  pousse  la  suivante,  et  le  sens  de  I'effort  en  chaque  point  de 
jonction  est  bien  le  sens  du  mouvement  produit  par  Taction  du  mo- 
teur. 

11  est  d'ailleurs  entendu  que,  lorsque  les  poiuts  de  jonction  consideres 
sent  en  meme  temps  des  points  de  ramification  oil  aboutissent  des  com- 
mandes  differentes,  la  condition  precedemment  indiquee  doit  etre  reinplie 
pour  chacune  des  branches  de  transmission  issues  du  point  de  jonc- 
tion. 

Nous  n'avons  plus  qu'a  ti  aduire  cette  condition  sous  forme  analyticjue ; 
afin  de  bien  preciser,  nous  supposerons  d'abord  qu'il  s'agit  d'un  engre- 
nage  et  nous  etendrons  sans  peine  ensuite  le  resultat  trouve  an  cas  dune 
jonction  par  lien  flexible. 

Designons  par  N,  le  nombre  de  tours,  par  minute,  en  marche  normale, 
de  la  roue  menante ;  par  R,  son  rayon ;  par  Dt>^  la  caracteristique  cinema - 
tique  rapportee  a  cette  roue,  c'est-a-dire  le  nombre  detours  qu'elle  ferait 
sous  la  seule  action  des  resistances  si  Ton  supprimait  brusquement  la  [)uis- 
sance;  par  T,  le  temps  pendant  lequel  elle  tourne  dans  ces  conditions; 
par  Y,  enfin,  Tacceleratiou  du  mouvement  retarde  ainsi  defini,  accelera- 


(*)  Nous  avons  defini^  sous  ce  nom  de  caracteristique  cincniatique  {Journal  de  Matlie- 
niatiques pures  et  apptiquees,  dirige  par  M.  Jordan,  p.  4^5;  1887),  une  conslanle  qui  joue 
un  rdle  vraiment  fondamental  dans  loutes  Ics  questions  que  souleve  le  mouvement  des 
machines,  lorsque,  abandonnanl  Thypothese  puremenl  fictive  du  mouvement  uniforme,  on 
aborde  le  seul  cas  qui  ait  de  Tinteret  au  point  de  vue  pratique,  celui  du  mouvement  trouble. 

La  caracteristique  cinematique  d'un  ensemble  mecanique,  rapportee  a  un  arbre  de  cet 
ensemble,  est  le  nombre  de  tours  faits  par  cet  arbre  lorsque,  en  marche  normale,  on  sup- 
prime  brusquement  Tarrivee  du  fluide  moteur. 


4  H.    LEAUTE, 

tion  coniptee  surla  circonference  primitive  dela  roue.  Nous  represente- 
rons  par  les  memes  notations,  avec  Tindice  2,  les  quantites  analogues 
pour  la  roue  menee. 

Le  mouvement  queprend  la  roue  nienante,  apres  la  suppression  de  la 
force  motrice,  sous  Taction  de  la  vitesse  qu'elle  possedait  et  des  resis- 
tances, peut  etre  considere  comme  etant  uniformement  retarde.  En  eflTet, 
d'une  part,  la  composante  tangentielle  correspondent  aux  machines- 
outils  varie  faiblement  dans  le  mouvement  normal  en  raison  du  nombre  de 
ces  machines  et  du  pen  de  force  qu'elles  consomment  individuellement; 
d'autre  part,  les  resistances  passives  de  toute  nature  produites  dans 
Tensemble  mecanique  qui  suit  la  roue  sont,  tres  sensiblement,  indepen- 
dantes  de  la  vitesse. 


On  aura,  des  lors, 


d'oii  Ton  deduit, 


60      —  Ti^o 
27rR,DT.,=lY,TJ; 


Y    z=  ■ — i-  < 


Le  meme  calcul,  fait  pour  la  roue  menee,  donne 

*^       36oo.)i;,2^ 
et  la  condition 

ri<T2 

devient,  si  Ton  tient  compte  de  ce  que  les  nombres  de  tours  N,  et  N, 
sont  inversement  proportionnels  aux  rayons  R,  et  R^, 

condition  qui  devra  avoir  lieu  pour  chaque  point  de  jonction  et  pour 
cbaque  branche  de  transmission. 

II  est  bien  clair  que,  si  la  jonction,  au  lieu  d'etre  faitepar  un  engrenage, 


CONDITION    DU    BON    FONCTIONNEMENT    DES    INSTALLATIONS    MECANIQUES.     5 

etait  obtenue  a  I'aicle  d'un  lien  flexible,  il  suflirait,  dans  le  calcul  precedent, 
de  remplacer  les  circonferences  primitives  des  roues  dentees  par  les  cir- 
conferences  des  poulieset  que  Ton  serait  conduit  identicjuement  au  meme 
resultat. 

En  resume,  nous  pouvons  ehoncer  le  theoreme  suivant  qui  constitue 
une  nouvelle  condition  de  bon  fonctionnement  dans  les  installations  me- 
caniques  comportant  des  transmissions  : 

Pour  etre  assure  d*eviter  dons  un  ensemble  mecanique  les  changements 
relatifs  de  sens  et  les  perturbations  qui  en  resultent,  il  suffit  que,  pour 
chaquearbre,  le  rapport  du  nombre  de  tours  faits  par  minute  a  ht.  carac- 
teristique  cinematique  aille  en  augmentant  conslamment  a  mesure  quon 
s' eloign e  de  la  machine. 

Nous  ferons  d'ailleurs,  au  sujet  deiTapplication  de  Tenonce  qui  precede, 
une  remarque  qui  paraitra  bien  evidente  a  tons  les  praticiens  :  c'est  qu'il 
conviendra  de  satisfaire  largement  a  Tinegalite  fournie  par  le  theoreme 
pour  avoir  toute  securite. 

Le  raisonnement  qui  vient  d'etre  expose  s'applique  a  un  point  de 
jonction  quelconque,  sauf  au  premier  sur  lequel  agit  directement  la  ma- 
chine; pour  celui-la,  en  effet,  le  calcul  de  Tacceleration  du  mouvement 
en  arriere  ne  pent  plus  etre  dirige  de  la  meme  maniere ;  il  faut  tenir 
compte  de  la  puissance  de  la  machine,  des  variations  que  subit  la  force 
motrice,  de  la  force  vive  des  masses  mises  en  mouvement;  nous  avons 
indique,  dans  un  autre  travail  (*),  la  condition  suffisante  pour  que  les 

mouvements  relatifs  en  arriere  soient  evites  dans  la  premiere  jonction,  et 

TV- 
nous  avons  trouve  que  le  quotient  —  de  la  machine,  compte  sur  I'arbre 

du  volant,  devait  etre  inferieur  au  quotient  correspondant  du  premier 

pignon  diminue  du  terme  9000  f  i  —  |j  p  oil  P  est  la  puissance  de  la 

machine,  en  chevaux,  a  I'indicateur;  F  la  force  vive  des  masses  mises  en 

(*)  Sur  les  trepidations  qui peuvent  se produire  dans  Tengrenage de  comniande  d' une 
transmission  actionnee  par  une  machine  a  vapeur  (Comptes  rendus  des  seances  de 
r  Academic  des  Sciences  J  4  fevrier  1889). 
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mouvement  depuis  le  rnoteur  jusqu'au  premier  pignon  exclusivement; 
J  la  fraction  tie  I'action  tangentielle  moyenne  de  la  vapeur  rapportee  a  la 

A" 

circonference  du  volant  et  representant  le  minimum  de  cette  action. 

En  resume,  Tetude  qui  precede  a  mis  en  lumiere  le  role  fondamental 
que  joue,  pour  chaque  arbre,  au  point  de  vue  des  perturbations  aux  jonc- 
tions,  le  rapport  de  la  vitesse  a  la  caracteristique  cinematique,  c'est-a-dire 
le  rapport  du  nombre  de  tours  que  I'arbre  fait  par  minute  en  vitesse  nor- 
male  au  nombre  de  tours  qu'il  serait  capable  de  faire  si  Taction  motrice 
cessait  brusquement.  C'est  la  valeur  de  ce  rapport  qui  seule  intervient  et 
qui  doit,  pour  qu'on  ait  toute  securite,  aller  constauunent  en  croissant  a 
mesure  qu'on  s'eloigne  de  la  machine. 

L'application  de  cette  regie  donne  lieu  a  une  remarque  qui  presente  de 
rinteret  au  point  de  vue  pratique. 

La  condition  trouvee  devrait  etre  remplie  theoriquement  pour  cha- 
cune  des  portions  de  Tensemble  mecanique  que  Ton  etndie,  si  petite 
qu*elle  soit;  mais  [)ratiquement  il  sera  toujours  possible,  a  priori,  d'aper- 
cevoir  quelle  est  la  division  a  adopter  pour  obtenir  des  resultats  vrai- 
ment  utiles,  quels  sont  les  points  de  jonctiou  dangereux  oil  il  est 
indispensable  de  s'assurer  que  cette  condition  est  remplie.  Dans  toutes 
les  autres  parties  qui  fonctionnent  a  vitesses  reduites,  Timportance  des 
effets  dus  aux  changements  possibles  de  sens  sera  presque  toujours  negli- 
geable;  ce  n'est  que  dans  les  portions  du  systeme  mecanique  animees  de 
grandes  vitesses  ou  portant  des  masses  considerables  que  le  calcul  pre- 
sentera  de  Tinteret.  On  sait,  en  effet,  que,  pour  les  engrenages,  les  chan- 
gements de  sens  se  traduisent  par  des  chocs  qu'il  faut  eviter  a  tout  prix 
des  que  la  force  transniise  est  importante,  et  que,  pour  les  transmissions 
a  liens  flexibles,  ces  changements  desens  correspondent  a  des  oscillations 
d'autant  plus  dangereuses  que  les  portees  sont  plus  grandes  et  que  la 
masse  du  lien  est  moins  capable,  par  elle-meme,  de  regulariser  le  mouve- 
jnent. 


MEMOIRE 

SUR  LES  INVARIANTS  DE   CERTAINES  EQUATIONS  DIFFfiRENTIELLES 

ET    SUR    LEURS    APPLICATIONS; 
Par  M.  Roger  LIOUVILLE. 


Les  recherches  exposees  dans  ce  Memoire  concernent  1 'ensemble  des 
equations  diflerentielles  de  cette  espece 

(■)  S  +  «.(^)"+3«.(|)V3a.g+„.=  o, 

oil  les  coefficients  a^^  a^,  .  .  . ,  a^  sont  des  fonctions  quelconques  de  x  et 
dey.  Cette  etude  est  faite  a  I'aide  des  substitutions  generales 

(2)  x'=/{x,jr),  /=cp(^,j) 

et  des  expressions  qu'elles  laissent  invariantes;  niais  tout  resulte  en  sub- 
stance de  la  liaison  etablie  entre  Tequation  proposee  et  un  systeme  d'e- 
quations  difFerentielles  lineaires,  qui  ne  cesse  point  de  lui  etre  associe 
dans  les  transformations  (2). 

En  utilisant  ce  lien  essentiel,  un  premier  invariant  a  ete  obtenu,  puis 
une  serie  d'autres  et,  comme  consequence,  le  probleme  suivant  s'est 
trouve  resolu  dans  les  cas  ordinaires  : 

Etant  donnees  deux  equations  telles  que  (1),  reconnaitre  si  elles  sont 
reductibles  Vune  a  V autre  par  Vune  des  transformations  (2)  ety  quand 
la  reduction  est  possible^  Vejfectuer  en  rcalite. 

Toutefois,  il  existe  des  equations  pour  lesquelles  la  construction  suc- 
cessive des  invariants  ne  pent  avoir  lieu  d'apres  la  metliode  generale; 
celle-ci  n'aboutit  alors  qu'a  des  identites  et  doit  subir  de  notables  modi- 


1 


8  R.    LIOUVILLE. 

fications.  Ces  cas  exceptionnels  sont  d'autant  plus  dignes  d'examen  qu*ils 
constituent  en  quelque  sorte  les  singularites  du  type  d'equations  consi- 
dere  et  presentent  d'ailleurs  une  simpHcite  particuliere. 

Le  Cliapitre  II,  consacre  a  ce  sujet,  donne  les  elements  necessaires 
pour  rapporter  les  equations  (i),  quels  que  soient  leurs  coefficients  a,, 
«2»  •  •  •  J  «4i  sans  aucune  restriction,  a  Tune  des  classes  canoniques,  inde- 
pendantes  des  substitutions  (2)  :  c'est  le  probleme  enonce  d'abord  et  re- 
solu  dans  les  cas  ordinaires. 

Les  applications  de  cette  theoiie  a  Tintegration  elle-meme  sontl'objet 
du  Chapitre  III.  La  premiere  d'entre  elles  et  la  plus  etendue  est  relative 
aux  equations  dont  Tordre  pent  etre  abaisse,  parce  que  leuis  coefficients 
cessent,  apres  certaines  transformations,  de  renfermerTune  des  variables. 

J'-indique  les  calculs,  faciles  a  faire,  qui  permettent  de  caracteriser  les 
equations  de  cette  categoric  et  de  les  ramener  a  celle-ci 

^  +  a,  j'  -H  3a,/  -h  3a,  J  +  a,  =  o, 

dans  laquelle  a,,  aj,  .  .  . ,  a^  sont  des  fonctions  quelconques  de  x. 

Les  resultats  qui  suivent  se  rapportentaux  equations  d*un  des  types  les 
plus  simples;  elles  peuvent  se  grouper  par  couples,  et  celles  d'un  meme 
couple  s'integrent  a  la  fois;  quelques-unes  deviennent  lineaires  par  une 
transformation  appropriee,  L'emploi  des  equations  lineaires  s'etait  offert 
deja  pour  Tetude  des  lignes  geodesiques  sur  les  surfaces  a  courbure  con- 
stante  (^Journal  de  V  Ecole  Poly  technique,  LVII*  Gihier,  1887),  mais  la 
reduclion  est  ici  d'autre  nature  et  les  constantes  arbitraires  se  reunissent 
dans  rintegrale  d'une  facon  fort  differente. 

Ce  sont  encore  des  equations  lineaires  qui  se  presentent  dans  une  troi- 
sieme  question,  liee  d'une  maniere  intime  a  la  signification  geometrique 
ou  mecanique  des  equations  (i).  Une  digression  indispensable  conduit 
d'abord  a  rechercher  la  condition  precise  dont  il  depend  que  ces  equa- 
tions repondent,  sur  une  surface,  a  des  lignes  geodesiques  ou,  si  Ton 
veut,  aux  trajectoires  d'un  point  soumis  a  Taction  d'un  potentiel. 

La  distance  des  points  infiniment  voisins  sur  une  surface  s'exprime  au 
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inoyen  de  trois  coefficients,  qui  determinent  aussi  Teqiiation  des  lignes 
geodesiques;  les  quatre  coefficients  de  cetle  derniere  sont  donnes  alors 
par  les  formules  de  Gauss  et  doivent  verifier  une  condition  speciale.  La 
complication  de  ces  formules  n'avait  pas  laisse  apercevoir  les  relations 
lineaires  auxquelles  se  rattache  la  condition  demandee  et  qui  en  donnent 
visiblement  le  sens  veritable. 

De  plus,  la  proposition  bien  connue,  relative  aux  lignes  geodesiques 
des  surfaces  qui  admettent  cet  element  de  longueur, 

(3)  ds'=^[f{N)  -  F{v)]{du'  +  di^'), 

n'etait  d'aucun  usage  pour  Tintegration  des  equations  (i),  car  il  eut  fallu  : 
i^Reconnaitre  les  equations  differentielles  correspondant  a  un  element 

du  type  (3)  a  t ravers  leurs  transformations, 

2®  Calculer  cet  element  et  trouver  les  variables  u  et  i^  par  les(|uelles  il 

acquiert  la  forme  reduite  precedente. 

Le  premier  point  resulte  immediatement  de  I'analyse  indiquee  pour  de- 

finir  le  groupe  des  equations  geodesiques ;  le  second  est  elucide  par  ce 

tlieoreme,  consequence  directe  de  la  meme  analyse  : 

Quand  une  equation  dlff6rentielle  represente  les  lignes  geodesiques  des 
surfaces  correspondant  a  une  expression,  telle  que  (3),  mais  inconnue,  la 
recherche  de  I' element  de  longueur  appurtenant  a  ces  surfaces  depend 
d'une  equation  different ielle,  lijieaire  et  du  second  ordre,  quidonnc  aussi 
r integrate  complete  de  l' equation  proposee. 

Dans  ces  applications,  je  me  suis  attache  a  traiter  les  exemples  les  plus 
etroitement  lies  a  la  discussion  generale  de  I'equation  (i).  Cette  discus- 
sion  meme  et,  dans  chaque  cas,  le  moyen  de  choisir  les  variables  les  plus 
commodes  sont,  en  resume,  les  avantages  obtenus  par  la  construction  des 
invariants  relatifs  aux  substitutions  (2). 

J'ajouterai  que  Tutilite  du  systeme  lineaire  associe  a  Tequation  (i)  ne 
semble  pas  bornee  aux  problemes  concernant  ces  substitutions ;  j'ai  eu  a 
m'en  servir  d'une  tout  autre  maniere  dans  un  travail  qui  sera  joint  a  uu 
prochain  Memoire. 

LIX^  Cahier 
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CHAPITRE  PREMIER. 

pefinilion  des  6qiialions  difTerentielles  considerees  et  du  systeme  lineaire  associe.  —  Divers 
modes  de  determination  pour  ce  dernier.  —  Expressions  invariantes  et  invariants  pro- 
prement  dits.  —  Formation  d'un  invariant  de  polds  cinq.  —  Construction  d'line  serie 
d'invariants  qui  s'en  d^duisent.  —  Equations  canoniques  dans  le  cas  general. 

§1. 

Les  variables  x  etf  etant  liees  par  iine  relati(3ii  non  definie,  solent 

trois  inconnues,  assiijetties  a  verifier  le  systeme  d'equations  lineaires  sui- 
vant 

dz  —  z^''^dx  —  z^''^dx  =  o, 

dz'^^'^^{p\^z'^^'^^p\J'^^^-^p\z)dx 


dans  lequel 


Ih^n     Pu^     Ih^i 


sont,  poiir  toutes  les  valeiirs  de  leurs  indices,  des  fonctions  donnees  de  x 
et  de  J. 

Si  Ton  voulait  isoler  z,  il  faudrait,  en  differentiant,  former  une  equa- 
tion lineaire,  dont  Tordre  est,  en  general,  le  troisieme  et  s'abaisse  au 
second  par  un  choix  particiilier  de  la  relation  etablie  entre  x  et  r.  Voici 
comment  on  pent  s'en  convaincre. 

De  Tune  des  equations  (i),  je  deduis 

d^z  —  z^'^'Ul^x  —  z^'^'^d^y  —  dz^^'^dx  —  dz}'^''  r(r  =  o 
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et,  eu  egard  aux  deux  autres, 

i  -}-z{p[dx^-h  '2p^dx djr -^ p.djr^)  =  o. 

Le  but  cherche  est  done  atteint  quand  la  relation  precedente,  jointe  a 
la  premiere  du  systenie  (i), 

dz  —  z^'^'^d^  —  z^'^'^dy  =  o, 

ne  perniel  pas  de  calculer  z^*'^\  z^^'*\  ce  qui  exige 

{dxd\r  —  dxd\v-hdy(pl^dx'-h^p',,dxdx^p,^^^^^^^ 
I  —dx{p\^dx'-h  '2p\^d.idx-hp,^,dx'). 

L'equation  (2)  devient  ensuite 

(  dxd^z  —  dzd^x  +     dz{p\^dx^  n-  a/V^  tdxdf -\-p^^dy*) 

\  '+'zdx{p]  dx^'-h^p^   dxdf-+-p^   djr^)  =  o 

Oil  bien 

(  -hzdf[p[dx^-h'2p^dxdjr-hpodjr'']  =0. 

En  consequence,  etant  donnee  une  equation  differentielle  de  cette  espece 

(5)      dxd^y  —  cfy  d^x-+-  r/,rf/'-f-  Sa^df^  dx-h  io^dy  dx^ -h  a^f/.r'  =  o, 

dans  laquelle  a,,  a^,  .  .  . ,  a^  dependent  a  volonte  de  x  et  de  j,  oji  lui 
peut  associer  un  systeme  semblable  a  (i)  et  la  correspondance  a  lieu 
comme  entre  ce  sysleme  (1)  et  Tequation  (3),  pourvu  qu'on  prenne 
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Ces  conditions,  qui  n'entralnent  pas  la  determination  complete  du  sys- 
teme  (i),  sont  nianifestement  independantes  du  choix  des  variables, 
d'apresla  signification  qu'on  leura  trouvee. 

Au  reste,  ayant  represente  par  ^  une  fonction  des  deux  variables  x  et  j, 
et  par 

ses  derivees  des  divers  ordres,  Tensemble  des  expressions  differentielles 

se  transforme  par  les  substitutions  generates 

en  nieme  temps  que  le  systeme  (i)  et  de  la  meme  maniere. 
II  est  clair  que  les  combinaisons  lineaires  suivantes 

j'-#^  -  ^ +[/';,./'(?)+c/';.,-/',..)/''(0-/'m/(?)] =^a«". 
f"-^-'-#-*+[/'i../(0+(/';..-/';.,)/''(0-/';,./'(Oj=se;/" 

renferment,  avec  C,  ses  derivees  du  premier  ordre  seulement.  Les  coeffi- 
cients e^ ,.,  £^ .,  qu*elles  servent  a  definir  et  dont  voici  Texpression 

tiennent  une  place  essentielle  dans  ces  recherches. 

Apres  avoir  fixe  entre  x  etjr  une  equation  a  volonte,  je  considere  pour 
z  trois  determinations 
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distinctes,  c'est-a-dire  sans  relation  lineaire  entre  elles,  et  pour  z^^*^\  z^®*^ 
les  determinations  correspondantes  z\*'^\  z^^"'*\  z\^'^\  . .  . ;  le  determinant 

(9)  0  =  1j±Z,Z,^      Z3      , 

dont  la  differentielle  est  donnee  par 

est  une  fonction  des  deux  variables  x  et  jr,  independante  de  la  relation 
supposee  entre  elles,  si  cette  condition 

est  remplie;  en  vertu  des  formules  (8),  elle  s'exprime  aussi  par  Tegalite 

et  il  est  evident  qu'elle  traduit  une  propriete  du  systeme  (i)  sur  laquelle 
le  choix  des  variables  n'influe  en  aucune  nianiere. 

Lorsqu'elle  a  lieu,  les  equations  (6)  et  (lo)  peuvent  etre  ecrites  ainsi 

I  f  (JlogS  ^  n  ac^loeS"* 

c^)  ,-.  .-. 

de  plus,  avee  les  notations  suivantes 


i4 

R. 

MOUVILLE 

et  celles-ci 

/ 

d'o'^            do  '^ 
dj-^    +««    dx 

do"'  ^ 

(i4) 

d»3"'    ,         d5"^ 
dxdy    '    "*  dx 

do-'  _^ 
-".  dj  + 

d=«8"»             do"* 
.    dx»     '    "»   dx 

do"'     , 
"*    dy    -+- 

a.3"^  =  A(8"*), 


les  relations  (8)  fournissent,  pour  determiner/;,,  /Z^,  p\,  ces  expressions 
simples 

qiril  est  utile  de  mentionner. 

Chaque  integrale  des  equations  (i)  satisfait  a  une  identite  de  cette 

espeoe 

?o,.-^''''  +  7.,o-^''*^+9o^==  const., 

pourvu  que  les  trois  fonctions  g^  ^^  q^^^  et  q^  soient  definies  par  un  sys- 
teme  d'equations  differentielles 

i   ^'9o,.  =  (y^,//o,i  +  K.y«.o  — yo)^^+(K//o,i"H/>o,i7.,o) 

dent  les  coefficients,  comme  Ton  voit,  sont  donnes  quand  meme  la  rela- 
tion supposee  entre  x  et  j  n'est  pas  connue. 

D'ailleurs,  apres  un  cbangenient  arbitraire  de  ces  variables,  les  groupes 
(1)  et  (16)  ne  cessent  point  de  se  correspondre  comme  auparavant;  mais, 
en  general,  ils  ne  sont  pas  de  meme  espece,  car,  sans  perdre  la  faculte  de 
remplacer  .r  et  j  par  d'autres  variables,  a  volonte,  on  peut  regarder  q^^ 
et  z  comme  jouant  le  meme  role  particulier  dans  les  deux  systemes;  pour 


SUR    LES    INVARIANTS    D£    CERTAINES    EQUATIONS    DIPF^RENTIELLES.      l5 

le  dernier,  ce  sont  alors  les  qusmtites  plq^^-^p^q^^^  ^*^  A^o,! +/^o7i,o 
qui  se  comportent  comme  le  faisaient  dans  le  premier  r^*'®^  et  z^^'*K 

Or,  en  examinant  les  difTerentielles  dz^*'^^  et  dz^^'*\  on  remarque  I'ega- 
lite  des  coefficients  qui  multiplient  dx  dans  Tune,  dy  dans  Tautre  :  une 
egalite  analogue  n'a  lieu  pour  les  differentielles  suivantes 

rattachees  de  la  meme  maniere  aux  equations  (i6),  que  si  Ton  etablit  les 
deux  conditions 

-dy   --^^Po^^Pn^  iPu.  —  Po..)Po  —  Pr.oPo  =  0, 

c'est-a-dire 

(17)  U  =  o,  £'0=0, 

et,  d'apres  leur  signification  qui  vient  d'etre  indiquee,  il  est  certain 
qu'elles  constituent  un  ensemble  invariant.  C'est  un  resultat  qu'on  deduir 
rait  aussi  fort  aisement  des  identites  (7). 

Les  relations  (17)  et  (12)  sont  les  seules  que  je  doive  supposer  satis- 
faites,  sans  nulle  exception. 

g  II. 

Le  systeme  lineaire  associe  a  une  equation  differentielle  telle  que 
celle-ci 

(i)     dx  d\r  —  df  d^  X  -^  a^  df^  -i-  Za^dy'^dx-v  Sa^dydx^-^a^dx^ 

n'est  pas  entierement  defini  par  les  considerations  precedentes.  Pour 
achever  de  le  connaitre,  il  resterait  a  choisir 
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qui  jiisqii'a  present  demeurent  arbitraires ;  mais  il  ne  semble  pas  qu'une 
determination  plus  precise  et  generale  de  ce  systeme  soit  indispensable.  II 
y  a  cependant  pour  Tobtenir  un  moyen  que  je  vais  indiquer  ici,  parce 
qu'il  n'implique  aucune  hypothese  sur  I'equation  proposee  (i)  et  pos- 
sede,  d'ailleurs,  de  nombreux  avantages. 

Quand  le  systerne  associe  a  (i)  ne  contient  pas  la  fonction  z  elle-meme, 
le  changement  des  variables  ne  I'y  peut  introduire;  les  relations 

(2)  /^o  =  o»  <  =  o.  /o  =  ^ 

forment  done  un  groupe  invariant;  eiles  donnent  la  definition  complete 
que  i'on  cherchait,  pourvu  que  8  soit  connu;  or  ii  sera  prouve  plus  loin 
que  rien  n'empeche  de  le  choisir  a  volonte  parmi  les  invariants  de  poids 
egal  a  i  et,  cela  fait,  la  correspondance  est  etablie  d'une  facon  definitive 
entre  Tequation  proposee  et  le  systeme  lineaire  associe. 

J'arrive  maintenant  aux  invariants  de  Tequation  (1);  ils  se  deduisent 
de  quelques  identites  faciles  a  demontrer. 

D'abord,  les  expressions  (i4j  §  I)>  oil  Ton  remplace  6  ^  par  une  in- 
determinee*]/,  verifient  deux  equations,  semblables  a  (7),  mais  n'offrant 
dans  leurs  seconds  membres  aucune  derivee  de  cetle  fonction,  en  sorte 
qu'elles  peuventainsi  s'ecrire 

(i*^_^-4|^  +  [„.A'(.|)-.„.A'(.;.)  +  a.A{i)]=    r,,.;, 

apres  avoir  pose 

(4)      (  /         \  . 

T  d  (da,.    ^    r,  \  d  fiddi        da^  \ 
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enfin  les  relations  (17,  gl), 

£0  =  0.  s'„  =  o 

entrainent 

I  ^  +  %^  -  b«..  <,«+(/''.,.  -^.,0)  e,,.-/,.oe,..l  —  ^,  =  o, 

(5)     I     ■'  ^ 

I  %^  +  if  "^ f^'"' '•■""^ ^^••' ~^'.»^ '••- -/'"'•oS...]  +  r^.  =  o 

ou  bien 

^  X         +         dy  -l^.^..<='      +=^^»g...Q      +«,S.,/-     j-I^.O      =0, 

X        +        i'       +K^.o^^    +2r/3£,,„o  ^+a,£,,/.     )+!>/.     =0, 

ce  qu'un  calciil  tres  simple  etablit. 

Ces  remarques  etaient  necessaires  pour  la  solution  du  probleine  suivant : 
Avec  les  trois  expressions,  deja  introduites  au  §  I, 

//(C) = c'^-'+/.  j"-»' +/.  ..c"'" -h/.:c, 

on  demande : 

i""  De  construire  deux  equations  lineaires 

(6)     ga)  =pa)  H-  V(C),     g-'(C) =//(0 + ^y  (O, 

liees  par  une  identite  du  premier  ordre,  oil  elles  entrent  seules; 

2^  De  trouver  la  condition  a  laquelle  il  faut  astreindre  a^^a^^  .  .  . ,  a^^ 
pour  rendre  la  construction  possible. 

II  est  clair  d'abord  que  Tidentite  cherchee  doit  se  confondre  avec 
celle-ci, 

(7)^-^' +(/•.,.+ v.,.)''V(?)-(/';.+''>;jir(?)=o, 

LIX^  Ca/tier.  3 
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qui  seuleest  admissible.  Par  suite,  h  et  //  out  des  valeurs  inverses, 

(8)  ////=!, 

et  la  derniere  satisfait  a  la  relation 

(9)  5?  "^  ^  "^  ^'^' "^  ^^^^'^ "^  3^/3//+  a,  =  o, 

d'apres  laquelle  une  integrale  particuliere  de  Tequation  (i)  est  definie  par 
la  formule 

(10)  dy^=^Udx\ 

conime  d'ailleurs  le  premier  menibre  de  (7)  est  visiblement  egal  a  Tex- 
pression 

afin  qu'il  s'evanouisse  il  fant  avoir 

(>  0  /^'So,i  -  <.  =  O,  //£,,„—£',,,  =  O. 

II  en  resulte,  a  cause  du  systenie  (5)  et  de  Tequation  (10), 

(12)  L,  dx-^  \j^dy=^  o. 

En  consequence,  le  problenie  propose  n'est  possible  que  si  Tequation 
diflerentielle  precedente  est  une  des  integrales  de  (1),  ce  que  Ton  exprinie 
par  la  condition 

(i 3)       I  ^n^'  ^  ~ ^'^  A^)  "^ ^^  y^^ "^  ~ ^*  ■#) 

(  — a,L'^  -h  Sr/jL^Lj —  3rir3L,L^-f-  ^^L!!  =  o. 

Cette  condition  d'ailleurs  est  suffisante ;  car  elle  signifie  que,  le  systeme  (11) 
ayant  lieu,  les  deux  relations  (5)  cessent  d'etre  distinctes,  en  sorte  que, 
les  inconnues  e^^,  e,^,  e'^  ^  salisfaisant  a  I'ensemble  des  relations  (5) 
et  (1 1),  I'identite  (7)  est,  comme  on  le  voit,  demontree. 
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l/equation  (i3)  est  invariarite,  d'apresles  calculs  d'oii  elle  est  sortie; 
son  premier  membre  est  iine  fonction  algebrique  et  eiuiere  des  coeffi- 
cienls  a^,  a^^  .  .  . ,  a^  et  de  leiirs  derivees.  Je  le  representerai  par  (^5  et, 
puisque  ies  substitutions  generales 

(i4)  x'  =A^^  x)y       y  =  ?('^,  .r), 

appliquees  a  Inequation  differentielle  etudiee, 

dx(Py  —  ciyd^jc  4-  a^  dy^  +■  3n^  dy'dx  -t-  3^3  dydx'  -f-  a^  dx^  =  o, 
ne  permettent  point  d'etablir  Tegalite 

iK  =  O, 

a  moins  qu'elle  ne  se  soit  auparavant  presentee  d'elle-menie,  ces  transfor- 
mations doivent  multiplier  Texpression  de  ('5  par  une  puissance  de  la 
seule  quantite, 

Oj:    dy  Ox     r    p. 

rv  dy  ~  dy  d7  ~    ' 

qui  ne  puisse,  dans  aucune  liypothese,  s'evanouir.  Je  dis  alors  que  ^^5  est 
un  imririant  retati/,  ayant  pour  poids  Texposant  de  D  qui  lui  corres- 
pond ;  rinvariant  est  dit  absoli/,  quand  ce  poids  est  nul ;  une  substitution 

simple, 

x=  x\  r=c/, 

met  en  facteur  de  I'invariant  la  constante  c,  elevee  a  une  puissance  mar- 
quee par  son  poids,  dont  la  valeur  s'obtient  ainsi. 

Elle  est  egale  a  5  dans  le  cas  actuel,  ce  qui  acheve  de  justifier  la  con- 
clusion suivante  : 

L equation  differentielle  (1)  admet  un  invariant  relatif  de  poids  cinq, 
determine  par  laformule 
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§  HI. 

II  y  a,  en  ce  qui  concerne  les  invariants  de  I'eqiiation  differeiitielle 
proposee,  une  distinction  essentielle  a  faire. 

Je  ferai  d'abord  remarquer  que  le  determinant  defini  au  §  I, 

se  change,  par  la  substitution 


en  ce  produit 


rJ 


^  f  dx  dy  dx  dy\         %  p. 


C'est  done  un  invariant  relatif,  de  poids  egal  a  I'unite;  il  arrive  seule- 
nient  que  son  expression  n'est  pas  donnee  en  fonction  de  a,,  a^,  .  .  . ,  a^ 
et  de  leurs  derivees.  Le  nom  d'invariants  proprement  dits  sera  reserve  a 
ceux  qui  dependent,  conime  t'j,  desseules  quantitesexplicitement  connues 
et  s'obtiennent  sans  aucune  integration.  Ce  sont,  en  general,  ces  derniers 
qu'il  convientd'introduire  et  laraison  en  est  evidente;  mais  il  estpourtant 
des  questions  ou  les  invariants  de  nieme  espece  que  8  jouent  un  role  ne- 
cessaire  :  les  suivants,  qui  se  rattachent  d'une  maniere  directe  aux  recher- 
ches  deja  presentees,  semblent  meriter  une  mention  particuliere.  J'ai  dit 
comment  on  peut  concevoir  le  systeme  lineaire,  associe  a  Tequation  diffe- 
renlielle  proposee,  de  telle  fa^on  qu'un  nouveau  choix  des  variables  ne 
puisse  en  rien  modifier  leur  liaison.  La  fonction  z,  cela  est  clair,  est  alors 
un  invariant  absolu ;  on  apercoit  encore  sans  peine  qu'avec  les  inconnues 
du  systeme  (16,  §  I)  se  forme  un  co variant,  lineaire  et  tres  simple, 

(0  2(9i,o  dx  —  ry,  ,  df)  =  d({, 

dont  le  poids  est  nul. 

Enfin,  le  premier  membre  de  Tequalion  (12,  §  II)  constitue  aussi  un 
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covariant  lineaire  et  la  substitution  deja  employee, 

fait  connaitre  son  poids,  qui  est  egal  a  i. 

J'imagine,  en  effet,  que,  degageant  de  toute  condition  Tequation  dif- 
ferentielle  proposee,  on  ecrive 

(3)  L,  dx ■+  Lg dy  =  \J*di^ 

ce  qui  est  toujours  permis  :  il  est  nianifeste  que  \  est  un  invariant  absolu, 
\L  un  invariant  relatif,  du  poids  indique  par  ia  substitution  (a). 

Ce  resultat  donne  le  moyen  de  composer  une  serie  indeBnie  d'invariants 
proprement  dits;  car,  pour  obtenir,  par  exemple,  que  Ton  ait 


il  faudrait  satisfaire  a  Tequation  invariante 

pdisque,  d'apres  Tidentite  (3),  Tequation  suivante  a  lieu 

on  en  condut,  comnie  on  I'a  vu,  que  I'expression 

premier  membre  de  ['equation  (4),  est  un  invariant  relatif;  une  verifica- 
tion immediate  montre  ensuite  que  son  poids  est  7. 

Le  meme  raisonnement  entraine  evidemment  celte  consequence  gene- 
rale  : 

y/  chaque  invariant  v,^^  ayant  pour  poids  le  nombre  entier  m,  un  autre 
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invariant,  de poids  w  +  2,  correspond  par  laformule 

(7)  ^"-=L.^-L,^  +  '^'«',«(^-^j- 

Au  reste,  celte  proposition  s'etablit  aussi  d'une  faqon  directe  et  facile: 
car,  apres  une  substitution  arbitraire 

un  invariant  v,^  s'est  change  en 

{X  en  |x'=  {xD;  il  en  resulte  que  I'expression 

est  alors  devenue  la  suivante 

"m+i  —r^y^^  ^y>        dyi  ax' J  "^  ""       \dx'  d)'        ch'  dx'J' 
c'est-a-dire  eelleci 

dont  ridentite  avec  le  produit 

est  visible. 

J'ai  maintenant  reuni  tousles  elements  necessaires  a  I'etude  de  Tequa- 
tion  proposee 

(8)     dxd^y  —  dy  d'^ X -h  a ^  dy^  -\-  ^a^dy' dx  +  ^a^dx^ dr  +  a^dx^=  o, 

dans  les  cas  ordinaires. 
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Voici  en  effet  deux  invariants  absolus 

(9)  ^'7^7.  ^^^ 

qui  se  deduisent  des  relations  precedentes  A  moins  qu'ils  ne  soient  pas 
des  fonctions  distinctes  de  x  et  de  j,  on  les  peut  choisir  pour  variables 
nouvelles,  en  pOsant 

par  cette  transformation,  Tequation  (8)  prend  une  forme  invariante  on, 
si  Ton  vent,  oanonique;  ses  coefficients  a,,  a^,  .  .  .,  a^  sont  alors  des 
invariants  absolus  proprement  dits  et,  comme  ils  sont  au  nonibre  de  4?  il 
existe  entre  eux  deux  relations  identiques;  ces  relations 

(ii)  <l),(a,,a,,a3,aJ  =  o,  <l>2(a,,  a,,  a,,  aj  =  o 

caracterisent  les  differentes  classes  entre  lesquelles  se  partagent  les  equa- 
tions du  type  (7)  et,  pour  s'en  convaincre,  il  suffit  de  proceder  ainsi  : 
FjCS  identites  (11)  etant  resolues,  par  exeinple  de  cette  maniere, 

(1  ti)  a,  =  \\  (a,,  aj,  a,  =  T,(a,,  a,), 

je  renij)lace  les  variables  x  et  /  par 

(i3)  cr'=a2,         .)'=an- 


La  definition  seule  des  invariants  employes  montre  que  : 
1°  La  transformee  de  Tequation  (8)  par  la  substitution  {\*i)  est  inva- 
riante; 

^'^  Elle  peut  s'ecrire 

^^'^'     (  -h  Zx'd'^dxy'-^  Zydydx"+  \\{x\y')dj/'  =  o 

et,  par  suite,  est  entierement  connue,  quand  le  systeme  (ii)  Test  lui- 
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iiieme.  C'est  dire  que,  si  Ton  groupe  en  une  classe  unique  toutes  les  equa- 
tions, du  type  (7),  qui  se  changent  Tune  dans  I'autre  par  Tune  des  sub- 
stitutions 

l\  chaque  systeme  d'identites  (11)  repond  une  classe  determinee,  coninie 
on  le  voulait  etablir. 


CHAPITRE  II. 


Etude  des  premiers  cas  exceptionnels.  —  Divers  types  d'equations  pour  iesquelles  les  inva- 
riants absolus  dont  on  avail  d^abord  fait  usage  sont  des  constantes.  —  Construction  des 
invariants  quand  la  methode  du  Chapitre  I  n^en  fait  plus  connaftre  aucun.  —  Discussion 
complete.  —  Expression  generale  des  formes  canoniques  pour  des  classes  tres  etendues 
d^equations  differentielles. 

§  IV. 
Lorsque  les  invariants  absolus 


sont  lies  par  une  relation  oil  n'entrent  point  x  et  j,  I'analyse  precedente 
cesse  d'etre  applicable;  il  n'est  plus  permis  alors  de  substituer  ces  fonc- 
tions  aux  variables  primitives,  et,  pour  obtenir  I'equation  canonique, 
d'autres  moyens  deviennent  necessaires. 

Au  reste,  Tensemble  des  invariants  deduits  de  ^5  par  Tequation  (7,  §111) 
est  sujet  a  la  meme  difficulte.  Que  Ton  pose,  en  effet,  sans  designer  Tin- 
dice  m, 

(2)  «,„=»'„^'.% 

et  de  I'equation  citee  Ton  conclura 
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ou  bien,  apres  une  reduction  immediate, 

(3)  [5^„-(m-2)f,/,„.Jp!=5(L,^-L,%^). 
Or,  ayant  par  hypothese 

(4)  h=At.). 

la  relation  (3),  oil  Ton  donne  a  m  les  valeurs  9  et  i  i ,  exige  eelle-ci 

qui  exprime  l^^  en  fonction  de  t^\  ^,3,  ^,5  se  calculent  de  la  meme  nia- 
niere,  et  ainsi  de  suite  indefiniment,  de  sorte  que  la  serie  entiere  des  inva- 
riants 

ne  peut  contenir  deux  elements  distincts. 
Mais  j'ai  remarque  deja  que,  dans  la  formule 

figure,  avec  un  invariant  absolu  ;,  un  invariant  relatif  [x,  de  poids  egal 
a  i ;  soit 

(7)  f^^K. 

A  etant  done  un  invariant  nouveau,  de  poids  nul.  La  relation  (5,  §  III) 
determine  le  multiplicateur  jx""*  et  se  confond  avec  la  suivante 

d'oii  il  resulte 

L1X<^  Cahlcr.  4 
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d'ailleurs,  en  vertu  de  (3),  cette  identite 

(9)  (5^-7';)^!=s(f^.|?-i^.|) 

est  satisfaite;  or  la  comparaison  des  equations  (8)  et  (9)  donne  lie'ii  de 
eonclure 

Co)  (•■.5-i^.s)(5'.-7';)+-^',(i',^-f.4T)=»- 

et,  comme  il  y  a,  selon  Thypothese,  une  relation  de  cette  nature, 
le  rapport 


doit  verifier  I'eqiiation  connue 


J     f)  r    X    I       r     ^  [     '     I  _ 


par  laquelle  toutes  les  fonctions  de  i  sont  definies. 

Parmi  ces  fonctions,  le  choix  a  faire  est  a  volonte,  la  formule  (6)  n'ini- 
posant  aucune  condition  sur  ce  point;  en  particulier,  rien  n'empeche  de 
prendre 

(12)  >.-F(^); 

de  plus,  evidemment, 

(•3)  L.  =  ,'*g.       f-.=  !'-|. 

c'est-a-dire,  a  cause  de  (12), 

^'^^  dx—  ¥{r,y  Oj—  F{t,)' 

L'invariant  ;  est  done  obtenu.  II  est,  en  general,  distinct  de  f.  et  ne  cesse 
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de  Tetre,  d*apres  (lo),  que  si 

)^  =  F.(?) 
oil  bien 

(i5)  r>t^-jn  =  o. 

Dans  le  premier  cas,  i>.  ^  serait  uii  multiplicaleiir  de  I'equation  differen- 
tielle 

(<>')  L,  dx  -+-  Lj,  df  =  o 

et,  en  consequence, 

cequi  entraine  aJbrtiori\are\3iUon{{  5).  Excluant  done Tunique  exception 
qu'elle  represente,  je  puis  substituer  t^  et  ^  aux  variables  primitives  : 
Tequation  proposee  devient  ainsi  canonique;  ses  coefficients,  qui  sont 
des  invariants  absolus,  ne  renferment  pas  la  fonclion  ^  elle-meme,  mais 
ses  derivees,  dontle  systeme  (i4)  donne  explicitement  Texpression. 
11  reste  a  etudier  les  equations  pour  lesquelles 

et,  par  suite  aiissi,  en  vertu  de  (lo), 

(iG)  t,=sa). 

Par  cette  derniere  formule,  on  voit  qu'on  peut  supposer 

(17)  J^.  =  !^'D^'        ^^='^^' 

et,  comme 
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il  s'en  deduit 


^5 


,  *      L^X  \^-^  ^Jrc^j         dy   dx'^J         dx  ydy  dx dy         dx    dy^ ) 

""  I  -«.(£)  +3..(|J)-|-3«4^(|i)V„.(|)-], 

de  sorte  que  Texpression  entre  parentheses 

(20)  s^  =  i\[jr' 

est  un  invariant  relatif,  de  poids  2.  Si  le  produit 


_2 


n'est  pas  une  fonction  de  f,,  ni  t^  egal  a  une  constante,  ces  deux  inva- 
riants permettent  de  caleuler  une  equation  canonique,  comnie  precedem- 
nient;  sinon,  soit 

d'apres  la  relation  (20), 


(2.)  ,u.  =  .^C(^) 


5 


et,  puisque  /^  =  .f(^),  r^ '  est  I'un  des  niultiplicateurs  de  Tequation  (6'), 
ce  qui  exige 


i^,  =  o. 


Toutes  les  recherches  sont  done  limitees  aux  cas  dans  lesquels  t^  est  une 
constante  ou  bien  s'evanouit;  leur  etude  est  Tobjet  du  paragraphe  sui- 
vant. 

Je  suppose  d'abord  t^  different  de  zero  et  je  conserve  les  notations  dont 
j'ai  deja  fait  usage. 

Lorsqu'on  prend  pour  variables  nouvelles 

(I)  ar'=X,         /=^, 
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en  affectant  d'un  accent  ce  qui  se  rattache  a  Tequation  ainsi  transformee, 
la  relation  invariante 


1 


L,  rfr  H-  Lj  rfy  =  \v^  dc, 
entraine 

(2)  L',  =  o,  i:^  =  a/v^\ 

mais,  comme  L'^  est  nul,  voici  simplement  I'expression  de  i^  , 

de  laquelle  ii  resulte 

(3)  .       «>•'»=. f. 

Or,  d'apres  la  relation  (8)  du  paragraphe  precedent, 

^    5  \dx  dy         dj  dx  J ' 

de  plus, 

-  ^  \dx  dy        dy  dx  J  ^ 

on  en  conclut 

i>.  =  -  =  const. 
Je  puis  done  ecrire 

(4)  ^\  =  c'\         t,=  3c; 
par  consequent, 

(5)  a\  =  c''x'-\  L;  =  c-^j/, 

et  la  quantite  c  est  une  constante. 

J'indique  comment  se  ferait,  dans  le  cas  actuei,  le  calcul  de  A  et  ^, 
Tout  invariant  ^f^J  de  poids  egal  a  Tunite,  fait  connaitre  un  invariant 

absolu  par  la  formule 

^=        I    ^\dxdy, 
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oil  h  el  k  sotit  des  constantes  quelconques.    En   particniier,  que  I'on 
proline 

(6)  ,=J^'J^\,^,f^,,fy. 

/ij  k'  etant  les  valeurs  de  x\  /  qui  repoudent  a  a:  =  h^y^=  k^  en  vertu 
des  relations  (4)  ^t  {^i)  on  doit  avoir 

(7)  r=  r  f"c-'cUjy  =  c-'i.v'-h')(y-k'), 

et  Tequation  (7,  ^  III)  montre  qu'un  invariant  relatif,  de  poids  2,  sVn 
deduira  de  cette  nianiere 


le  quotient 


qui  est  encore  un  invariant  absolu,  a  pour  expression 

(8)  .v.7  =  -6-H.;^  =  -a;'(/-A-') 

et  il  suffit  d'elimiiier  r' enire  (7)  et  (8),  ce  qui  se  faitainsi 

pour  avoir,  sous  cette  forme 

(9)  t;-h6"V2('/  =  const., 
.  une  integrale  de  I'equation  differentielle 

L,r/j;-h  L2^  =  o; 

y  et  ensuite  x  sotil  par  ce  moyen  determines. 

Mais,  pour  achever  I'etude  de  Tequation  proposee 

Tio)     dxd-y —  dyd'x  -^  a,  r/) '  -f-  ^^a^dy'^dx-^  Sa^dydx'  -h  a^dx^  =^  o, 


SUR    LES    INVARIANTS    DE    CERTAlNES    EQUATIONS    DlFFtRhNTIEIJ.ES.       3  I 

enseparanl  les  cas  vraiment  dlslincls,  le  point  est  de  iremployer  que  des 
invariants  propreinent  dils. 

A  cet  efFet,  je  remarqne  d'abord  que,  par  les  transformations  i^ene- 
rales 

le  premier  inembre  de  I'equation  (lo)  se  change  en  ce  produit 

i    (  dx   dy  Ox  dy\  /   i   ^  lo    /  i  ^  J^    ^    ,       '    /  'a 

(II)   !ic)^4^-^5^j(^-'^->'-^^^^^ 

(  +  3ayy'dx'-h  Sai^r^/dx'  +  a\dx'), 

en  sorie  qu'il  est  lui-ineme  un  covariant,  de  poids  —  i . 

Soit  oh  une  constante  arbitraire,  infiniment  petite;  les  resultats  prece- 
demment  demontres  permettent  de  regarder  aussi  re([uation 

(  dr  d'  y  —  dyd^x-^-a^  dy^  4-  3 flr^  dy' dx 

(12)  '  '  ^       ^  ' 

(       3a,  dydx'  -+-  a^  dx^  +  ^'5  *  ( f  ^  ff^^^  -+-  '^2  ^(>')^  ^^*  ="  ^ 

comme  covariante  de  la  proposee;  c'est  dire  que  les  memes  invariants  leur 
appartiennent.  Celui  qui  est,  pour  Tequation  (lii),  ce  que  ('5  etait 
pour  (10)  renferme  les  quatre  premieres  puissances  de  oh.  Leurs  coeffi- 
cients sont  manifestement  des  invariants  relatifs,  de  meme  poids  que  c^^,  et 
qui  contiennent  differemment  a,,  r/j,  .  .  . ,  a^  avec  leurs  derivees. 

J'applique  ces  observations  lorsque  t^  est  une  constante.  Pour  le  faire 
d'une  facon  commode,  il  convient  d'adopter  les  variables  (1);  Tequa- 
tion  (12)  se  reduit  alors  a  celle-ci 

j  dx'dy-  rfyd\v'-+-  {a\  -+-  rV.)  d/' 
^      ■^  (       H-  3n\  dydv'-}-  3a[  dy'dx"  -+-  «;  r/j."  =  o, 

dans  laquelle  j'ai  pose 

(1/4)  §«;  =  c.t"  0/,  •, 

de  plus,  les  variations  de  L',,  L..1  quand  requation  primitive  est  rem- 
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placee  par  (i3),  s'obtiennent  aisement;  leurs  expressions 

(i4')       Sl;  =—  3(ca?V  S/*,  ^jK  =  3c-^{a/'  —  ay)oh 

font  connaitre  les  coefficients  des  differentes  puissances  de  ^h  dans  Tin- 
variant  tel  que  v\,  attache  a  I'equation  (i3). 
Le  premier  de  ces  coefficients, 

est  donne  par  la  formule  suivante 

(.5)  .•;=3c-A(4^-3«y«); 

il  en  resulte  une  serie  d 'invariants  t^^',  i^^*',  .  .  . ,  qui  se  calculent  par  la 
relation 

(.6)        c.=  L,f-L.^  +  ^:(---|f). 

semblable  a  (7,  §111). 
Les  invariants  absolus 

(17)  t;^%"^=f^*\ 

dont  ils  sont  la  source,  verifient  une  equation  tout  analogue  a  (3,  §  IV) 
et  obtenue  par  les  menies  procedes, 

(•8)  [5C-'"^C]<=5(L/f-r-S^)- 

En  Tutilisant,  la  methode  expliquee  au  §1V  permet  dediscuter  lescas 
exceptionnels  : 

1°  Si  les  deux  invariants  absolus  t^^\  t^l^  sont  lies  par  une  relation  dif- 
ferente  de  Tidentite 
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2°  Quand  cette  identite  est  satisfaite. 

II  echappe  seulement  a  cette  analyse  lecas  oil  t[^^  est  nne  constante.  Ce 
dernier,  d'apres  (i5),  exige  que  la  condition 

(19)  rvr'^-r,x'=Y 

soit  remplie,  c^  etant  une  constante  connue,  Y  une  fonction  de  r'  encore 
indeterminee. 

J'ai  recours,  dans  cette  hypothese,  a  une  nouvelle  serie  d'invariants; 
Tun  de  ceux-ci  est  le  coefficient  de  oh^  dans  Texpression,  pareille  a  i^-, 
appartenant  a  i'equation  (12),  et  voici  comment  on  peut  Tecrire, 

(20)  ^'^S'CcO-'  [c-«:-  (x-g  +«>'-  I)  -^(x-- „>•'•')  I ; 
les  autres  s'en  deduisent  par  la  formule  generale 

dont  j'ai  deja  indique  Torigine.  Les  invariants  absolus 

m 

(22)  t''''=v'"v"''' 

permettent  d'achever,  comme  precedemment,  I'etude  de  I'equation  (10), 
a  moins  que  t^^^  soit  une  constante.  Mais  ceci,  selon  la  relation  (20),  n'est 
pas  admissible;  car  il  faudrait  imaginer,  avec  la  condition  (19),  la  sui- 
vante 

c-^<-h^(t-c-.)^'=+[Y(i-c,)  +  c-'3-V';'].f'-|(3Y+4)  =  o, 
ce  qui,  en  vertu  du  systeme  (2),  (5), 

L',  =  o,        L',  =  c~~'  x\        a\  =  c"-  y  ^ , 
implique  une  contradiction  facile  a  verifier. 

LIX^  Ca/iirr.  /; 
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II  reste  a  examiner  le  cas  exclu  des  recherches  precedentes  et  pour 
lequel  v^  est  nul. 
.    L'lnvariant  absolu  ^,  qui  s'obtient  alors  par  une  quadrature 

(23)  fi;{L,dx-^L,dr)  =  l 

peut  remplacer  Tune  des  variables,  par  exemple  r ;  a  cet  effet,  je  pose 

/  —  ^• 
Dans  Tequation  differentielle  soumise  a  cette  substitution 

( 24 )  djo  d^/—  d/  d^  .r  -f-  a  ^  d^  -h  3 a ^  dj'  dx  H-  3  a  3  dy  da:''  +  a ,  dx^  =  o , 

le  dernier  coefficient  a^  est  manifestenient  un  invariant  relatif,  depoids  2, 
et,  par  consequent,  la  relation 

(^5)  L,^-L,^+a,  =  o 

definit  un  invariant  absolu  a/.  Introduit  au  lieu  de  x,  ce  dernier  change 
Tequation  (24)  en  une  autre,  invariante, 

(26)  dx'd'-y—  dyd'x^  a; r//'  4-  Sr/V/V/^-h  3r/; dydal^  +  d^  dx''  =  o. 

D'ailleurs,  apres  ces  transformations,  L^,  Lj,  i^^  sont  devenus 

II  T  '  '5  '  '   T   '3 

J  =0,  ]j  z=z{}    .  ('   =/7   Ij   : 

1  '  2  5'  s  is' 

en  outre,  a  cause  de  (26), 
ce  qui  entraine 

(27)  (i;  =  l;  =  ^;  =  i. 

Ayantainsi  determine  un  ensemble  de  conditions  canoniques,  je  reviens 
a  I'equation  (24)  qni  ne  renferme  qu'explicitement  a^^  r/j,  .  .  .,  r/^,  ou 
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leurs  derivees,  et  je  considere  le  systeme  liiieaire 

qui  lui  est  associe  (§  I). 

<i  etant  une  fonction  arbitraire  de  7'  et  de  x^  soit 

(29)  ^  =  z^*'"^+o-z. 

Les  transfonuations  de  T equation  proposee  (10)  ne  peuvent  faire  figurer 
3^®'^  dans  Texpression  dc  f,  car  /  est  un  invariant  absolu,  de  sorte  que, 
dans  le  systeme  (28),  la  variable  x  pent  seule  changer.  Or 

^3o)  •+-  (^  -  ^^)  [^^^^  -  (/V,  <r'-^/\,  dx)] 

Par  un  clioix  convenable  de  a,  z^°''^  disparait  encore  de  cette  relation;  il 
suflfit  que  Ton  ait  satisfait  a  la  condition 

(3 1)  '^dy  =  p\^dx^/j\^cl/. 

Cela  fait,  les  transformations  de  Tequation  (10)  laisseront  toutes  a  la 
formule  (3o)  le  caractere  d'une  relation  entre  ;3  et  ^  seulement,  cr  est 
done  un  invariant;  il  est  visible  (jue  2;^''®^  est  aussi  un  invariant  relatif,  de 
poids  I.  Ce  poids,  en  consequence,  est  celui  de  a  lui-meme,  c'est-adire 
des  deux  membres  de  Tequalion  (3i).  Au  reste,  on  a  montre  qu'il  est 
permis  d'ecrire  (13,  ^  1) 

(^^2)  p^^  =  -  a, ,  p^,  -=  —  a,  +  -±r-\ 

0  est  un  invariant  indetermine,  pour  lequel  on  pent  prendre 


1 
a" 


4' 
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et,  comme  conclusion^  voici  unnouveau  covariantde  Tequation  proposee 

(33)  ^^dx  +  (.,-l'-^)dy. 

JL 

Son  quotient  para^  n'est  altere  par  aucun  changeinent  de  variables  et, 
pour  qu'ii  soit  une  differentielle  exacte,  la  condition  necessaire 

(34)  6«,  |i  -  2a,  ^.  (|!  +  Ga,a,)  +  3  ^  (^  +  6a,a,)  =  o 

doit  etre  invariante.   On  en  deduit  d'une  nianiere  immediate  que  Tex- 
pression 

(35)  .,  =  6a,  ^,  -  2a,  ^-  [^  +  6a,a,  j  +  3  ^-  (^^^  +  (>a,a.  j 

est  un  invariant  relatif,  de  poids  egal  a  6 

J'ai  maintenant  a  distinguer  deux  cas  :  Si  Tinvariant  absohi 

n*est  pas  uniquement  fonction  de  j',  il  ne  faut  que  le  substituer  a  x 
dans  Tequation  (24)1  la  forme  canonique  cherchee  sera  obtenue. 

S'il  y  a  une  liaison  entrey  et  ^^^\\  Tequation  (26)  donne  lieu  a  cette 
relation  evidente 

(36)  S  =  o, 

je  represente  alors  par  M  un  multiplicateur  de  Tequation  differentielle 

(37)  ,.rf^.+  (a._il^)</,.'=o, 

et  par  H  le  produit 

Mat; 
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cet  invariant  absolu  verifie  Tidentitesnivante 

(38)  |.(«iH)-i[H(.vV+;ri!)l  =  o; 

mais,  la  condition  (36)  etant  satisfaite,  requation 

equivalente  a  (87),  est  lineaire  enx\  de  sorte  que  parnii  les  expressions 
de  H  il  en  est  une,  fonction  de ;/  seulement,  que  la  formule  (38)  acheve 
de  determiner. 

D'ailleurs  Tinvariant 


est  aussi,  par  hypothese,  une  fonction  dej';  cette  variable  ellc-merne 
s'exprinie  done  explicitement  au  moyen  de  a,,  a^,   .  .  . ,  a^  et  de  leurs 

derivees,  comme  deja  le  faisaient  ses  derivees  partielles,  y:  >  y--  Par  suite, 

le  niultiplicateur  M  est  donne  de  la  meme  maniere  et  les  derivees  de  Tin- 
variant  absolu 

( 3;, )  r.  = /'lAl  [a,  d,v  +  (a,  ~  f.  '-^)  df] 

s'en  deduisent  sous  une  forme  semblable.  Lorsqu'on  Ta  substitue  a  x  dans 
I'equation  (2^),  les  coefficients  sont  devenus  des  invariants  proprement 
dits  :  cette  substitution  est  certainement  possible,  car  une  relation  de 
cette  espece 

•o=/(;) 

exigerait 

comme  on  le  reconnait  sans  aucun  calcul. 
Les  divers  cas  definis  par  Tidentite 


^,  =  0 
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sont  ainsi  separes,  et  nulle  exception  n'echappe  plus  a  Tanalyse  prece- 
clente,  si  ce  n'est  quaiid  i>^  s'evanouit.    . 

§  VI. 

fiOrsque  (^5  est  nul,  Tequation  du  premier  ordre 

(i)  h^dx-h^J^dJ'=  o 

est  line  integrale  particuliere  de  reqiiation  differentielle  proposee, 

( 2)    dx d'^y  —  dy  d^x  -f-  a^  dy^  -f-  3^2  dy^  dx  -|-  '^a^  dy  dx'^  -+-  a^  dx^  =  o ; 

de  plus,  avec  les  expressions 

y.(C),     /(C),     /(C), 

dont  j'ai  fait  usage  §  H,  on  pent  former  deux  equations  aux  derivees  [)ar- 
tielles  lineaires, 

lg'(C)  =  /HC)-f^//(C)  =  o, 
(/(C)=//(C)-^//(C)-=o, 

qui  satisfont  a  une  identile  du  premier  ordre  (7,  ^11), 

(4)  -^  ■  /  L        \      . 
enfin  Ton  a  trouve,  (i5,  §  1),  que  ces  relations 

(5)  i  (/«..+ 0^^'^  =  A' (0-'), 
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peuventetre  etablies,  quelle  que  soit  Tequation  (2).  II  s'y  ajoute,  quand 
(»5  est  nul  (11,  §  II), 

(6)  ^0,1  L,  +  <,,  L2  =  o,  £. ,0  L,  +  ^\J-2  =  o 

et  Ton  en  eonclut  d'abord  que  les  quanlites  e^^  ,,  e^  ^  £,  p,  e\  ^  n'entrent 
pas  dans  le  systeme  (3).  On  voit  ensuite  qu'ayant  pose,  pour  abreger, 

(7)  z=o-^^ 

ce  systeme  (3),  invariablenieni  Ilea  Tequation  (2),  s'ecrit aiiisi 


L, Z<*'*' -  L,Z"''- H- («,  L,  —  «,L,)Z<''» 


]       -  Kl>.  -  «,L,)Z'»'"+  (L, a  -  L,a') Z  =  o, 

j  L,Z"'»'  — L,Z"'"  +  («,L,  — aJ.JZ"-'" 

I        —  («,  L,  —  ^3  L,)Z"''"+  (L,a"  —  T.,  a';,Z  =  o, 

a,  a',  a"  etant  donnes  par  les  relations 

1  <)rt2  do  i  ,  ,. 

19)  \  '='-  ==  7>7  ~"  5]^  "^"  "•''*  ~  "'^''3, 

employees  au  §  I. 

Or,  en  raison  de  i'identite  (4),  chacune  des  deux  equations  (8)  s'in- 
tegre  par  la  methode  de  Laplace,  des  la  seconde  operation  \VS.  Stir 
quehjfies  equations  dijferentidles  {Jofunal  de  F Evole  Polytechnique, 
LVIP  Cahier)] ;  leur  solution  commune, 

(lo)  Z  =  Y(f +  ,/Xj, 

contient  une  arbitraire  X  ct,  en  general,  sa  derivee;  la  variable  ^,  dont 
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elles  dependent,  est  definie  par  la  condition 

( 1 1 )  L^dx-\-  L^dy  =  [idi; 

a  et  Y  sont  des  fonctions  determinees  de  x  et  de  j,  toutes  deux  visible- 
nient  invariantes,  la  premiere  de  poids  zero,  la  seconde  de  poids  — \. 
Substitution  faite  de  I'expression  (lo)  en  Tune  des  equations  qu'elle  ve- 
rifie,  les  coefficients  de  X  et  de  toutes  ses  differentielles  s'evanouissent. 
A  la  deuxieme  derivee, 


repond  cet  ensemble  de  termes 


]  *^'  \dy  dx  ^  I  dxdy  ^  Oc  dy)         ''»  y  dx^  ^      dx  dxj 


qui  doit  en  consequence  etre  nul.  Mais  I'egalite  connue 

dj^  ^^  dx 


entraine 


'  dx'dy  '■'dx^  ~  L,  V     '  dx         ^  dx )  dx' 

si  done  on  a  pris 

( 1 3)  R,  =  r,,  -^^  —  L,  -^  +  «,  lA  —  2fl,  L,  L,  +  a, L^, 

la  disparition  des  termes  ( r  a)  exige  simplement 
(•4)  L,(L.|.-L,g)+YR.  =  o 


P\ 


et,  eette  relation  admise,  dans  le  resultat  de  la  substitution  indiquee  -^ 
n'entre  plus.  Afin  que  le  meme  fait  ait  lieu  pour  la  premiere  derivee, 
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]e  trouve  qu'il  faut  avoir 

ce  qui,  d'apres  (i4)>  se  reduit  facilement  a  ceci 

'  \^^  ^y      dx  dj) 

+  [L:(L.a'-L,a")+R.^-L:^  +  R,L.(«3L,-a,L,)]  =  o. 

D*ailleurs,  //  et  i  etant  cJes  invariants  absolus,  le  determinant 

dx  dy        dx  dj 

est  un  invariant  relatif;  Tidentite  (i5)  signifie  done  qu'un  invariant,  de 
poids  egal  a  i ,  est  donne  par  la  formule 

(,6)    «.,  =  i,[L:(L,a'-^a")  +  R.^-L:^  +  L,R,(a3L,-a,L,)]. 

J'ai,  a  son  siijet,  quelques  remarques  a  presenter.  D'abord,  il  ne  semble 
pas  symetrique  en  x  etf  :  e'est  que,  I'equation  1^5  =  0  etant  satisfaite,  il  y 
a,  pour  toute fonction  de  a,,  a^,  .  .  .,  a^  et  de  leurs  derivees,  plusieurs 
expressions  differentes.  Les  caiculs  qui  precedent  reposent  sur  I'expres- 
sion  (10)  de  z  et  la  deuxieme  equation  (8);  j'aurais  pu  remplacer  cette 
derniere  par  la  premiere  equation  du  meme  systeme  :  en  posant 

(17)  R^=I,^-^_L^-^-|.  a,L^  — 2aJ.i,L,  +  a3L^, 

j'aurais  obtenu 

(18)     .v,  =  j^[L:(L,a'-L,a)-R/-^  +  L:^-L,R,(a.L,-a,L,)J; 

LIX^  Cahier.  6 
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en  outre, 

L,  R2  —  LjR^  =  o, 

puisque  v^  est  nul;  cela  fait  voir  comment  les  relations  (16)  et  (18)  sont 
equivalentes.  II  est  utile  de  eonnaitre  ces  di verses  formes  d'un  nieme  inva- 
riant :  si  Tune  d'elles,  par  certains  choix  des  variables,  parait  n'avoir  pas 
une  signification  determinee,  la  seconde  pennet  d'eviter  toute  difficulte; 
c'est  ce  qui  a  lieu  quand  L,  ou  Lj  s'evanouit. 

On  rattache  a  w^  une  serie  indefinie  (Kinvariants  (Vg,  (r^,  .  .  . ,  qui  s  en 
deduisent,  comme  Ton  sait,  par  la  formule  generale 

(•9)  "'".-=t^.l^-L.lF  +  '""'"'(a^-^)- 

Les  rapports 

qui  sont  des  invariants  absolus,  donnent  le  moyen  de  ramener  Tequation 
proposee  a  une  expression  cauonique,  lorsque  1/3,  u^  sont  des  variables 
independantes. 

.^  VII. 

Afin  qu'il  se  presente  des  cas  exceptionnels,  il  faut  imaginer  u^  et  1/5 

lies  par  une  relation  oil  ils  entrent  seuls. 

Si  Ton  n'a  point  alors 

•^5—3^3=0, 

la  methode  employee  au  §  IV  quand  on  supposait  t.^  fonction  de  t^  fait 
eonnaitre  le  multiplicateur  de  Tequation  differentielle 

L^  dx-h  L^dy  =  o 

et  les  derivees  de  la  fonction  ^;  cela  suffit  evidemment  pour  terminer 
toutes  les  recherches. 
Lorsque,  au  contraire, 

(1)  /^^_3//'=o, 
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il  est  facile  de  voir  que 
c'est-a-dire 

I'integrale  ^  elle-nieme  est  done  obtenue,  a  moins  que  u^  soit  une  con- 
stante. 

Cette  hypothese  ecartee,  je  puis  poser 

or  Tune  de  ces  relations  donne  Texpression  de  [x;  le  quotient 

—  y 

qui  est  un  invariant  absolu,  ne  pent  d'ailleurs  etre  une  fonction  de  ^,  car 
il  faudrait  avoir 

(r3=o, 

et  ce  cas  est  exclu,  comme  tons  ceux  dans  lesquels  u^  est  une  constante. 
On  possede,  en  consequence,  deux  invariants  absolus  distincts,  dont  les 
derivees  sont  des  fonctions  explicites  de  a,,  a^^  .  .  .,  a^  on  de  leurs 
derivees,  en  sorte  qu'on  sait  construire  une  transformee  canonique  de 
I'equation  proposee. 

Avant  d'etudier  les  exceptions  encore  reservees,  j'indique  une  expres- 
sion simple  des  divers  types  d  equations  pour  lesquelles  v^  est  nul. 

Je  supposerai  d'abord  que  c,  soit  choisi  pour  variable  au  lieu  de  x  :  W  en 
resulte 

(a)  L^^o.  L,  =  jx, 

et  des  relations  (8)  et  (lo)  du  paragraphe  precedent  on  deduit 

(3)  y(o.o^a,Y  =  o; 
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mais  rinvarlant  y  est  du  poids  — j;  ayant  represente  par 

Y 

ce  qu  il  devient  apres  la  substitution 

et,  de  meine,  par  a'^j  a'^,  .  .  . ,  L.^  ce  que  deviennent  a^^  a^^  .  .  . ,  L,,  on  a 

(4)  ^^'=''^- 

Si  Ton  veut  que  y'  soit  une  fonction  de  x^  il  faut  prendre  pour  /  un 
invariant  absolu,  qu*une  quadrature  fait  connattre;  Tequation  (3)  exige 
alors 

ce  qui  entraine 

puisque  L'^  doit  etre  nul;  d^  renferme  done  y'  au  premier  degre  et  voici 
enfin,  comme  conclusion,  une  forme  caracteristique  des  equations  pour 
lesquelles  p,  s'evanouit, 

(6)  dxtPy  —  dyd^x  -{-  3{b^y '+-b^)dv^  djr  -ha^^dv^  =  o; 

fc,,  b^  contiennent  uniquement  la  variable  .r,  a^  est  arbitraire. 

Je  cherche  maintenant  ce  qu'implique,  pour  Tequation  (6),  la  condi- 
tion 

u^  —  3/^^  =  o. 
Je  trouve  d'abord 

(7)  ^,  =  b„         L,  =  ^_2[^  +  3^(^+^jj], 
par  suite 
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ayantd'ailleurs,  ainsi  qu'il  est  facile  de  le  verifier, 


je  puis  ecnre 
Oil  bien 


=  o 


(9)  ^4  =  g-ij'  +  3g^,  r'  +  3g-3  J  +  g, , 

sans  que  les  fonctions  g^i  g^^  .  .  . ,  g^^  (ie  la  seule  variable  ^x  soient  assujet- 
ties  aaucune  relation. 

De  plus,  tt,  est  une  simple  constante,  d'apres  la  formule  (8),  quand  le 
rapport 

Sl  —  h 

est  constant,  ce  que  je  vais  supposer. 
L'equation  differentielle 

(10)  dx(Py  —  dy d^ X -\- a^dy"^ -^^  ^a^dy^ dx -\-  Sa^dydx^-ha^dx^  =  o 
admet  pour  covariant,  d'une  faqon  generale,  la  suivante 

(ii)  h^dv'+-lj^dy  =  o; 

elle  en  admet  aussi  une  autre,  du  second  ordre, 

i   dxd^y  —  dyd^x-{-a^dy^-]-  3a^dy^dx-\-  Sa^^dydx^ 
(12)     I 

I  -i-a,r/x^-h  A(v/(L^fltr  H- Lgrfj)'  =0, 

oil  la  constante  h  est  quelconque. 
Quand  la  condition 

du^  =  o 

est  satisfaite  pour  Tequation  etudiee,  elle  Test  encore  pour  (12);  car,  la 
premiere  etant  reduite  a  la  forme  (6),  Lj  est  nul,  L,  fonction  lineaire  de 
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>•  et  {\\  independant  de  cette  variable,  ce  qui  donne  a  requation  (i  a)  tons 
les  caracteres  de  (G).  Mais  Tarbitraire  A,  dont  on  dispose,  permetd'an- 
nuler  Tinvariant  u^  attache  a  cette  equation  (12)  et,  celle-ci  ayant  les 
niemes  invariants  que  (10),  tout  le  probleme  consiste  a  discuter  lecasdans 
lequel  iv,  s'evanouit. 

Lorsque  w^  est  egal  a  zero  pour  Tequation  (10),  le  nmltiplicateur  de 
la  differentielle 

est  (v^*;  les  derivees  de  Tinvariant  ^  sont  par  consequent  connues  et  rien 
n'empeche  de  le  substituer  a  la  variable  x;  je  suppose  cette  operation 
faite,  de  sorte  qu'on  ait 

(i3)  'i'=^Zj         L2  =  o,  L^  =  w^. 

On  a  vu  que  le  systeme  lineaire  associe  a  Tequation  (10)  peut  etre  deter- 
mine par  les  conditions 

7^0  =  0,         Po=o,         P,  =  o, 

an  moyen  desquelles  Tequation  (4,  §  I)  est  devenue 

(i4)     docd^z  —  dzd^x  +  dz{p\^dx^-+-  ^p^^^dxdy -^^  p^^dy^)  =  o; 

X  est  maintenant  un  invariant  absolu,  il  en  est  de  meme  de  z  (§  III); 
Tequation 

(i5)  p\^dr^  +  ^  p\^dxdy  -h  p.^dy""  =  o 

est  done  un  covariant  de  (10).  Dans  cette  derniere,  g,  est  nul;  c'est  dire 
que 

d' oil  Ton  conclut  que  Texpression 
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estaussi  iin  covariant  de  Tequation  proposee.  Au  reste, 


et  0  est   un  invariant  qnelconque,  de  poids  egal  a  i .  En  prenant,  par 
exemple, 

(18)  0  =  «',, 

Texpression  (i  6)  se  change  en  la  suivante 

('9)  l^«.+  —i^J^^y-^-  -ir^j^^" 

ou  en  celle-ci 

(20)  [by^b^-^'^^lf^Jdx, 

lorsqu'on  a  donne  a  I'equation  consideree  la  forme 

djcd\Y'—(iyd\v-\-'i{b,y-^  b^)dx\iy 


semblable  a  (6).  Mais  le  poids  du  covariant  (19)  est  evidemment  zero  ; 
son  multiplicateur,  d'apres  (20),  est  une  fonction  lineaire  de  j',  et  I'iden- 
tite 

le  definit.  Elle  fait  connaitre  nn  invariant  absoln 


1 


(23)  9  =  a,  4-^'-'''''^"'" 


dx 


qui  ne  se  eonfond  point  avec  £,  pourvu  que  iK\  ne  soit  pas  nul,  et  a  Taide 
duquel  on  construit  pour  I'equation  (10)  une  transformee  eanonique. 
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Gelle-ci  a  ses  coefficients  fonctions  explicites  de  a,,  a^,  .  .  .,  a^  on  de 
leurs  derivees;  elle  offre  le  meme  aspect  que  (21),  et,  ce  fait  ayant  lieu 
a  la  fois  pour  les  equations  (10),  (12),  on  sait  reduire  a  la  forme  (21) 
toute  equation  dont  Tinvariant  u^  est  une  constante,  a  moins  que  iK\ 
s'evanouisse. 

§  VIII. 

Je  suppose  maintenant  w,  =  o.  Puisqu'on  pent  representer  ainsi 

cLv d^y  —  dyd^x-\-  3 (b,  j  +  b^ )  dx^dj  -+-  a^ dx^  =  o 

les  equations  pour  lesquelles  i^^  est  nul,  il  faut  en  ce  cas  avoir 

b,  =  o, 

et  Tetude  dont  il  s'agit  est  la  meme  que  celle  du  type  tres  simple 

(i)  dafdy—dyd'x'^a\dx''  =  o. 

Le  systeme  (8,  §  VI)  equivaut  alors  a  une  relation  unique,  du  premier 
ordre;  que  Ton  considere,  en  effet,  Texpression 

(2)  L,Z^«'*^— L,Z^^*^+^Z  =  Q(Z); 

du  systeme  indique  Ton  deduira  les  formules 

ou  bien,  en  posant 

(4)  N  =  //fc(fe-''"'--'''''>'-^i;(S'-''.'-.-.'-.)*], 


la  suivante 


(5)  L,Z^«>*^  —  L,Z^*'^^-f-  5iZ  =  cN% 
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dans  laquelle  la  constante  c  est  arbitraire. 
Or  evidemment 

de  sorte  que  I'identite 

est  satisfaite;  d'ailleurs  Z  est  un  invariant  relatif,  de  poids  —  ^  •  i'  ^st 
done  permis  d'ecrire 

(6)  Z  =  V(x-^ 

en  designant  par  V  un  invariant  absolu,  par-  le multiplicateur  de  la  dif- 
ferentielle 

e\,  comme 

il  resulte  de  (6)  la  relation 

d'apres  laquelle  un  invariant,  de  poids  ^,  est  donne  par  la  formule 

et  cela,  quelle  que  soit  c. 
En  consequence  : 
1®  N,  obtenu  par  une  quadrature,  est  un  invariant,  de  poids  egal  a  5  ; 

Z7.Y«  Cahier.  y 


5o  R.     LIOUVILLE. 

2®  L'expression  tout  explicite 

est  un  invariant  proprement  dit,  dont  le  poids  est  2. 
D'autres  s'en  deduisent  par  Tequation  connue 

(8)  ^,,n.a  =  Li  -^  -  La^^  +  ^^^^-(,"57  -  ^  j  ' 

et  la  serie  des  invariants  absolus 

(9)  Jlm^^iim^r 

procure  les  elements  necessaires  a  Tetude  generale  de  Tequation  proposee. 
Je  nem'arrete  point  aux  cas  dans  lesquelsy\  ety,  sont  lies  par  une  re- 
lation identique,  differente  ou  non  de  celle-ci, 

(»o)  y,- 27^=0, 

car  ils  se  traitent  par  la  methode  dont  j*ai  fait  usage  (§§  IV  et  VH) ; 
j 'arrive  immediatement  a  Thypothese 

(11)  y\  =  const., 

qui  exige  de  nouveaux  procedes. 
Gomme  les  deux  relations 


'  '^'  d^   -  L.  ^  -+-  2^   [-^    -  -^  j   =J.l, 

sont  verifiees  et  entrainent  la  suivante 
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Tune  des  expressions  de  [l  s'obtient  ainsi 

(i3)  {jL  =  /J>^N^\ 

pourvu  qu*on  n'ait  point  ^j\  —  4  =  o.  Elle  se  reduil  a 

quandy\  est  nul;  lorsquey\  =  ^,  la  formule  (i3)  ne  convient  plus,  mais 
la  fonction  Zy  determinee  par  I'identite 

L,  fltr  -f-  Ljj  dy  =  iJL  dc,, 

se  calcule  aisement  de  cette  maniere 

(i4)  $  =  *fN-, 

a  moins  que  I'invariant  /jN"*  soit  une  simple  eonstante.  Solent  L^  L'^  ce 
que  L|,  L,  sont  devenus  apres  que  Tequation  diflerentielle  est  mise  sous 
la  forme  (i)  :j\  etant  un  nombre,  les  relations 

sont  satisfaites;  en  consequence,  exception  faite  des  trois  cas  suivants 

le  coefficient  a\  pent  etre  reduit  a  ceci 

(i6)  a'.^X/'^+X,; 

X,,  X  sont  des  fonctions  de  ia  seule  variable  x'  et,  dans  les  cas  exceptes, 
voici  comment  il  faut  remplacer  {'expression  precedente 

('7)  y.=i>       <=xiog/  +x., 

( y , = o ,      a\ = xy  iog/-+-  x, . 
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Je  prends  d'abordy^  different  de  i ,  o,  ^  ou  ^  :  Tinvariant  absolu 


a 


(i8)  CO  =  ^  =  /;<*>-*»  N^>-* 

est  lie  a  j'  de  cette  fa^on  simple 


(19)  O)  =  [j\^y\-i)(i  _y,)'x]""-y"-'"; 

en  outre,  il  resulte  de  (i3) 

en  sorte  que 

ft 

d'ailleurs  co  et  ^  sont  manifesteinent  independants ;  rien  n'empeche  done 
de  les  substituer  ky  et  x  dans  Tequation  proposee 

(21)     dx(Pf  —  dfd^x-^a^dy^-\-  Sa^dy^dx  -h  Sa^dydx^ -+- a^dx^  =  o. 

Elle  prend  ainsi  la  forme 

di  d^b>  —  rfco  fl?'  Q  H-  3 (Xj,  dw^  di  -[-  a^  r/;'  =  o, 

et  il  est  clair  que  ses  coefficients  a^,  a^  sont  des  invariants  propreinent 
dits,  multiplies  par  une  certaine  puissance  de  N 

leurs  produits  par  co, 

sont  done  des  invariants  absolus,  fonctions  explicites  de  a^,  a,,  .  .  . ,  a^ 
ou  de  leurs  derivees.  Or 


(22)      <^  »n-/«)(        ^'ixTJT^i  '  O-}    «*/4-<) 


SUR    LES    INVARIANTS    DE    CERTAINKS    EQUATIONS    DIPFERENTIELLES.      53 

Tun  est  une  constante  numerique,  le  second  n'en  pent  etre  uneque  si  X,, 
d\  s'evanouissent  ensemble.  Hormis  ce  cas,  dont  la  theorie  est  imniedia- 
tement  evidente,  Texpression 


represente  un  invariant  proprement  dit  dont  le  poids  est  nul  et,  d'apres 
les  relations  (19)  et  (22),  ce  n'est  jamais  nne  fonction  du  premier,  a 
moins  que  dX  ne  soit  egal  a  zero;  de plus,  pour  annuler  X, ,  quel  que  soit 
X,  la  difference 

ne  doit  renfermer  que  ;,  c'est-a-dire  verifier  I'equation 

J     dQ        J     dQ 

caractere  facile  a  reconnaitre. 

Lorsque  X  est  une  constante,  Tegalite  (22)  permet  de  calculer  algebri- 
quement  et  par  des  expressions  oil  figure  seul  Tinvariant  proprement  dit 
deja  construit :  1°  une  fonction  lineaire  homogene  de  T invariant  j',  2*"  les 
derivees  d'une  fonction  de  ^;  c'est  donner  sans  quadrature  une  transfor- 
mee  canonique,  satisfaisant  aux  conditions  indiquees, 


i.=o.    ^(l;'-|^)=o. 


Ainsi  sont  obtenus  tons  les  elements  necessaires  a  Tetude  de  Tequa- 
tion  (1),  quandy\  n'a  point  Tune  des  valeurs  jusqu'a  present  reservees.  A 
la  relation  (19),  il  faut  substituer, 

liOrsque    y\  =  i ,  co  =  X  ^e'^    , 


Lorsque     j\  =  {,  to  =^  —  (^-^   /' ; 

mais  aucune  difficulte  nouvelle  n'oblige  a   modifier  la  methode  prece- 
dents 
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Pour  j\  =  Of  les  conclusions  sont  plus  immediates  encore;  car,  ayant 

J. 
par  hypothese  /^  =  jx,  il  en  resulte 

et  Tin  variant  absolu 

v=iog(.-:N-), 

qui  n'est  pas  une  constante,  a  sa  differentielle  donnee,  comme  Test  celle 
de  ^,  en  fonction  explicite  de  a^.  a^,  .  .  . ,  a^  et  de  leurs derivees. 

II  y  a  done  une  transformee  canonique  de  I'equation  (21),  et  dont  on 
sail  faire  le  calcul  en  introduisant  v  et  ^  comme  variables  au  lieu  de  y 
et  X. 

Je  suppose  maintenant  quey\  soit  egal  a  j,  Finvariant  v  differant  d*une 
constante.  D'apres  (i4),  on  peutalors  prendre 


de  sorte  que 


de  plus, 


'^{'.N-»)-^^«(.-.N-')' 


est  un  invariant  proprement  dit;  or  Oi)  et  ^  suffisent  evidemment  pour  re- 
soudre  d'une  fa^on  complete  le  probleme  qu'on  avaiten  vue. 

J'imagine  enfinque  rfv  s'evanouisse.  En  ce  cas,  Tequation  (i)  doit  etre 
reductible  a  la  suivante 

(!i3)  da/ciy—dyd'x'-j-  (4i  +  x,y^-'*=o, 

et  les  methodes  indiquees  jusqu'ici  ne  font  alors  connattre  aucun  invariant 
proprement  dit  qui  se  distingue  de  i^.  Malgre  des  recherches  deja  nom- 
breuses  sur  ce  sujet,  je  n'ai  pu  ramener  Tetude  de  Tequation  (aS)  aux 
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memes  principes  que  celie  des  equations  precedentes ;  mais,  si  Ton  veut 
introduire  I'expression 

representant,  on  le  sait,  un  invariant  absolu,  ou  bien  celle-ci 

qui  eil  decoule,  il  est  facile  d'obtenir  jx  et  ^,  par  suite  a?'  et  J^ 

Uiie  remarque  semblable  s'applique  au  dernier  type  d'equations  dont 
il  restait  a  faire  mention,  celui  qui  repond  a  I'hypothese 

(a5)  /'j=o. 

Les  equations  de  cette  espece  sont  susceptibles  de  prendre  la  forme 

(26)         dv'dy— d/d'x'^  (^/"H-  ^,y)dj'=o, 

comme  le  montre  un  calcui  immediat.  L'expression  de  fi-,  pour  ce  cas,  est 
visible,  c'est  la  suivante 

(27)  a  =  N*, 

et  la  relation 

(^^8)  'i=fN'{L,dv^L,dy), 

que  Ton  en  conclut,  donne  un  moyen  commode  de  caracteriser  les  di- 
verses  equations  qui  verifient  I'identite  (25);  cependant,  je  n'ai  pas 
reussi  a  construire  pour  elles  un  seul  invariant  proprement  dit,  de  sorte 
qu'il  est  permis  de  se  demander  si  elles  possedent  des  invariants  de  cette 
espece,  hormis  les  constantes  absolues. 

Je  n'ai  pas  pense  qu'une  reponse  definitive  a  cette  question  fut  indis- 
pensable pour  terminer  les  recherches  que  j'avais  a  presenter  dans  ce 
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Menioire.  Je  reserve  done  pour  une  autre  occasion  Tetude  plus  complete 

des  equations  (aS)  et  (26)  et  je  me  borne  a  rappeler  qu'une  classe 

d'equations  echappe  encore  a  la  discussion  precedente,  cellesqui,  satis- 

faisant  aux  identites 

L,  =  0,  L2=o, 

n*ont  pas  d'invariants;  elles  ont  ete  Iraitees  dans  un  travail  anterieur 
{Journal  cle  I'J^cole  Polytechnique,  LVIP  Caliier,  1887)  et  la  forme 
de  leurs  integrales  estconnue. 


CHAPITRE  III. 

Applications  des  resultats  pr^c^dents  a  I'int^gration  des  equations  diflerentielles.  —  Equa- 
tions dont  l^ordre  peut  ^tre  abaisse  d^une  unit^.  —  Equations  reductibles  k  la  forme 
lineaire.  —  Equations  qui  repr^sentent  d^une  seule  maniere  des  lignes  geod^siques.  — 
Relation  invariante  qui  les  d^finit.  —  Equations  differentielles  qui  representent,  de  deux, 
manieres  differentes,  des  lignes  g^odesiques. —  Leur  reduction  aux  Equations  lineaires. 

S  IX 

Parmi  les  consequences  de  la  theorie  precedente,  il  faut  remarquer 
d'abord  celles  qui  concernent  les  equations  differentielles  dont  Tordre 
s* abaisse,  apres  une  substitution  appropriee,  parce  qu'elles  se  changent 
en  une  equation  semblable  a  celle-ci 

(  rfXrf^Y-rfYrf»X  +  A,rfY' 

(i)  ' 

(       +3A,rfY^rfX+3A3rfYe/X^  +  A,c/X»=.o, 

dans  laquelle  A^,  A^,  .  .  . ,  A^  dependent  de  X  seul;  Tinconnue  nouvelle 

Y' ^ 

^  ~  ^X 

se  determine  en  ce  cas  a  I'aide  d'une  equation  du  premier  ordre  et  donne 
Y  par  une  quadrature. 
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Dans  le  Chapitre  II  sont  conleiins  tous  les  elements  necessaires  pour 
resoudre  les  deux  questions  suivantes  : 

i"  Ayant  a  etudier  une  equation  de  cette  espece 

(2)  dx  d^y  —  dy  c/'.r  +  a^  dy^ -h  3 a^dy' dr  +  3a^dydx'^  +  a^ dx^  =  o, 

reconnaitre  sielle  est  reduetible  a  la  forme  (i). 
2°  Trouver  la  substitution 

(3)  X=./(.r,v),  Y  =  <fix,x), 

par  laquelle  la  reduction  s'effectue. 

On  concoit  qu'il  ne  pent  y  avoir  lieu  a  aucune  recherche,  quandf^  et 
t^  ne  sont  pas  lies  par  une  relation  identique  oil  ils  entrent  seuls;  cette 
condition  est  en  effet  satisfaite  pour  toutes  les  equations  telles  que  (i). 
Voici,  cette  hypothese  faite,  les  divers  cas  qui  se  peuvent  offrir  :  ils  se 
divisent  en  plusieurs  groupes. 

Premiere  serle  de  cas. 

i"  t^^=f{t^),  5^9 — 7^^  different  de  zero. — J'ai  montre  (§  IV)  comment 
s'obtient  Tinvariant  ^;  son  expression,  qui  resulte  d'une  quadrature,  pent 
etre  prise  pour  la  fonction  Y,  si  Tequation  (i)  figure  parmi  les  transfor- 
mees  de  Tequation  proposee;  de  plus,  X  se  confond  avec  t^.  I/equation 
canonique,  construite  comme  on  Ta  vu  an  paragraphe  indique,  doit  alors 
avoir  tous  ses  coefficients  fonctions  de  cet  invariant,  c'est  la  condition  de 
possibilite. 

2*"  5^Q —  7^*^=o.  —  Une  consequence  immediate  des  resultats  etablis 
§  IV,  c'est  que  la  relation  precedente  n'est  jamais  verifiee  par  les  equa- 
tions (i),  a  moins  que  t^  soit  une  constante;  les  equations  de  cette  espece 
se  reunissent  done  a  la  classe  suivante  et  ne  forment  point  un  ensemble 
vraiment  distinct. 

3°  dt^  =  o.  —  II  n'est  pas  permis  d'admettre  que  les  expressions  de  t\^\ 
t^^^  soient  independantes,  puisqu'elles  ne  le  sont  pas  pour  i'equation  (i). 

LIX^  Co/tier.  8 
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La  discussion  repose  sur  ces  invariants;  elle  est  visiblement  la  meme  que 
celle  du  premier  cas,  lorsqne  I'identite 

n'est  pas  satisfaite;  lorsqn'elle  I'est,  t[^^  doit  etre  nne  constante  et  ['equa- 
tion appartient  a  la  categorie  suivante,  dont  la  definition  est  plus  simple. 
4**  cit^  =  o,  dt^l^=^  o.  —  II  faut  avoir  recoups  aux  invariants  de  la  suite 
t^'^\  et  il  est  necessaire  de  supposer  entre  f^\  t^^^  une  relation  identiqne;  ce 

ne  peut  etre  celle-ci 

t^  —t,t^  =o, 

ear  elle  entrainerait  la  condition  Ml^=  o,  inadmissible  d'apres  les  resul- 
tats  indiqnes  au  §  V.  II  est  clair  d'ailleurs  que  Tetude  se  fait  par  les  moyens 
employes  pour  le  premier  cas,  mais  les  invariants  dont  on  se  sert  sont  dif- 
ferents.  Ge  sont  precisement  les  variables  X  et  Y  que  met  en  evidence 
Tanalyse  presentee  au  Chapitre  II. 

5°  p,  =  o.    —   Une  quadrature  fait  connaitre  ^,  qu*il    est  permis  de 
prendre  pour  la  fonction  Y.  [/invariant  proprement  dit 

_  fi 

ne  diflere  pas  de  X.  On  a  done  tous  les  elements  convenables  [)our  former 
Tequation  canonique;  elle  doit  se  reduire  a  Tequation  (i),  dont  les  coef- 
ficients ne  renlerment  que  X. 

II  y  a  exception  toutefbis,  et  la  methode  doit  etre  modifiee  si  les  inva- 
riants 

i'e^'      et      I 

sont  lies  par  une  identite  oil  ils  entrent  seuls.  En  ce  cas,  on  se  convainc 
immediatement  que  Tinvariant  x  (39,^V),  dont  les  derivees  partielles 
sont  donnees  d'une  maniere  explicite,  ne  differe  pas  en  realite  de  la  va- 
riable Y;  sachant,  au  reste,  que  Tegalite 

i'^~^=X 


i 
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doit  etre  verifiee,  i  ien  n'empeche  plus  de  constriiire  une  equation  cano- 
nique,  dont  ne  peut  se  distinguerrequation  (i)  qnand  elle  existe  et  d'oii 
decoulent  les  consequences  deja  mentionnees. 

Deiiaieme  serie  de  cas. 

1"  v'j  =  o. —  L'equation  proposee  n'est  pas  reductible  a  la  forme  (i), 
s'il  n'existe  entre  les  invariants  //,,  u^  (§  VI)  une  relation  semblable  a 
celle-ci 

'^  =  /('^)- 

Horniis  les  exceptions  determinees  par  la  forniule 

//-  —  3//i;  ::=  o, 

la  nnethode  appliquee  au  premier  cas  de  la  serie  precedente  convient 
encore;  u^  et  u^  remplacent  t^  et  t^  sans  autre  changement,  inais  I'equa- 
tion  canonique  se  represente  de  cette  maniere  simple 

(4)  dXr/'Y  —  dYcrX  +  A,r/Y'+3A-X./Y^/X  =  o, 

k  designant  une  constante  qui  diflere  de  zero. 

La  condition  a. —  3ul  =  o  etant  satisfaite,  on  verrait  sans  calcul  que 
Tequation  proposee  ne  peut  etre  transformee  en  Tequation  (i),  si  Tinva- 
riant  u^  n'est  pas  une  constante. 

2"*  (^g  =  o,  di/^=  o.  —  Jai  montrcy  dans  la  discussion  generale,  com- 
ment tons  les  cas  se  rattachent  a  celui-ci 

et  se  reduisent  avec  lui  aux  formes  canoniques.  ITapres  la  nature  des 
substitutions  faites,  ilestclair  que  les  equations  reduites  ne  se  distinguent 
pas  en  substance  de  Tequation  (i)  elle-meme  et  Ton  en  trouve,  sans 
aucun  calcul,  T expression  caracteristique 

I  dXd'Y-dYd'X 

\       -t-(m,X'+  3m, X^  +  3/7/3  X  +  m,)dY'  -4-  hXdY'dX  =  o, 
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avec  cinq  constantes  arbitraires  m, ^  m^,  ...  et  //,  dont  la  derniere  ne  pent 
etre  nnlle. 

Troisieme  serie  de  cas. 

1°  i»jj  =  o,  (V,  =  o.  —  FiCS  invariants  absolus  f\  et  f\  sont  lies  par  une 
relation  identiqne 

et  Ton  ne  peut  imaginer  qu'elle  devienne 

sans  que  (fj\  s'evanoiiisse.  La  reduction  est  la  meme  que  pourle  premier 
cas  de  la  premiere  serie,  les  invariants  employes  sont  differerits.  L'un 
d'eux,  ^,  s'obtient  comme  precedemment  par  une  quadrature;  I'autre, 
X  =j\  ;  la  forme  de  I'equation  canonique  est  simple 

(6)  dXd'Y  —rlY d'K  -h  A^flY'  =  o, 

et  fait  voir  que  Tintegration  depend  d'une  seule  quadrature. 

2°  (^5  ==  o,  w^  =  o,  dj\  =  o.  —  J'ai  indique  (§  VIII)  les  moyens  : 
De  ealeuler,  dans  les  divers  cas  qui   pen  vent  s'offrir,   le  multiplica* 

teur  [jT*  J  par  consequent  I'integrale  ^  de  Tequation  differentielle 

Ii,r/a?H- L^r/r  =  o;    ' 

De  construire  un  invariant  pi  oprenient  dit. 

Ayant  pris  egal  a  X  cet  invariant,  a  Y  Tintegrale  ^,  la  transformee  (i) 
doit  etre  obtenue,  ce  qui  i  esout  tout  le  probleme. 

II  y  a  toutefois  deux  exceptions  remarquables;  elles  concernent  les 
equations  ainsi  deBnies 

r/v  =  o,  /j  =  o, 

pour  lesquelles  on  n'a  pas  fait  connaitre  un  invariant  absolu  proprement 
dit. 
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Voici  comment  elles  se  traitent : 
Soit  d'abord  rfv  =  o.  Le  quotient 

*  dy  ^  dx 

represente  nn  invariant  relatif,  de  poids  egal  a  1' unite.  Galcule  au  nioyen 
de  Tequation  reduite  (aS,  §  VIII) 

(7)  dx'dy-  dy'd'3!+  (^4;  +  X.)  dx'*  =  o, 
je  le  trouve  egal  a  ceci 

(8)  y^{^'-h'). 

It'  etant  une  constante;  e'est  Tune  des  expressions  [xl  que  prend  alors  I'in- 
variant  ;x  et,  comme  a?'  est  Tintegrale  de  Tequation  differentielle 

je  puis  eerire,  d'une  facon  plus  simple^ 
en  supposant 

Ces  relations  entrainent 

(9)  x'--h'=l, 

car  le  facteur  constant  par  lequel  on  pourrait  multiplier  £  reste  sans  in- 
teret.  Or  il  est  aise  d'obtenir,  pour  Tequation  (i),  les  quantites  L,,  L^,  u, 
et  iy  dont  la  forme  met  en  evidence  les  resultats  suivanls  : 

1*"  L'invariant  i^  ou  N  ne  contient  pas  Y;  Lj,  ne  pent  done  s'evanouir, 
puisque,  d'apres  (5',  §  VIII),  i^  lui-meme  serait  nul,  contrairement  aux 
hypotheses  faites. 
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•2"  L'integrale  c,  est  donnee  par  la  relation 

^  — Y 

niontrant  que  L,  s'evanouit. 


3"*  1/ invariant  absolu 


ne  renfernie  que  X;  les  expressions  (8)  et  (9)  etablissent  que  e'est  anssi 
une  puissance  de  j' . 

II  est  done  prouve,  en  definitive,  que  si  Tequation  propos^e  se  trans- 
forme  en  une  autre  semblable  a  (i),  x^  et  y'  sont  les  variables  appro- 
priees  a  cette  transformation ;  on  a  vu  de  plus  comment  elles  s'obtiennent. 

L'equation  reduiteest  manifestement 

dXd'Y  -  clY  e/^X  +  (^^  +  cSd\'  =  o  ; 

c  et  c,  sont  des  constantes  quelconques  et  I'integration  s'acheve  a  Taide 
des  fonctions  elliptiques. 

Le  cas  oil  i.^  ==  o  se  traite  d'une  fa^on  analogue  : 

x\  f\  que  Ton  calcule  par  quadratures,  etant  encore  les  variables  qui 
conviennent  a  la  transformation  cherchee,  I'equation  (1)  se  confond  alors 
avec  la  suivante 

dXd'Y  —  dY  d'X+  {cX'  -h  c,)dY'  =:^  o, 

dont  Tintegrale  s'exprime  par  les  fonctions  elliptiques  de  premiere  espece. 
J'omets,  pour  abreger,  les  preuves  tres  simples  de  ces  propositions. 

§  X. 
J'ai  demontre  que  les  deux  conditions 
(i)  v,  —  o,         du,  =  o 
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determinent  les  equations  differenlielles,  siisceptibles  d'etre  representees 
ainsi 

(  (Lxd^y  —  dyd^x ■+  3(6, j  +  b.^)ctydx^ 

\      -+-  (s^i  Jo  +  3g^,.r'  4-  Sg,r  -H  g,)cU'  =  o, 

'^>  ^^2»     •  •  5  ^■*  ^tant  fonctions  de  la  seule  variable  j?,  |^  =  const. 

r^a  siinplicite  du  type  (2)  pei  met  d'etablir  une  transformation  curieuse. 
Je  substitue  a  j  Tinconnue  nouvelle  r^,  deBnie  de  cette  maniere, 

(3)  ''^^^-^  ^ir'  +  ^.r  +  ^» 

en  prenant  pour  r,,  r^,  r,  des  fonctions  de  x^  qu'il  reste  a  choisir.  Par 
differentiation  Ton  deduit  de  (3),  a  cause  de  la  relation  (2), 

+  8,y'  +  (3,-.  -  '^y  +  (3g-, -  '^:)  J  +  g-,  =  o. 

c'est-a-dire 

+  [3^2—  -fe  —  ^(36,—  2r,)  — r,(36,  — rjl.r* 
(4)    /  L  'i-^  .1 

et,  si  Ton  pose 

i    ^f''"^"  tS  —  ^.(3^-'»  — '-J  — '•.(36,—  2r,)  =  o, 

reqiiatioii  precedente  ne  renferme  plus/qn'au  premier  degre ;  f^  etant 
im  noinbre,  ia  premiere  des  relations  ( 5)  montre  qu'il  doit  en  etre  de  menie 
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du  rapport 

ses  deux  valeiirs,  h  et  k^  verifient  evidemment  le  systeme 

(6)  2(//-hA)  =  3,  g,  =  ihklr^. 

Rien  n'empeche  de  regarder  6,  comme  une  constaiite,  car  uiie  substi- 
tution simple  perrnet  de  satisfaire  a  cette  condition  lorsqu'elle  n'est  pas 
remplie  d'elle-meme  et  je  supposerai,  par  exemple, 

db^  =^  o,  ^,  =  l^b^x 

J'ajoute  que,  comme  r,  est  encore  arbitraire,  j'en  puis  profiter  pour 
annuler  Texpression  suivante 

(7)  ';fe+'',(3^-/-.)-3s-,  +  r,(3^-2/-,). 
Toutes  ces  hypotheses  faites,  Tequation  (4)  est  devenue 

(8)  ^  4-  ikb.rj  +  (36,  -  r,)T.  +  R  =  o, 
en  designant,  pour  abreger,  par  R  cette  fbnction  de  .r, 

(9)  g-r.{'^K-'\)-''-^' 

qu'on  sait  calculer. 

Des  deux  relations  (3)  et  (8)  on  deduit  sans  peine  une  equation  difFe- 
rentielle,  oil  n'entre  pasj;  elle  appartlent  au  type  etudie  jusqu'ici 

Ses  coefficients  pen  vent  contenir  x  et  a?,  mais  le  premier,  a, ,  s'evanouit. 
II  est  digne  de  remarque  qu'en  general  les  equations  de  cette  categoric 
s'associent  par  couples,  repondant  a  une  meme  equation  (a);  Techange 
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des  nombres  Aet  h  substitue  Tune  a  Tautre  les  deux  equations  du  couple, 
et  I'integration  de  Tune  d'elles  entratne  celle  de  sa  conjuguee,  selon  les 
formules  (3)  et  (8).  Mais  je  veux  m'occuper  surtout  des  equations  pour 
lesquelles  R  est  egal  a  zero. 
Ence  cas, 

3/i  —  3  Ta  —  ib^h 

Hen  resulte  immediatement  que,  dans  Inequation  covariante,  semblable 
a  eelle-ci 

Lj,  est  nul  et,  puisque  a^  Test  aussi,  Tinvariant  v^  disparait. 

Avant  decontinuer  les  recherches,  il  est  commode  de  rempiacer  r,  par 

x''",  en  prenant 

a//  — 3 
m  =  — J — • 

n 

Dans  I'equation  transformee  de  (lo), 
(I.)  ^  +  3a;(g)V3«;g  +  r/.  =  o, 

les  coefficients  s'expriment  de  cette  maniere 

«.  =  °'         «»=— ^F-' 

Par  suite,  (v,  s'annule  et  Tinvariant  y\  est  une  constante,  dont  voici  la 
valeur 

Reciproquenient,  toute  equation  differentielle  satisfaisant  aux  condi- 

LIX'  Ca/tier.  y 
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tions  snivantes  (§  VIII) 

(i4)      <%=o,  iv,  =  o,  c//,=:o,  L^__L,-^r=o, 

se  transforme  par  les  substitutions  (3)  et  (8)  en  une  e(|uation  semblable 
a  (2)  et  pour  laquelle  Tinvariant  R  est  egal  a  zero.  Que  I'on  considere 
en  effet  T equation  reduite  (§  VIII),  qui  verifie  les  relations  (i4)? 

(1^)  ■^  +  3ri3^-  +  a,  =  o; 

a^  est  une  fonction  de  x  et  pent  mcnie  etre  nul,  a\  s'exprime  par  la  for- 
mule 

(16)  a^X/'-'  +  X./, 

oil  X  et  X,  designent  des  fonctions  quelconques  de  x.  II  est  clair  que  la 
substitution 

(17)  ^^+S^,dx=y 
donne  lieu  d'abord  a  une  relation  telle  que  celle-ci 

(«H)  ;^  +  (j-/X.r/a;)*+3«;(r-/X.r/.r)=^X/"', 

c'est-a-dire  pareille  a  (3)  et,  comme  consequence,  a  une  equation  de 
meme  forme  que  (2). 

L'invariant  R  de  cette  derniere  est  nul,  puisque  le  systeme  (17),  (18) 
est  joint  a  Tequation  (i5),  pour  laquelle 

K 

est  egal  a  zero. 

L'analyse  dont  j'ai  fait  usage  ne  pent  6tre  acceptee,  si  Tequation  (i5) 
satisfait  a  Tune  des  conditions 

74=1,     o,     1     ou     f 
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Les  deux  premiers  cas  sont  correlatifs,  mais  la  formule  (i6)  ne  leur  est 
point  applicable;  les  substitutions  indiquees  ne  conviennent  pas  au  troi- 
sieme  et  il  est  facile  d'en  voir  la  raison  :  y\  ayant  la  valeur  j,  Tequa- 
tion  (i5)  est  devenue 

-^+y.+X,/.^o; 

•  'equation  (2),  correspondante,  est  caracterisee  par 

^/3  =  o 

et  n'admet  pas  d'autre  transformation.  Ces  reserves  faites,  voici  les  ron- 
clusions  deduites  des  remarques  precedentes  : 

Les  equations  definies  par  les  relations  (i4)  oUy  ce  qui  est  la  merne 
chose,  susceptibles  de  prendre  cette  forme 

(•9)  S^-Hy'"^'/(^)-^/F(-^)  =  o, 

sont  associees  par  couples,  de  telle  f aeon  qu'a  V equation  (19)  //  en  repond 
une  seconde,  de  meme  espece, 

(20)  ^  -+-r!^/.  O^)  +r.  F.  {X)  =  o, 

et  facile  a  calcuter.    L integration  de   I'une  d'elles  entraine  celle  de 
Cautre. 

Un  cas  exLceptionnel  se  presente  quand  3  —  ih  s'evanouit. 
S'il  arrive  alors  que  R  soit  egal  a  zero,  ce  qui  s'exprime  par  la  re- 
lation 

-^36;^.+  (=ff.-^)[.^.-(^H-3*,6.)]=o. 
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r equation  (8)  cesse  de  renfernier  j  et  se  change  en  celle  ci 

(-)     *:^'+K-§)('^+",j.-j.)^o. 

faisant  obtenir  tj  par  une  quadrature.  Le  probleme  se  reduit  done  a 
Tetude  de  Tequation  (3),  determinee  niaintenant  d'une  facon  complete 
et  a  laquelle  equivaut  une  equation  difTerentielle  lineaire,  du  second 
ordre. 

Ce  resultat,  joint  a  ceux  que  j'ai  indiques  (§  VII),  permet  d'enoncer 
la  proposition  suivante  : 

Toute  equation  de  cette  nature 

dxd^y  —  dyd^x-\-  a,  dy^  -\-  Sa^dy^  dx  -i-Sa^dydx^  -i-  a^dr^  =  o^ 
qui  satis/ait  aux  conditions  im^ariantes 

^  =  o,  '/s  =  6,  R  =  o, 

peut  etre  reconnue  et  ramenee  a  la  forme  canonique 
I  cUd'y'-dyU^x'+  3(6,/+  b^)dx'^dy 

par  des  operations  algebriques  et  differentielles .  Cela  faity  V integration 
ne  depend  que  d'une  equation  differ entielle,  lineaire  et  du  second  ordre, 
dont  un  coefficient  renferme  un  parametre.  Ce  parametre  et  le  rap- 
port des  constantes  qui  figurent  dans  Vintegrale  de  V equation  lineaire 
sont  les  arbitraires  appurtenant  a  Vintegrale  gener ale  de  Inequation  pro- 
posee. 

J'ajoute  que,  R  n'etant  pas  suppose  nul,  Tequation  (22)  se  transforme 
en  Tune  de  celles  cl 

dxd^y  — dyd^x  -f- [jlogjy(.r)-4- jF(a:)]  fl?a*' =  o, 
dxd\Y,—dY,d^X'^[e-^^f{x)      ^?,{x)\dx^   =0, 

qui  sont,  par  suite,  correlatives. 
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Ce  sont  les  cas  determines  ainsi 

7*4  =  0,  /,  =  ! 

et  dont  la  liaison  a  deja  ete  remarquee. 
Enfin,  chacune  des  equations  suivantes 

dxd'^y  —  dyd^x-\-  [j'/(^)  -+-jF(a?)]  rf.r'=:  o 

se  change,  par  les  substitutions  (3),  en  une  autre  de  la  meme  categorie  et 

integrable  avee  elle,  mais  ne  satisfaisant  point  en  general  a  la  derniere  des 

conditions  (i4)- 

§  XI. 

Les  recherches  exposees  dans  ce  paragraphe  eoncernent  les  cas  dans 
lesquels  I'equation  differentielle 

(i)  dxd^j  —  dyd^x-\-a^dy^-\-  Za^dy^dx  -^  Za^dy dx^ -^-  a^dx^  =  o 

definit  les  lignes  geodesiques  d*une  certaine  surface.  La  condition  pour 
qu'il  en  soit  ainsi  est  invariante  par  toutes  les  substitutions 

x'=J\x,y),         y  =  ^{oc,y), 

et  son  expression  s'obtient  comme  je  vais  I'indiquer. 

Les  notations  sont  celles  des  §§  I  et  II  de  ce  Memoire;  en  outre,  je  re- 
presente  ainsi 

(2)  ds'  =  E  dx'  +  2F  dxdy  -hGdy' 

le  carre  de  Telement  lineaire  sur  les  surfaces  correspondantes  a  Tequa- 
tion  (i),  ecrivant  d'ailleurs,  pour  abreger, 


A=rEG— F% 

^E  dE  r 


(3)  WF  ,  ^F 


dG  f  dG  ff 
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Dans  ses  celebres  Disquisitiones  circa  superficies  curvas,  Guuss  a  etabli 
un  resultat  fondamental  qui  peut  etre  enonce  de  cette  maniere. 
FiC  systeme  suivant 

/  AC*^>^^  -h  {n'¥  -  m''G)C^*'«^-l-  (rnf'F  —  /i''E)C^*^'*>  =  ^D^ 

(4)    •    I  AC^*'*^+(//F-m'G)^^*'^^+(/7/F~//E)C^^>*^  =  rD', 

est  verifie  lorsque  ^  designeen  general  les  coordonnees  cartesiennes  d'un 
point  apparteuant  aux  surfaces  (2);  F  une  quantite  correspondante  de  ee 
groupe 

/g\  p  ___  ^  ^ ^^  P  __  ^  ^ ^^ 

^    ^  *         ^x  (^  <)j    ^x  ^  ^        c^x   4?^         dx   dj  ^ 

forme  avee  les  trois  expressions 

qu*admet  C;  D,  D',  D'Mes  determinants,  dii  second  ordre, 


(6)  ;D'=Szfc 


(?jf    dy   dx  dy 


(;x   ay    oy^ 

Les  relations  (4)  sont  semblables  a  celles  dont  j'ai  deja  fait  usage  (6', 
§1)  et  que  j'ai  associees  a  Tequation  (1);  la  definition  meme  des  lignes 
geodesiques  conduit  immediatement  a  ce  theoreme  : 

Si  Ton  substitue  le  systeme  (4)  a  celui-ci 

(7)  /^(O,  p\^)^  /(O 
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dans  la  theorie  generale,  I'equation  differentielle  associee 

dx  (Py  —  dy  d^  x-\-a^  dy^  H-  3  a  2  ^ix^  ^^^  H-  3  a  3  dy  dx^  -+-  a^  djc^  =  o 

represente  les  lignes  geodesiques  des  surfaces  (2). 

Or  je  puis  ecrire,  dans  cette  hypothese,  les  equations 

\p:,={{n  F-mG),         p\,={{m  ¥-n  E), 
(8')  />,=  o,         K=o>         ^0=0, 

dont  les  premieres  equivalent  a  cet  ensemble 

H-2E/;;,,-+-2F/?;,=  o, 


(9) 


dV_ 
dx 


4-  E/7,,,  4-  F(/y,„  +  /?,,.)  +  G/?;„  =  o, 


2P/0., +  2G/y,,  =  o, 


II  est  facile  d'ailleurs  de  reconnaitre  que  les  coefficients 

Pk,i^     Pk,n      •  •  • 
ainsi  determines  remplissent  les  conditions 

<,.  =  e,_„  e,=  o,  £^=0, 


imposees  d'abord  aux  systenies  differentiels,  telsque(6',§  I).  Ondeduit 
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eneffet  de  (9) 

(.0) 

ce  qui  entratne 
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I     E  +  e    F  =  o, 

0,1  "^     «,o  ' 

^.E-f-(e.,.-<,.)F-e;,.G  =  o, 


®o,i  —  ®«,o» 


et  les  deux  relations  e,  =  o,  e„=  o  sont  evidentes  a  cause  de  (8'). 
En  consequence,  d'apres  les  formules  (i3,  §  I),  on  doit  avoir 


Po,,  =  a 


4  > 


Pi,' 


(lO 


_        .    ^logS" 


/'o..  =0.+ 


djr 


r  >,o 


2dlog5  * 

_dlogS"^ 


—  «21 


C^X 


a 


S9 


et  voici  comment  ees  expressions  permettent  de  representer  le  sys- 
teme  (9)  : 


(12)  \ 


^(gS'^)h-  aa,F8"^-2a,Gr*  =  o, 

|.(E8-^)H_2^(F8-^)_2(a.F8-*-2a.E8-'+a,G8-')  =  o, 


<)x 


dx 


(G8~')+2|;(F8~^)H-2(fl,F8"'-2a,G8-^-ha,E8"*)  = 


J'ajoute  qn'on  en  conclut  aussi 

rflogA  -h  2(/7;,  +  p\J dx  -h  2(/;; ,  -h  ^,,,)  rfr  =  o, 

c'est-a-dire 

A  =  C8», 

C  designant  une  constante  arbitraire. 
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Ainsi  (lone,  aliii  que  Tequation  differentielle  (i)  appartienne  a  des 
lignes  geodesiques,  il  fiiut  que  les  relations  lineaires 

-r^-1  -4-  9./X    »i>     —  0/7    ti-  = 


-j:- -h  2a/},  —  aa.J;,  =0; 


(i3)  ,    , 

soient  satisfaites  par  les  trois  inconnues  qu'elles  renfermenl.  Lorsqu'elles 
le  sont,  il  suffit  de  prendre 

Err'  =  ^.,       F8-'  =  .];„       G3-'  =  .}, 
et 

Co»  =  EG  — F*; 

les  rormiiies  (8)  etant  alors  applicables,  les  liaisons  etablies  entre  les  coef- 
ficients du  systeme  (7)  et  de  son  equation  associee, 

/'o.  =«M        2/0..— ;'..o  =  3«„       ;>;,  — 2/>;,  =  3r7,,        —p\^  =  a,y 

rendent  cette  derniere  identique  a  Tequation  des  lignes  geodesiqties  sur 
les  surfaces  (-2) ;  de  plus,  en  ])osant 

le  carre  de  I'eleinent  lineaire  s'obtient  sous  la  forme  simple 

II  est  facile  de  voir  comment  les  egalites  (i3)  determinent  uneproprlete 
des  systemes  lineaires  associes  a  Tequation  (i).  Quel  qne  soit  en  effet  le 
systeme  aiiqnel  on  s'arrete,  Tinvariant  dq^  dont  j'ai  donne  la  definition, 

LIX^  C oilier,  lo 
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§  III,  verifie  ces  deux  conditions 

(id)    < 

I   dyd''q  —  dqd\Y  +  dq[p\^da^'^'  2/^,0  ^^•^^/+/^,«^/')  =  ^' 

immediatement  deduites  des  forniules  (16,  §  II),  satisfaites  aussi  par  Tin- 
variantz  qiiand  les  valeurs  (8')  soiit  adoptees. 

Afin  quele  groupe  (i  5),  equivalent  aTequation  (1)  elle-meme,  admette 
une  integrale  telle  que  celle-ci 

'}«»  *}a»  '}»  doivent  etre  assujetties  aux  relations  (i3).  Or  on  decide  sans 
peine  s'il  en  pent  etre  ainsi,  car  deux  des  inconnues  qu*elles  contiennent 
s'expriment  en  fonction  lineaire  de  la  troisienie  et  de  ses  derivees.  Cette 
derniere  est  done  liee  a  ses  derivees  des  trois  premiers  ordres  par  deux 
equations  du  premier  degre,  se  presentant  d'ailleurs  presque  sans  calcul. 
Toute  la  question  est  ainsi  reduite  a  T etude  du  probleme  suivant : 

Etant  donnees  deux  equations  lineaires,  oil  figure  une  meme  inconnue 
avee  ses  derivees  partielles  des  trois  premiers  ordres,  etablir  I'existence 
d'uneou  plusieurs  solutions  communes  ettrouver  ces  solutions. 

Par  une  suite  d'identites  simples,  semblables  a  celles  que  j'ai  remar- 
quees  dans  un  autre  travail  [Comptes  rendtts  de  t  Academic  des  Sciences, 
7  (lecembre  i885),  les  equations  proposees  en  entrainent  de  nouvelles, 
jusqu^a  cequ'un  systeme  complet  ait  ete  construit.  Les  difTerents  cas  sont 
alors  distingues  comme  il  suit : 

Si  les  fonctions  'I  n'ont  qu*une  seule  expression  possible,  abstraction 
faite  de  la  constante  arbitraire  qui  les  multiplie,  le  systeme  (i3)  fait  con- 
naitre  toutes  leurs  derivees  logaritlmiiques  et  Tunique  condition  necessaire 
pour  qu'elles  soient  compatibles;  Telement  correspondant  (i4)  s'obtient 
alors  par  une  quadrature. 

Si  les  inconnues  s'expriment  de  deux  nianieres  distincles,  le  systeme 
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completeqnivauta  qiiatre  equations  entre  Tinconnue  choisie  et  ses  deii- 
vees  partielles  des  deux  premiers  ordres.  On  sait  ramener  cet  ensemble  a 
une  equation  differentielle  du  second  ordre  et  lineaire,  oil  n'entie  qu'une 
variable  independante,  avec  un  parametre.  Soient  deduites  de  cette  equa- 
tion deux  solutions,  (']/,,  J^^,  '^j)  et  (T,,  ¥,,  ¥3),  appartenant  aux  equa- 
tions (i3),  le  rapport 

6i  dx^  -h  2  Ao  (fx  fly  -+■  '{'a  <ly^ 

\^\  ^jr  2  +  2  UJ'a  (Ix  dy  +  W^,  dy^ ' 

egale  a  une  constante,  ne  contient  plus  dq  et  donne  manifestement  une 
integrale  de  Tequation  proposee.  Celle-ci,  d'ailleurs,  appartient  a  des 
lignes  geodesi({ues;  le  principe  du  dernier  multiplicateur  lui  est  done 
applicable,  ce  qui  acheveTintegration,  et,  comme  il  est  etabli  que  les  sur- 
faces correspondantes  sont  celles  dont  Telement  de  longueur  est  reduc- 
tible  a  la  forme 

(17)  [/(«)- F(0](rf//*  +  ^V 
ou  a  celle-ci 

(18)  [u^Y{v)\duds>, 

decouverte  par  M.  Lie,  j'ai  en  definitive  demontre  le  theoreme  suivant : 

L' equation  proposee represente  les  lignes  geodesiques  des  surfaces  (17) 
ow  (18),  quand  le  systeme  (i  3)  admet  deux  solutions  distinctes;  des  ope- 
rations faciles  permettent  de  reconnaitre  s'il  en  est  ainsi  et,  dans  ce  cas^ 
I' integration  ne  depend  que  d'une  equation  differentielle  du  second  ordre 
et  lineaire. 

Les  surfaces  ( 1 7 )  peuvent  etre  de  revolution,  les  fonctionsy(tt),  V{y) 
etant  determinees  a  cet  effet  :  les  fonctions  '|  s'expriment  dans  ce  cas  a 
Taide  d'une  seule  variable,  convenableraent  choisie.  L'equation  (1),  pour 
laquelle  il  arrive  que  T invariant  ^^  s'evanouit,  est  reductible  a  Tequation 
du  premier  ordre,  deja  trouvee  §  IX, 

^^VA.r^H-3A,r^  +  3A3r4-A,  =  o, 
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mais  ici  Tintegration  en  est  immediate;  car  Texpression 

est  nulle,  ce  qui  est  un  cas  precedemment  etudie.  [Cf.  Sur  qttelqiws 
equations  differentielles  {Journal  de  VEcole  Polytechnique^  LVIP  Ca- 
hier,  1887)]. 

Je  mentionne  encore  ce  resultat,  dont  il  n'est  pas  utile,  je  crois,  de 
donner  lapreuve  :  Quand  I'equation  (i)  represente  des  lignesgeodesiques 
et  que  v^  est  nul,  un  groupe  de  ces  lignes,  donne  par  Inequation  du  pre- 
mier ordre 

L,eirH-Ljrf)-=:o, 

et  apparteiiant  aux  surfaces  (2),  forme  un  systeme  orthogonal  avec  les 
courbes  tracees  sur  ces  memes  surfaces  de  telle  fagon  que  la  mesure  de  la 
courbure  y  soit  une  constante. 


CONCLUSIOINS. 

Les  premiers  resultats  etablis  dans  ce  Memoire  avaient  ete  enonces  sans 
demonstration  dans  une  Note  inseree,  le  28  novembre  1887,  aux 
Comptes  rendus  de  I'  Academic  des  Sciences. 

La  methode  employee  pour  les  obtenir  est  susceptible  d'une  genera- 
lisation facile;  j'exposerai  dans  un  prochain  Memoire  comment  elle  permet 
d'etudier  certains  systemes  d'equations  differentielles,  parmi  lesquels  sont 
compris  comme  cas  particulier  ceux  qui  detinissent  le  mouvement  d'un 
ensemble  de  points  soumis  a  Taction  d'un  potentiel. 


SUK  UINTENSITE  DE  LA  LUMIERE; 


Par   M.   J.    MOUTIER. 


L'intensite  de  la  lumiere  s'introdiiit  dans  la  theorie  de  TOptique  oomme 
une  quantite  proportionnelle  a  la  force  vive  du  nionveimnt  vibratoire  qui 
constitue  la  lumiere  :  Tintensite  de  la  lumiere  dans  un  milieu  est  iilors  me- 
suree  par  le  carre  de  Tamplitude  du  mouvement  vibratoire.  Cette  defini- 
tion de  rintensite  de  la  lumiere  permet  de  comparer  les  eflVts  que  pro- 
duisent,  dans  le  meme  milieu,  des  radiations  lumineuses  de  meme  periode ; 
mais,  lorsqueTon  passe  dun  milieu  a  un  autre,  il  pent  etre  utile  de  mo- 
difier un  pen  la  notion  d'intensite  de  la  lumiere. 

Gonsiderons  une  onde  plane  qui  sepropage  dans  un  milieu  avec  la  vi- 
tesse  normale  V.  Appelons  X  la  longueur  d'ontJe  qui  se  rappoite  a  une 
couleur  determinee,  t  la  periode  du  mouvement  vibratoire  :  A  =  Vt. 

Imaginons  une  vibration  dirigee  dans  le  plan  de  Tonde  et  ayant  pour 
amplitude  A.  Prenons,  dans  le  plan  de  Tonde,  un  element  superficiel  to. 
Si  Ton  designe  par  p  la  densite  de  Tether  dans  le  milieu,  la  force  vive  qui 
correspond  a  une  concamerationde  longueur  X  est  proportionnelle,  comme 
on  le  sait,  an  produit  (oXpA^  ou,  ce  qui  revient  au  meme,  an  produit 
copVA\ 

La  force  vive  qui  passe  en  un  temps  donne  en  un  point  du  milieu  est 
proportionnelle,  d'une  part  au  produit  pVA^,  d'autre  part  au  nombredes 
concamerations  qui  se  succedent  en  ce  point  ou  a  la  vitesse  de  propaga- 
tion V  de  la  lumiere.  L'effet  produit  sur  Toeil  en  un  temps  donne  est  me- 
sure  par  cette  force  vive  ou  par  le  produit  p  V'A^  :  c'est  ce  produit  que 
nous  prendrons  pour  mesure  de  Tintensite  de  la  lumiere. 
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En  appelant  I  Tintenslte  de  la  lumiere,  on  aura,  d'apres  la  definition 
precedente,  a  un  factenr  pres, 

En  rempiacant  la  vitesse  de  propagation  en  fonction  de  la  longueur 

d'onde,  on  pourra  ecrire  egalement,  pour  intensite  de  la  luniiere,  a  nn 

facteur  pres, 

I  =  pVA^ 

On  va  essayer  de  montrer  que  cette  definition  de  Tintensite  de  la  lu- 
niiere pent  s'appliquer  a  Tetude  de  divers  phenomenes. 

Double  refraction. 

La  theorie  de  la  double  refraction,  due  au  genie  de  Fresnel,  repose  sur 
I'elasticite  de  Tether.  On  pent  se  demander  s'il  n'est  pas  possible  d'arriver 
a  la  surface  de  I'onde,  sans  qu'il  soit  necessaire  de  passer  par  la  notion 
d'elasticite. 

Imaginons  en  un  point  O  d'un  cristal  des  vibrations  diversement  orien- 
tees  qui  correspondent  a  une  meme  intensite  lumineuse  :  ces  vibrations 
d'amplitudesdifferentes  se  propagent  a  Tinterieur  du  cristal  avec  des  vi- 
tesses  differentes.  Si  Ton  appelle  V  la  vitesse  de  propagation  normale  d'une 
onde  plane,  A  Tamplitude  d'une  vibration  dirigee  dans  le  plan  de  Tonde, 
Tintensite  de  la  lumiere  I  est  representee,  dans  le  cristal,  a  un  facteur  pres, 
par  la  relation 

I  =  v^A^ 

Prenons,  a  partir  du  point  O,  dans  la  direction  de  chaque  vibration, 
une  longueur  OM  egale  a  Tamplitude  A  de  chaque  vibration.  La  surface, 
lieu  des  points  M,  est  entierement  determinee  :  la  vitesse  de  propagation 
de  Tonde  plane  est  inversement  proportionnelle  au  diametre  correspon- 
dant  de  la  surface  consideree. 

II  s'agit  de  deplacements  qui  sont,  en  realite,  tres  petits.  Si  Ton  neglige, 
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dans  requation  de  la  surface,  les  puissances  des  coordonnees  d'un  point 
superieures  a  la  seconde  puissance,  la  surface  est  un  eliipsoide,  ayant 
pour  centre  le  point  O.  La  vitesse  de  propagation  de  Tonde  plane  est  in- 
versement  proportionnelle  an  diametre  correspondant  de  rdlipsoide. 

On  pent  imaginer  telle  direction  de  la  vibration  lumineuse  qu'on  le 
voudra;  mais  il  ne  s'ensuit  pas  qu'une  onde  plane  puisse  propager  indiffe- 
remment  toute  vibration  situee  dans  son  plan.  Dans  Tellipse,  qui  resulte 
de  Tintersection  de  Tellipsoide  par  une  onde  plane  passant  au  point  O, 
les  seules  directions  qui  soient  symetriquenient  placees  par  rapport  a 
I'ellipse  sont  les  deux  axes  de  cette  courbe  :  pour  ces  deux  axes  seulement, 
la  symetrie  du  milieu  assure  la  stabilite  de  la  vibration  lumineuse. 

Si  Ton  admet  que  Tonde  plane  puisse  propager  uniquement  les  deux 
vibrations  dirigeessuivant  les  axes  de  Tellipsecorrespondante,  les  vitesses 
normales  de  propagation  sont  inversement  proportionnelles  aux  axes  de 
Tellipse;  on  retrouve  immediatenient  la  surface  deTonde,  d'apres  la  defi- 
nition de  Fresnel. 

Reflexion  vitreuse. 

La  theorie  de  la  reflexion  vitreuse  donnee  par  Fresnel  suppose  que  les 
vitesses  de  la  lumiere  dans  deux  milieux  isotropes  sont  inversement  pro- 
portionnelles aux  racines  carrees  des  densites  de  Tether  dans  ces  deux  mi- 
lieux :  cette  hypothese  est  incompatible  avec  le  phenomene  de  la  disper- 
sion. 

M.  Jablonski  a  montre  que  cette  hypothese  n'est  pas  necessaire  (')  :  la 
theorie  de  Gauchy,  fondee  sur  le  principe  de  la  continuite  du  mouvement, 
donne  la  meme  valeur  que  la  theorie  de  Fresnel  pour  Tamplitude  de  la 
vibration  reflechie  lorsque  la  lumiere  est  polarisee  dans  le  plan  d' inci- 
dence; mais  les  deux  theories  indiquent  des  valeurs  differentes  pourTam- 
plitude  de  la  vibration  refractee.  La  notion  d'intensite  de  la  lumiere  con- 
duit assez  rapidement  aux  resultats  obtenus  par  M.  Jablonski. 


(*)  Journal  de  MaLhematiq ties  pares  et  appliquees,  4*  serie,  t.  II,  p.  44';  1886. 
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[|  y  a  deux  cas  a  clistinguer,  suivant  que  la  lumiere  est  polarisee  dans  le 
plan  d'incidence  on  dans  le  plan  perpendiculaire  an  plan  d'incidence. 
Nous  designerons,  dans  les  tWux  cas,  par  i  et  r  les  angles  d'incidence  et 
de  reflexion,  par  X  et  Vies  longueurs  d'onde  d'une lumiere homogene dans 
les  deux  milieux  isotropes,  Tair  et  le  verre  par  exemple,  par  p  et  p'  les 
densites  de  Tether  dans  ces  deux  milieux. 

Lumiere  polarisee  dans  le  plan  d'incidence.  —  Designons  par  a  Tam- 
plitude  de  la  vibration  incidente,  par  b  Taniplitude  de  la  vibration  refle- 
chie,  par  c  Tamplitude  de  la  vibration  refractee. 

L'equation  des  forces  vives,  qui  exprime  le  partage  de  la  force  vive  de 
Tonde  incidente  entre  I'onde  reflechie  et  Tonde  refractee,  est 

«')vpcos/=  ^^Xpcos/-h  c^X'p'cosr. 

Considerons  maintenant  un  plan  mene  dans  Tair  parallelement  a  la  sur- 
face du  verre  et  a  une  tres  petite  distance  du  ven  e  :  ce  plan  est  la  surface 
de  separation  qui  limite,  d'une  part  la  vibration  incidente  et  la  vibration 
reflechie,  d'autre  part  la  vibration  refractee.  On  admet  qu'il  n'existe  au- 
cune  difference  de  phase  entre  ces  vibrations.  Une  molecule,  situee  du 
cote  de  I'air,  trespres  de  la  surface  de  separation,  possede  a  chaque  instant 
une  vitesse  egale  a  la  somme  des  vitesses  de  la  vibration  incidente  et  de  la 
vibration  reflechie  :  cette  molecule  a  pour  amplitude  a  +  6.  Une  mole- 
cule, situee  dans  Tair  du  cote  du  verre,  tres  pres  de  la  surface  de  separa- 
tion, a  pour  vitesse  a  chaque  instant  la  vitesse  de  la  vibration  refractee  : 
designons  par  y  Tamplitude  de  cette  seconde  molecule.  Les  deux  mole- 
cules extremement  voisines  ont,  a  chaque  instant,  la  meme  vitesse;  les 
deux  molecules  ont  la  meme  amplitude. 

On  a  done,  pour  I'equation  de  continuite, 

a  -f-  6  =  y. 

Le  mouvement  lumineux  relatif  a  la  seconde  molecule  a  pour  intensite, 
d'apres  la  definition  precedente,  ^^^py".  Ce  mouvement  se  transmet  au 
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verre  et  garde  la  meme  intensite.  L'intensite  de  la  lumiere  dans  le  verre 
estV^pV. 

On  a  une  troisieme  equation,  qui  exprime  la  condition  de  transparence 
du  verre, 

Ces  trois  equations  deterniinent  les  amplitudes  6,  y  et  c  en  fonction  de 
Tamplitude  a  de  la  lumiere  incidente.  On  a 

sin(i  4-  r)     ' 
a  sin r  cost 

2  sin/' COS  1  \       /p 
sin(i  -{-rjNy    p' 

On  retrouve  ainsi,  en  partant  de  la  definition  precedente  de  I'intensite 
de  la  lumiere,  les  resultats  obtenus  par  M.  Jablonski  au  moyen  de  la  theorie 
de  Cauchy.  L'amplitude  de  la  vibration  reflechie  a  la  meme  expression 
que  dans  la  theorie  de  Fresnel;  il  n'en  est  pas  de  meme  pour  Tamplitude 
de  la  vibration  refractee.  Dans  la  theorie  de  Fresnel,  cette  amplitude  est 
representee  par  y ;  ici  Tamplitude  c  de  la  vibration  refractee  est  une  frac- 
tion de  Y  qui  depend  du  rapport  des  vitesses  de  la  lumiere  dans  les  deux 
milieux  ou  de  Tindice  de  refraction  et,  en  outre,  du  rapport  des  densites 
de  Tether  dans  ces  deux  milieux. 

Lumiere  polarisee  dans  le  plan  perpendiculaire  au  plan  d' incidence.  — 
Designons  toujours  par  a,  i,  c  les  amplitudes  de  la  vibration  incidente, 
de  la  vibration  reflechie  et  de  la  vibration  refractee. 

L' equation  des  forces  vives  est,  comme  precedemment, 

a*>.pcos/=:  6^)vpcos/-4-  c^Vp'cosr. 

La  vibration  incidente  est  situee  dans  le  plan  d' incidence,  perpendicu- 
lairement  au  rayon  incident :  elle  fait  avec  la  surface  du  verre  un  angle 
egal  a  Tangle  d'incidence  i.  I.a  vibration  reflechie  est  situee  dans  le  plan 

LIX^  Ca/iier.  ii 
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(I'incidence,  perpendiculairement  au  rayon  reflechi :  elle  fait  avec  la  sur- 
face du  verre  un  angle  egal  a  Tangle  d'ineidence  i.  La  vibration  refractee 
est  situee  dans  le  plan  d'incidence,  perpendiculairement  au  rayon  re- 
fracte :  elle  fait  avec  la  surface  du  verre  un  angle  egal  a  Tangle  de  refrac- 
tion r. 

Une  molecule  situee  du  cote  de  Tair,  tres  pres  de  la  surface  de  separa- 
tion,  a  une  vitesse  dont  la  composante  parallele  a  la  surface  du  verre  est 
la  somme  des  composantes  des  vitesses  de  la  vibration  incidente  et  de  la 
vibration  reflechie  dans  cette  direction  :  Tamplitude  du  mouvement  dans 
cette  direction  est  (a-hft)cos«.  Une  molecule  situee  du  cote  du  verre, 
tres  pres  de  la  surface  de  separation,  a  pour  vitesse,  a  chaque  instant,  la 
vitesse  de  la  vibration  refractee;  designons  par  y  Tamplitude  de  cette  se- 
conde  molecule  :  Tamplitude  de  cette  molecule,  comptee  parallelement  a 
la  surface  du  verre,  a  pour  valeur  ycosr.  Les  deux  molecules  extreme- 
ment  voisines  ont  a  chaque  instant  la  meme  vitesse  dans  la  direction  de  la 
surface  du  verre  :  les  deux  molecules  ont  meme  amplitude  dans  cette  di- 
rection. 

On  a  done,  pour  Tequation  de  continuite, 

(a  4-  b)cosi==  ycosr. 

On  a,  en  outre,  pour  exprimer  la  transparence  du  verre,  la  troisieme 
equation 

Ces  trois  equations  determinent  les  amplitudes  ^,  y  et  c  en  fonction  de 
Tamplitude  a  de  la  lumiere  incidente.  On  a 


lang(«-|-r)     ' 

2  si  II  r  COS  I 

sin(i-h  r)cos(i  —  /•) ' 

2  sin/' cos/  X       /p 

sin(/-|-r)co8(i  —  /•)  V  \  p' 


2  SI  II  r  COS  I 

'  Sin  ^? -4-  i'\  rAs  ^1*  ^— f^       ' 


C 
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L'amplitiide  de  la  vibration  reflechie  a  la  meme  expression  que  dans  la 
theorie  de  Fresnel;  il  n'en  est  pas  de  meme  pour  Tamplitude  de  la  vibra- 
tion refractee.  Dans  la  theorie  de  Fresnel,  cette  amplitude  est  representee 
par  y;  ici  I'amplitude  de  la  vibration  refractee  est  une  fonction  de  y  qui 
depend  du  rapport  des  vitesses  de  la  lumiere  dans  les  deux  milieux  ou  de 
rindice  de  refraction  et,  en  outre,  du  rapport  des  densites  de  Tether  dans 
cesdeux  milieux. 

Lame  de  verre  a  faces  paralleles.  —  Les  formuies  precedentes  per- 
mettent  de  calculer  la  modification  qu*eprouve  l'intensite  de  la  lumiere  en 
traversant  un  prisme  de  verre  ou  une  lame  de  verre  a  faces  paralleles;  il 
sufRt  d'appliquer  successivement  ces  formuies  a.  la  refraction  qu'eprouve 
la  lumiere  en  passant  de  Tair  dans  le  verre  et  a  la  refraction  qu'eprouve  la 
lumiere  en  passant  du  verre  dans  Tair.  Supposons,  par  exemple,  une  lame 
a  faces  paralleles.  Considerons  d'abord  la  lumiere  polarisee  dans  le  plan 
d*incidence,  qui  a  pour  incidence  /et  pour  amplitude  a.  L'amplitude  c  de 
la  vibration  refractee  est  donnee  par  une  formule  precedente  : 


2  si  n  r  cos  i  X      /p 

'—  sin(/-hr)>?V  p'^* 


La  lumiere  eprouve  une  seconde  refraction  a  la  sortie  de  la  lame. 
L'amplitude  de  la  vibration  incidente  estalorsc.  Tangle  d'incidence  est  r. 
Tangle  de  refraction  est  i.  L'amplitude  de  la  vibration  a',  a  la  sortie  dela 
lame  de  verre,  est,  d'apresla  derniere  formule, 

/        a  sin/ cos r  X'      /o' 
sin(i  -\-r)  k\    p 

En  eliminant  c  entre  les  deux  equations,  on  a 

f        sin  21  sin  a/' 

Lorsque  la  lumiere  est  polarisee  perpendiculairement  au  plan  d'inci- 
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dence,  on  a^  en  conservant  les  memes  notations, 

asinrcosi  ^  4  /P 

^  —  sin(i-hr)cos(i-r)  5?  V  ?^^' 

I !2  sin  I  COST  V      /p' 

8in(i-h  r)  cos(i-*- r)  )^  V  P     ' 
/  sin  22  sin  a  r 

sin-^^i  4-  r}cos''(i  —  r) 

Dans  les  deux  cas,  Texpression  de  cl  en  fonction  de  a  est  independante 
des  longueurs  d'onde  \  et  V,  des  densites  de  Tether  p  et  p'  dans  les  deux 
milieux.  Les  intensites  de  la  lumiere  a  Tentree  de  la  lame  de  verre  et  a  la 
sortie  de  la  lame  sont  entre  elles  comme  les  carres  des  amplitudes  a  et  a  : 
des  mesures  photometriques  eftectuees  sur  la  lumiere  ineidente  et  sur  la 
lumiere  a  la  sortie  de  la  lame  de  verre  doivent  donner  le  meme  resultat 
dans  la  theorie  de  Fresnel  et  dans  la  theoric  modifiee  d'apres  Cauchy. 

II  en  est  de  meme  pour  les  images  successives  que  donne  une  lame  de 
verre  par  reflexion  ou  par  refraction  :  dans  tons  les  eas,  quel  quesoit  le 
nombre  des  reflexions  interieures,  la  lumiere  eprouve  une  premiere  re- 
fraction a  r entree  de  la  lame  de  verre  et  une  seconde  refraction  a  la  sortie 
de  la  lame. 

Reflexion  totale. 

Lorsque  la  lumiere  passe  d'un  milieu  plus  refringent  dans  un  milieu 
moins  refringent,  les  formules  precedentes  deviennent  imaginaires  dans  le 
cas  de  la  reflexion  totale.  Fresnel,  par  une  interpretation  des  imaginaires, 
a decouvert  les  lois  de  la  reflexion  totale;  en  meme  temps,  il  a  institue  plu- 
sieurs  experiences  qui  ont  confirme  les  resultats  de  sa  theorie;  depuis,  les 
experiences  de  Jamin  ont  verifie  d'une  maniere  tres  complete  les  formules 
de  Fresnel.  On  doit  done  regarder  ces  formules,  quelle  que  soit  leur  ori- 
gine,  comme  une  expression  tres  exacte  des  phenomenes. 

C'est  aux  formules  de  Fresnel  qu'il  faudra  revenir  toutes  les  fois  que 
Ton  voudra  etablir  une  iheorie  de  la  reflexion  totale.  Cauchy  a  retrouve 
ces  formules  par  une  methode  directe,  qui  enleve  tons  les  doutes  que  pre- 
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sente  T interpretation  desimaginaires.  On  ne  se  propose  pas  ici  d'indiquer 
une  theorie  de  la  reflexion  totaie ;  on  essayera  seulement  de  montrer  ique 
la  definition  donnee  precedemment  pour  Fintensite  de  la  lumiere  pent  ser- 
vir  a  suivre  le  phenomene  de  la  reflexion  totaie. 

Fresnel  a  montre  par  une  experience  directe  que  le  mouvement  lumi- 
neux,  lors  de  la  reflexion  totaie  operee  entre  le  verre  et  Fair,  se  transmet 
a  une  couche  d'air  tres  voisine  du  verre,  que  Ton  peut  appeler,  pour 
abreger,  la  couche  d'air  superficielle.  On  peut  concevoir,  d'apres  cela,  le 
plienomene  de  la  reflexion  totaie  de  la  maniere  suivante . 

Un  rayon  lumineux  incident  AB,  dirige  dans  le  verre,  rencontre  la  sur- 
face du  verre  au  point  B  et  se  continue  dans  la  couche  superficielle  par 
une  trajectoire  lumineuse  BMB\  qui  s'arrete  en  un  point  B'  de  la  surface 
du  verre;  de  ce  point  B'  part  le  rayon  lumineux  reflechi  totalement  B'A', 
dans  une  direction  B'A'  symetrique  de  AB  par  rapport  a  la  normale  a  la 
surface  du  verre  qui  passe  par  le  milieu  de  la  droite  BB'.  Un  rayon  lumi- 
neux dirige  suivant  la  droite  A'B'  se  reflechit  totalement  en  suivant  la 
route  inverse  A'B'MB A  :  la  trajectoire  BMB'  est,  par  suite,  composee  de 
deux  parties  symetriques  par  rapport  a  la  normale  menee  a  la  surface  du 
verre  par  le  milieu  de  BB';  cette  normale  rencontre  la  trajectoire  curvi- 
ligne  au  point  N,  oil  la  tangente  a  la  courbe  est  parallele  a  la  surface  du 
verre.  La  distance  BB'  est  extremement  petite,  de  sorte  que  le  rayon  inci- 
dent AB  et  le  rayon  reflechi  B'A'  semblent  partir  d'un  meme  point  de  la 
surface  du  verre;  en  realite,  c'est  au  point  N,  sommet  de  la  trajectoire 
curviligne,  que  s'etablit  le  partage  entre  la  lumiere  incidenteet  la  lumiere 
reflechie. 

Un  rayon  lumineux  AB  est  la  normale  a  Tonde  plane,  quise  propage  a 
rinterieur  du  verre;  cette  normale  est  le  lieu  des  positions  moyennes  de 
la  molecule  lumineuse  animee  d'un  mouvement  vibratoire.  C'est  egale- 
ment  de  chaque  cote  de  la  trajectoire  lumineuse  BMB'  que  s'accomplit 
I'oscillation  de  la  molecule  lumineuse.  II  en  est  de  meme  pour  le  rayon  re- 
flechi  B'A'. 

L'etendue  de  la  trajectoire  BMB'  est  tres  petite;  mais  la  lumiere  emploie 
un  certain  temps  pour  parcourir  cette  trajectoire,  de  sorte  qu'il  existe 
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une  difference  de  phase  entre  les  vibrations  lumineuses  qui  existent  a  un 
meme  instant  aux  deux  points  B  et  B^  Supposons  T^mplitude  de  la  vibra* 
tion  incidente  egale  a  Tunite;  I'ampHtude  de  la  vibration  reflecbie  sera 
egalement  Tunite.  La  vibration  au  point  B  a  Tinstant  t  sera  representee 

par  sin  2U  -i  en  designant  par  T  la  periode  du  mouvement  vibratoire.  De- 

signons  par  8  le  temps  employe  par  la  lumiere  pour  parcourir  la  courbe 
BMB^  Le  mouvement  lumineux  au  point  B'  et  a  T instant  t  est  celui  qui 
existait  au  point  B  au  temps  t  —  8  :  la  vibration  lumineuse  au  point  B'  et 

a  Vinstant  t  est  representee  par  sinsTC-^^^^ —  La  difference  de  phase - 

depend,  non  seulement  de  Tincidence',  mais  encore  de  la  direction  de  la 
vibration  lumineuse. 

II  y  a  deux  cas  principaux  a  distinguer,  suivant  que  la  lumiere  est  pola- 
risee  dans  le  plan  d'incidence  ou  dans  un  plan  perpendiculaire  au  plan 
d' incidence. 

1**  La  lumiere  est  polar  isee  dans  le  plan  d'incidence.  —  Les  vibrations 
sont  alors  perpendiculaires  au  plan  d* incidence. 

Considerons  d*abord  un  angle  d'incidence  a  egal  a  Tangle  limite.  Desi  - 
gnons  par  u  et  /  les  vitesses  de  la  lumiere  dans  Tair  et  dans  le  verre.  L'in- 
dice  de  refraction  n  de  la  lumiere  passant  de  Fair  dans  le  verre  est 

"  =  ?• 

L'angle  limite  «  est  donne  par  la  relation 

sma  =  -  =-• 

n         V 

Cette  relation  pent  se  mettre  sous  la  forme 

l^a  quantite  v^  mesure  Tintensite  de  la  lumiere  qui  se  propage  avec  la 
vitesse  v  dans  un  milieu  oil  la  densite  de  Tether  est  egale  a  Tunite,  en  sup- 
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posant  ramplitude  de  la  vibration  egale  a  runit^.  Prenons  pour  unite  la 
densite  de  Tetherdansla  couche  superfieielle ;  la  quantite  v^sin^a  represente, 
d'apres  la  loi  de  Malus,  Tintensite  de  la  lumiere  incidente,  prise  dans  la 
couche  superfieielle  parallelementa  la  surface  du  verre.  La  quantite  ^'*  me- 
sure  rintensite  de  la  lumiere  qui  ^e  propage  avec  la  vitesse  t''  dans  la  couche 
superfieielle,  en  supposant  Tamplitude  de  la  vibration  egale  a  1' unite. 
Ainsi,  lorsque  Tangle  d'incidence  est  egal  a  Tangle  limite,  Tintensite  de  la 
lumiere  incidente  prise  dans  la  couche  superfieielle  parallelement  a  la  sur- 
face du  verre  est  egale  a  Tintensite  de  la  lumiere  qui  se  propage  dans  la 
couche  superfieielle  avec  la  meme  vitesse  que  dans  le  verre  :  cette  pro- 
priete  est  independante  de  la  direction  des  vibrations  lumineuses. 

Considerons  maintenant  un  angle  d'incidence  i  superieur  a  Tangle 

limite  a.  Designons  par  cp  la  difference  de  phase  ;;•  La  vibration  au  point  B' 
et  a  T  instant  t  est 

/t         \  .         t         .  t 

SUlliTT  f  -  —  ?  )  =  COS27CCp  Sm2TC  -  —  Sm  ii  TuCp  COS  2  TT  -• 

La  vibration  an  point  B'  pent  etre  regardee  conuue  la  resultante  de 
deux  vibrations  de  meme  direction  et  de  meme  periode,  qui  out  pour  am- 
plitudes cos2TCcp  et  sin27ccp,  et  qui  out  entre  elles  une  difference  de  phase 
egale  a  j. 

En  general,  si  Tondesigne  par  9^  le  temps  employe  par  la  lumiere  pour 

parcourir  un  arc  BM  dela  trajectoire,  par  cp,  la  difference  de  phase  cor- 

6  .         .  . 

respondante  ^^  la  vibration  au  point  M  pent  etre  regardee  couuiie  la 

resultante  de  deux  vibrations  de  meme  direction  et  de  meme  periode,  qui 
out  pour  amplitudes  cos2  7i:cp,  et  sin  27rcp^ ,  et  qui  ont  entre  elles  une  diffe- 
rence de  phase  egale  a  |.  En  particulier,  au  point  N,  sommet  de  la  trajec- 
toire, la  valeur  correspondante  de  cp,  est~cp,  et  les  vibrations  composantes 
ont  pour  amplitudes  cosTTcp  et  siuTCcp. 

Au  sommet  N  de  la  trajectoire,  Tincidence  est  terminee;  Tintensite  de 
la  lumiere  incidente  comptee  dans  la  couche  superfieielle  parallelement  a 
la  surface  du  verre  est  (^^sin^/.  Cette  intensite  se  partage  entre  les  deux 
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composantes  d'amplitudes  cos 7^9  et  sin 7^9 «  dirigees  parallelement  a  la  sur- 
face du  verre. 

Si  Ton  appelle  u  et  u'  les  vitesses  de  propagation  des  deux  composantes 
ay  ant  pour  amplitudes  cosTC^  et  sin  7^9  a  la  fin  de  Tincidence,  on  a  la  rela- 
tion 

t^'sin'/  =  tt*  cos*  7^9  H-  w"  sin*  71:9. 

Lorsque  Tangle  d'incidence  est  egal  a  Tangle  limite  a,  la  difference  de 
phase  9  est  nuUe,  sin7r9  =  o,  cos7i;9=i.  La  relation  precedente  se 
reduit  a 

p*sin'a  =  w*. 

Par  suite,  la  vitesse  de  propagation  u  est  egale  a  s/ . 

Lorsque  Tangle  d'incidence  est  droit,  1=  -,  la  lumiere  rase  le  verre. 
La  relation  generale  se  reduit  a 

t'*  =  /* cos* 71:9  -hw'*  sin* 71:9. 

Le  second  membre  de  cette  relation  est  alors  independant  de  v>\  ce  qui 
exige  cos 71:9  =  o  ou  sin* 7^9  =  1 .  Par  suite,  la  vitesse  de  propagation  w'  est 
egale  a  i>. 

Le  rayon  lumineux  a  la  sortie  du  verre  se  dedouble  en  deux  autres  qui 
se  propagent  dans  la  couche  superficielle  avec  des  vitesses  differentes,  v 
et  (^'  :  a  chacun  de  ces  rayons  lumineux  correspond  une  trajectoire  telle 
que  BMB'.  Les  deux  trajectoires  ont  leurs  sommets  sur  une  meme  per- 
pendiculaire  a  la  surface  du  verre. 

En  remplacant  u  et  u'  par  leurs  valeurs  p  et  p',  on  a,  pour  determiner 
la  difference  de  phase  9,  la  relation 

v^  sin*  i  =  v'^  cos*  7^9  -h  p*  sin*  7^9 . 

On  en  deduit,  en  passant  des  vitesses  de  la  lumiere  a  Tindice  de  refrac- 
tion, 

COS''7C9  =  —z 
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Lorsque  Tangle  d'incidence  crott  depuis  Tangle  liniite  jusqu'a  -9  la 
phase  9  croit  de  zero  a  {. 

On  obtientimmediatement,  pour  valeur  de  cossTTcp, 

COS*2TZ(f  =  2  COS  TTCp  —  I  =  — ^ j— • 

A  un  meme  cosinus  correspondent  deux  arcs  dont  les  sinus  sont  egaux 
et  de  signes  contraires;  mais  ici,  lorsque  Tangle  d'incidence  augmente  a 
partir  de  Tangle  liniite,  la  difFerence  de  phase  cp  part  de  zero  et  devient 
positive  :  sinaTTcp  est  positif  et  a  pour  valeur 


2//COSI     /— i — : — 5-1 

Sin 2  7^9  =  — y//  sin  ^ —  I. 

On  retrouve  ainsi,  pour  la  difference  de  phase  cp,  la  valeur  indiquee 
par  Fresnel. 

2**  La  lumiere  est  polarisee  dans  un  plan  perpendiculaire  au  plan 
d' incidence.  —  Les  vibrations  sont  alors  dirigees  dansle  plan  d'incidence 
et  font  avec  la  surface  du  verre  un  angle  egal  a  Tangle  d'incidence  i. 

Designons  par  cp'  la  difference  de  phase,  qui  est  Tanalogue  de  (p. 

A  la  fin  de  Tincidence,  la  vibration  lumineuse  a  pour  composantes  deux 
vibrations  d 'amplitudes  cosTicp'  et  sin7T:(p'.  Chacune  de  ces  vibrations,  diri- 
gee  dans  le  plan  d'incidence,  peut  se  decomposer  en  deux  autres  :  Tune 
perpendiculaire  a  la  surface  du  verre,  Tautre  parallele  a  cette  surface.  Les 
composantes  normales  a  la  surface  du  verre  ont  pour  amplitudes  cosTicp'sin/ 
et  sinTTcp'sin/;  les  composantes  paralleles  a  la  surface  du  verre  ont  pour 
amplitudes  cos7^(p'  cos/  et  sinTTCp'cosi. 

Designons  par  w,  u\  il\  ;/'  les  vitesses  de  propagation  de  ces  quatre 
dernieres  composantes.  A  la  fin  de  Tincidence,  Tintensite  de  la  lumiere 
incidente  comptee  parallelement  a  la  surface  du  verre  est  la  somme  des  in- 
tensites  relatives  aux  quatre  composantes.  On  a  la  relation 

i^^sin^/  =  //^cos^TTcp'sin^/  +  ^/'^sin^TTcp'sin^i 

H-  f/^cos^TTcp'cos*/  -h  w'^'^sin^TTcp'cos^t. 

UX^  Cahicr,  12 
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liOrsque  Tangle  d'incidence  est  egal  a  Tangle  limite  a,  la  difference  de 
phase  9'  est  nulle.  La  relation  precedente  se  reduit  a 

p^sin^a  =  w'*sin^aH-£/'^*cos*a. 

D'ailleurs,  on  sait  que  le  second  membre  de  cette  relation  est  egal  a  c'^. 
On  en  conclut  que  les  vitesses  de  propagation  u  et  //  ont  pour  valeur 
commune  (^'.  La  relation  precedente  devient 

v^  sin^/=  v^  cos^7C(p'-f-  w'*  sin*7C<p'sin^/-l-  //'^^  sin^ircp'cos^/. 

Lorsqiie  Tangle  dincidence  est  droit,  /  =  ->  la  relation  se  reduit  a 

p*  =  1;'^  cos'^7^9'  H-  u'^  sin^TTcp'. 

La  lumiere  rase  alors  le  verre ;  le  second  meinbre  de  la  relation  doit  etre 
independant  de  s/  \  cela  exige  que  Ton  ait 

cos*  Tccp'  =0  et  ii^  =  v^ . 

Lsi  relation  generate  est  alors 

i'*sin*/=  (^''cos^tco'h-  (^"sin^Tc^'sin^i-h  a'"*sin*7i:(p'cos*i. 

La  vibration  d'amplitude  s>imz(f'  a  deux  composantes  d'amplitudes 
simT:(p'sin/et  simzcf^cosi  qui  se  propagent  necessairement  avec  des  vitesses 
inegales;  si  Ton  suppose,  en  effet,  que  la  vitessea'''  soit  egale  a  la  vitesse  p, 
on  est  ramene  an  cas  precedent.  II  faut  done  admettre  necessairement 
que  la  seconde  composante  se  propage  avec  la  vitesse  / ;  mais  en  meme 
temps  Tamplitude  de  cette  composante  doit  etre  modifiee. 

Supposons,  en  effet,  que  cette  composante  d'amplitude  sin7r(p'cos/se 
propage  avec  la  vitesse  i^ ;  le  mouvement  de  la  molecule  lumineuse  resulte 
de  la  composition  de  deux  mouvements,  dont  Tun  est  le  mouvement  de 
propagation  de  vitesse  i^  et  dont  Tautre  est  le  mouvement  vibratoire;  a  un 
instant  donne,  le  mouvement  de  la  molecule  lumineuse  est  dirige  dans 
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uii  certain  sens.  Si  la  vitesse  de  propagation  devient  /  ou  varie  dans  le 
rapport  ->  Tauiplitude  doit  varier  dans  le  meme  rapport  pour  que  la  direc- 
tion du  mouvement  au  meme  instant  ne  soit  pas  changee.  L'amplitude  est 
alors  -  sinTTcp'cos/;  Tintensite  de  la  lumiere  correspondante  est 

v^  —  sin^Ti:^  cos  *; 
en  d'autres  termes,  on  a 

r.a  relation  generale  devient  alors 

v'^  sin^  i  =  v^  cos*  ucp'  -h  v^  sin*  TTcp'  sin*  /  H — -  sin*  7^9'  cos*  /. 

On  en  deduit,  en  passant  des  vitesses  de  la  lumiere  a  Tindice  de  refrac- 
tion, 

2         f COS^l 

cos    Ucp  —  „2(,j2sin2/_i)_^eOS2/" 


Lorsque  Tangle  d'incidence  croit  depuis  Tangle  limite  jusqu'a  -?  la  diffe- 
rence de  phase  cp'  croit  de  zero  a  \. 

On  obtient  immediatement,  pour  valeur  de  cos27rcp', 

/  o       f  n^in^  s\n^i  —  i)  —  cos*/ 

cos27r9  =  1  cos*7r9  —  i  = ,;  .  .  »• hr — r-* 

A  un  meme  cosinus  correspondent  deux  arcs  dont  les  sinus  sont  egaux 
et  de  signes  contraires;  mais  ici,  lorsque  Tangle  d'incidence  augmente  a 
partir  de  Tangle  limite,  la  difference  de  phase  <p'  part  de  zero  et  devient 
positive;  sinsT^cp'  est  positif  et  a  pour  valeur 

/  incosi  /— ^ — ; — r-» 

sni 2 719  =    .,  .,  •  .- r-^ r- x'^  sm^ i  —  i . 

On  retrouve  ainsi,  pour  la  difference  de  phase  9',  la  valeur  indiquee  par 
Fresnel . 
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Pour  une  meme  incidence  /,  les  phases  9  et  cp'  sont  en  general  diffe- 
rentes  (*) ;  la  reflexion  totale  imprime  a  un  rayon  de  lumiere  naturelle  la 
polarisation  elliptique ;  mais  ce  n'est  pas  le  lieu  d'examiner  ici  les  conse- 


(*)  On  peut  remarquer,  en  passant,  que  les  phases  ^  el  «p'  sont  liees  entre  elles  par  la 
relation  tres  simple 

tangircp'm  /i*  tangTi^. 

La  difTi^rence  de  phase  cp' —  cp  est  donnde  par  la  formula 

.   ,         ^        («* — t)  tangircp                     /i* — i 
tang7r(©'--  cp)  =:  ^^ '- ^—^  — 


I  4- /e*  tane^ic©  i 

°     ^ h  n}  tan&rir^ 

tangircp  °    ^ 

It 
Lorsque  Tangle  d^incidence  crott  depuis  Tangle  limite  jusqu^a  -)  la  difference  de  phase 

?' — ?  P^**^  ^^  ^^""^  pour  revenir  a  zero;  cetle  difference  de  phase  passe  par  un  maximum, 

qui  correspond  au  minimum  du  denominateur.  Le  produit  des  deux  termes  du  denomina- 

teur  est  constant;  le  denominateur  est  minimum  lorsque  les  deux  termes  sont  egaux  ou 

lorsque 

I 
tangitcp  =  -  • 

Le  maximum  de  la  difference  de  phase  est  alors  donne  par  la  relation 

tang7t(cp'— cp)=       "' 


in 


Lorsque  la  difference  de  phase  est  maximum,  on  a 

cos*7rcp  =z 


I  -+-  tang*7r©        /i*-4-  I 

En  remplagant  cos'Titp  par  la  valeur  trouvee  precedemment,  on  a,  pour  Tangle  d'incidence 
correspondant, 

n}-\- 1 

Lorsque  la  difference  de  phase  est  maximum,  on  a 

tangucp'^^:  /I. 

Les  arcs  correspondants  it<p'  et  ittp  sont  complementaires  :  la  somme  des  phases  9  et  ^p'  est 
^gale  a  I  ou  a  la  valeur  maximum  de  Tune  des  phases  <p  ou  (p'. 
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quences  de  la  theorie  de  Fresnel  :  il  s'agissait  seulement  de  montrer  que 
la  definition  donnee  precedemment  pour  rintensite  de  la  lumiere  pent  se 
preter  a  Tetude  de  la  reflexion  totale. 

On  vientd'examinerT interpretation  que  recoivent  deiix  phenomenes  : 
la  double  refraction  et  la  reflexion  vitreuse,  lorsque  Ton  regarde,  en  gene- 
ral, I'intensite  de  la  lumiere  comme  etant  proportionnelle  a  la  force  vive 
moyenne  du  mouvement  vibratoire  et  a  la  vitesse  de  propagation  de  la 
lumiere.  Lorsqu'il  s'agit  dun  milieu  isotrope,  oil  la  vitesse  de  propagation 
de  la  lumiere  est  la  meme  dans  toutes  les  directions,  il  suffit  de  considerer 
la  force  vive  moyenne;  mais,  dans  certains  cas,  il  pent  etre  utile  de  consi- 
derer la  force  vive  du  mouvement  vibratoire  a  un  instant  donne. 


Interference  des  rayons  polarises. 

Une  experience  capitale  de  Fresnel  et  Arago  a  montre  que  deux  rayons 
polarises  dans  des  plans  perpendiculaires  ne  peuvent  interferer  :  ce  re- 
sultat  s'interprete  immediatement  si  Ton  admet  que  la  vibration  lumineuse 
soit  parallele  ou  perpendiculaire  au  plan  de  polarisation.  Verdet  a  de- 
montre  que  cette  propriete  est  une  consequence  necessaire  de  Texpe- 
rience,  si  Ton  represente  les  projections  de  la  vibration  sur  trois  axes 
rectangulaires  par  des  fonctions  sinusoidales  du  temps;  cela  revient  a 
supposer  que  la  polarisation  soit  elliptique.  On  pent  affranchir  la  demon- 
stration de  cette  restriction,  en  se  reportant  a  la  notion  meme  d'interfe- 
rence. 

Lorsque  deux  sources  lumineuses,  derivees  d'une  source  unique,  pro- 
duisent  des  franges  d' interference,  Tintensite  de  la  lumiere  varie  periodi- 
quementdans  Tetendue  des  franges.  Au  centre  d'une  frange  brillante,  Fin- 
tensite  de  la  lumiere  est  quadruple  de  Tintensite  de  la  lumiere  emise  par 
Tune  des  sources;  a  partir  de  la  frange  brillante,  Tintensite  de  la  lumiere 
decroit  progressivement  et  devient  nulle  au  centre  de  la  frange  obscure. 
L'intensite  de  la  lumiere,  dans  le  champ  oil  se  forment  les  franges,  n'est 
egale  a  la  somme  des  intensitesde  la  lumiere  emise  par  chacune  des  sources 
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(|iie  dans  les  seuls  points  situes  a  egale  distance  des  franges  brillantes  et 
des  franges  obscures. 

f/intensite  de  la  lumiere  en  un  point  est  mesuree  par  la  force  vive 
moyenne  du  mouvenient  lumineux;  mais,  au  lieu  de  cette  force  vive 
nioyenne,  on  pent  considerer  la  force  vive  du  mouvement  lumineux  a  un 
instant  donne.  On  reconnait  alors  facilement  que  la  force  vive  du  mouve- 
ment resultant  n'est  pas  egale,  en  general,  a  la  somme  des  forces  vives  des 
mouvements  composants  :  aux  points  oil  la  difference  de  phase  est  nulle, 
la  force  vive  du  mouvement  resultant  est  egale  au  double  de  la  somme 
des  forces  vives  des  mouvements  composants  au  meme  instant;  aux  points 
oil  la  difference  de  phase  est  {,  la  force  vive  du  mouvement  resultant 
est  constamment  nulle;  aux  points  oil  la  difference  de  phase  est  -,  la  force 
vive  du  mouvement  resultant  n'est  egale  a  la  somme  des  forces  vives  des 
mouvements  composants  au  meme  instant  qu'a  des  intervalles  de  temps 
egaux  au  quart  de  la  periode. 

Ainsi,  dans  le  cas  des  interferences,  I'egalite  entre  la  force  vive  du  mou- 
vement resultant  a  un  instant  donne  et  la  somme  des  forces  vives  des 
mouvements  composants  au  meme  instant  n'a  lieu  qu'exceptionnellement 
en  certains  points  du  champ  et  a  certaines  epoques;  en  general,  I'egalite 
entre  ces  deux  forces  vives  n'existe  pas.  On  pent  done  regarder  I'egalite 
entre  ces  forces  vives  comme  un  caractere  de  non-interference  :  c'est 
cette  egalite  que  Ton  serait  conduit  a  adraettre  a  priori  si  le  phenoniene 
des  interferences  etait  inconnu. 

Soient  deux  sources  lumineuses  S  et  S',  derivees  d'une  source  unique, 
([ui  envoient  de  la  lumiere  en  un  point  M,  assez  eloigne  pour  que  Von 
puisse  regarder  les  deux  droites  SM  et  S'M  comme  ayant  une  meme  direc- 
tion Mz.  liCs  ondes  lumineuses,  emanees  des  sources  S  et  S',  se  confondent 
alors,  dans  le  voisinage  du  point  M,  avec  un  plan  perpendiculaire  a  Mr. 
Le  plan  de  polarisation  du  rayon  SM  coupe  ce  plan  suivant  une  droite  Ma:; 
le  plan  de  polarisation  du  rayon  S'M  coupe  le  meme  plan  suivant  une 
droite  Mj,  perpendiculaire  a  Mo;. 

Soient,  a  un  instant  donne,  //,  p,  ivles  composantes  suivant  les  trois 
axes  Mar,  Mj,  M z  de  la  vitesse  du  mouvement  lumineux  envoye  au  point  M 
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par  la  source  S.  La  force  vive  de  ce  mouvement  lumirieux  efst 


//^  +  (^^-^(^^^ 


Supposons  d'abord  les  deux  plans  de  polarisation  paralleles.  Les  dis- 
tances du  point  M  aux  deux  sources  ont  une  difference  qui  varie  avee  la 
position  du  point  M.  Soient  u\  /,  (v'  les  composantes,  a  Tinstant  consi- 
dere,  de  la  vitesse  du  mouvement  lumineux  envoy e  au  point  M  par  la 
source  S'.  Faisons  tourner  ensuite  le  second  plan  de  polarisation  autoiu* 
de  INIjs,  de  maniere  a  faire  coincider  Mo;  avec  M/.  Les  deux  plans  de  po- 
larisation sont  perpendiculaires ;  la  composante  i/  est  dirigee  suivant  M/, 
la  composante  /  est  dirigee  suivant  le  prolongement  de  Mo?,  la  compo- 
sante (v'  est  dirigee  suivant  Mz.  La  force  vive  du  second  mouvement  est, 
a  rinstant  considere, 


e,'«  +  ^;'^-4.(v'^ 


Lorsqu'il  n'y  a  pas  interference,  les  forces  vives  des  mouvements  lu- 
mineux au  point  M  s'ajoutent  a  chaque  instant;  la  somme  de  ces  deux 
forces  vives  est  egale  a  la  force  vive  du  mouvement  resultant.  II  est  facile 
de  composer  les  deux  mouvements  lumineux  envoyes  au  point  M  par  les 
deux  sources  S  et  S'.  A  I'instant  considere,  la  vitesse  du  mouvement  resul- 
tant a  pour  composantes,  suivant  les  troisaxesMo?,  Mj,  Mz, 

u  —  i/,     (^  H-  iiy     w  ■+-  (v'. 

La  force  vive  du  mouvement  resultant  a  Tinstant  considere  est 

Lorsqu'il  n'y  a  pas  interference,  cette  force  vive  est  la  somme  des 
forces  vives  des  deux  mouvements  composants.  La  condition  de  non- 
interference des  rayons  polarises  est 

\V{k' -\-  S^li!  —  UV  :—  o. 

Cette  condition  est  independante  de  la  difference  de  phase  qui  peut 
exister  au  point  M  entre  les  deux  rayons  lumineux.  Lorsque  le  point  M  est 
tel  que  les  mouvements  soient  concordants  en  ce  point,  on  a,  quel  que 
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soit  le  temps,  les  relations 


iV  =  w,  (^' =  (;,  il=U. 


La  condition  de  non-interference  des  rayons  lumineux  se  reduitalors  a 


(V^  =  o. 


La  vibration  d'un  rayon  polarise  est  done  situeeentierement  dans  le  plan 
de  I'onde  La  condition  de  non-interference  des  rayons  lumineux  est  alors 
ramenee  a  la  relation 


i>l/ —  £//=  o. 


Cette  condition  est  satisfaite  de  trois  manieres  differentes  : 

Les  composantes  u  et  a'  peuvent  etre  nulles  a  tout  instant;  la  vibration 
du  rayon  polarise  est  alors  perpendiculaire  au  plan  de  polarisation. 

Les  composantes  v  et  t^'  peuvent  etre  nulles  a  tout  instant;  la  vibration 
du  rayon  polarise  est  alors  dirigee  dans  le  plan  de  polarisation. 

Lorsque  ces  composantes  ne  sont  pas  nulles  a  tout  instant,  la  condition 
de  non-interference  peut  s*ecrire 


if       1/ 


Or  -  est  la  tangente  trigonometrique  de  Tangle  que  fait  avec  le  plan  de 

polarisation  la  vibration  du  rayon  SM,  que  Ton  sait  dirigee  dans  le  plande 

Tonde;  —  est  la  tangente  trigonometrique  de  Tangle  que  fait  la  vibration 

du  rayon  S'M  avec  le  plan  de  polarisation  de  ce  rayon.  La  condition  de 
non-interference  revient  a  celle-ci :  la  vibration  du  rayon  polarise  doit  faire, 
avec  le  plan  de  polarisation ,  un  angle  independant  de  la  phase  du  mouve- 
nient  lumineux ;  en  d'autres  termes,  la  vibration  doit  etre  rectiligne.  Cette 
derniere  solution  est  rejetee,  comme  on  sait,  par  raison  de  symetrie. 


COURBES  REPRESENTATIVES 

DES   LOIS  DU  CHOC  LONGITUDINAL  ET  DU  CHOC    TRANSVERSAL 

DUNE  BARRE  PRISMATIQUE, 

DRESSfiBS  PAR  FEU  DE  SAINT- YENANT, 

Membre  die  I'lnslilut, 

Publi£es  par  M.  FLAMANT, 

Ing^nieur  en  chef  des  Ponls  et  Chauss^es. 


Le  present  travail  a  pour  objet  la  publication  des  courbes  dressees, 
11  y  a  environ  vingt-cinq  ans,  par  M.  de  Saint- Venant,  pour  representer 
graphiquement  les  lois  du  choc  longitudinal  et  du  choc  transversal  d'une 
barre  prismatique  heurtee  a  son  extrernite  ou  a  son  milieu  [)ar  un  corps 
d'une  masse  comparable  a  la  sienne.  Ges  courbes  out  ete  gravees  au  trait, 
en  1 873 ;  mais  Tauteur,  distrait  par  d'autres  travaux,  ne  les  a  jamais  com- 
pletees  par  Taddition  des  lettres,  cotes  ou  legendes  necessaires  a  lenr 
intelligence.  II  avait  d'ailleurs  ete  pris  de  scrupule  au  sujet  de  leur  exac- 
titude :  les  ordonnees  de  ces  courbes  sont,  comme  on  verra,  exprimees 
au  moyen  de  series  convergentes  dont  il  n'avait  pris  que  les  premiers 
termes,  et  il  craignait  que  les  termes  negliges,  bien  que  tres  petits,  ne 
'pussent,  dans  leur  ensemble,  modifier  la  forme  des  courbes  qu'il  avait 
deduite  des  premiers.  Ce  scrupule  s*etait  surtout  accentne  depuis  Tepoque 
dela  publication  aux  Comptes  rendus  (')  des  courbes  representatives  des 


(^)  Comptes   rendus   des  seances  de  r Academie  des  Sciences.    16,    '-^3,   3o  jiiillel  el 
6  aoiit  1 883. 
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lois  du  choc  longitudinal  d'apres  la  solution  en  terntes  finis  donnee  par 
M.  Boussinesq.  Ges  courbes,  exactes,  semblaient  differer  beaucoup  de 
celles  qu'il  avait  deduites  des  premiers  termes  des  series,  bien  que  la  diffe- 
rence flit,  au  fond,  plus  apparente  que  reelle. 

Mais  ce  qui  avait  surtout  empeche  Saint- Venant  de  publier  son  travail, 
c'est  cette  remarque  qu'il  avait  faite  apres  coup,  que  si  les  conrbes  dres- 
sees  par  lui,  et  qui  representent  les  deplacements  aux  divers  instants  de 
tons  les  points  de  la  barre  heurlee,  peu  vent  etre  obtenues  avec  une  approxi- 
mation suffisante  en  prenant  un  nombre  assez  grand  de  ternies  des  series 
qui  expriment  ces  deplacements,  il  ne  pent  plus  en  etre  de  meme  lorsqu'il 
s'agit  de  determiner,  ce  qui  est  important  en  pratique,  la  dilatation 
maximum  subie  par  chacun  des  elements  de  la  barre  et  le  point  de  celle-ci 
oil  se  produit  le  plus  grand  de  ces  maximums.  Cette  dilatation  s  exprime, 
en  effet,  dans  le  cas  du  choc  longitudinal,  par  la  derivee  du  deplacement 
de  chaque  point  par  rapport  a  son  abscisse,  ou  par  le  coefficient  angu- 
laire  de  la  courbe  qui  represente  les  deplacements,  et,  dans  le  choc  trans- 
versal, par  la  courbure  de  Taxe  neutre  de  la  barre  heurtee,  laquelle  s'ex- 
prime  en  fonction  de  la  derivee  seconde  du  deplacement  transversal.  Or, 
les  series  qui  expriment  les  deplacements  n'ont  pas  dederivees,  ou  plutot 
leurs  derivees  sont  des  series  non  convergentes  dans  lesquelles  les  termes 
les  plus  eloignes  peu  vent  etre  du  meme  ordre  de  grandeur  que  les  pre- 
miers. II  n  y  a  done  pas  a  songer  a  les  calculer.  Aussi  Saint- Venant  avait-il 
simplement  mesure  au  compas  les  declivites  des  courbes  et  leur  courbure; 
mais  il  pensait  que,  en  raison  de  Tincertitude  qui  restait  sur  la  forme  reelle 
(le  la  courbe  par  suite  des  termes  negliges,  les  resultats  de  cette  mesure  pou- 
vaient  etre  tres  differents  de  ceux  qu'auraient  donnes  les  courbes  exactes, 
si  Ton  avait  pu  les  tracer.  La  comparaison  peut  etre  faite  pour  le  choc  longi- 
tudinal, puisque  ces  courbes  exactes  sont  connues;  en  ce  qui  concerne  le 
choc  transversal,  il  est  impossible  de  savoir  ce  quelle  donnerait.  Quoi 
qu'il  en  soit,  le  travail  de  Saint-Venant  a  un  interet  suffisant  pour  justifier 
sa  publication  :  il  peut  servir  d'exemple  en  montrant comment,  grace  a  un 
labeur  considerable  par  Tetendue  duquel  cet  infatigabletravailleur  ne  s'est 
pas  laisse  rebuter,  les  valeurs  de  ces  series  a  termes  periodiques  de  pe- 
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riodes  decroissantes  peuvent  etre  representees  graphiquement;  et  il  donne, 
tout  au  moins,  sur  les  grandeurs  deces  quantites^une  premiere  indication 
permettant  do  deduire  des  consequences  pratiques  qui,  si  elles  ne  sont 
pas  absolunient  exactes,  n'ensont  pas  moins  precieuses,  puisqu' elles  con- 
stituent tout  ce  que  Ton  salt  sur  ce  sujet  si  important  au  point  de  vue  de 
la  stabilite  des  constructions. 

Tout  ce  qui  va  suivre  est  extrait,  a  peu  pres  textuellement,  des  notes 
ajoutees  par  Saint-Venant  aux  n"*'  60  et  61  de  I'edition  fran^aise  de  la 
Theorie  de  Velasticite  des  corps  solides,  de  Clebsch.  On  pent  done  dire 
que  le  travail  tout  entier,  Planches  et  texte,  est  du  a  cet  illustre  savant. 
Je  n'y  ai  fait  que  quelques  additions  indispensables  pour  les  comparaisons 
dont  il  est  parle  plus  liaut,  el  je  n'ai  conserve  que  ce  qui  m'a  semble  stric- 
tement  necessaire  pour  rintelligence  des  figures. 

I.  —  Choc  longitudinal. 

Soit  une  barre  prismatique  homogene,  supposee  horizontal  e, pour  n'a- 
voir  pas  a  tenir  compte  de  Taction  de  la  pesanteur,  fixee  a  Tune  de  ses 
extremites  et  heurtee  a  I'autre  par  un  corps  rigide  anime  d'une  certaine 
vitesse.  Ce  choc  diminuera  ou  augmentera  la  longueur  de  la  barre,  suivant 
que  le  corps  heurtant,  d'une  forme  quelconque,  viendra  a  la  rencontre 
de  Textremite  de  la  barre,  ou  selon  que,  d'une  forme  de  manchon  em- 
brassant  librement  celle-ci,  il  viendra  exercer  son  impulsion  sur  un  bour- 
relet  ou  arret  saillant  dont  la  barre  est  munie  tout  autour  de  son  extre- 
mite  libre.  Nous  supposons,  dans  un  cas  comme  dans  Tautre,  que  tons 
les  points  d'une  meme  section  transversale  de  la  barre  subissent  le  meme 
deplacement,  ou  que  les  sections  transversales  restent  planes. 

Nous  prendrons  Textremite  fixe  de  la  barre  pour  origine  des  coordon- 
nees  r,  comptees  positivement  suivant  la  longueiu^  de  la  barre,  et  nous 
appellerons 

a  cette  longueur ; 

a  I'aire  de  la  section  transversale  constante ; 
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p  la  densite  de  la  inatiere  constituant  la  barre ; 

g  racceleration  due  a  la  pesanteur; 

P  =  pgaale  poids de  la  barre  heurtee ; 

Q  le  poids  du  corps  heurtant ; 

V  sa  vitesse  a  Tiiistant  du  choc ; 

K  le  coefficient  d'elasticite  longitudinale  de  la  matiere  de  la  barre; 

oj  =1/-  la  celerite  de  propagation  des  ebranlements  ou  du  son  dans  la 

barre ; 

T  =  -  le  temps  que  met  le  son  a  parcourir  la  longueur  de  la  barre ; 

u  le  deplacement,  a  une  epoque  t  quelconque,  d'une  section  transversale 
d'abscisse  d\ 

Une  tranche  de  la  barre,  comprise  entre  les  deux  sections  a  d'ab- 
scisses  X  et  .r  H-  rfxj  est  sollicitee,  en  sens  opposes,  sur  ces  sections,  par 

les  tractions  —  ^^j~  ^^  ^^(  j'  -t~  T~2^^^}  5  ^^^  inertie  est  —  prrda:  ^7 
en  sorte  que  son  equilibre  dyiiamique  est  exprime  par 

d'oii,  eu  egard  a  la  signification  ci-dessous  de  (O,  Tequation 

A  cette  equation  indefinie  doivent  etre  jointes  les  e(|uations  definies 
resultant  des  conditions  initiales  ou  aux  limites,  savoir  :  Textremite 
.r  =  o  fixe;  les  vitesses  de  tous  les  points  nulles  a  Tepoque  ^  =  o,  a  Tex- 
ception  de  celle  de  Textremite  qui  est  egale  a  V;  enfin,  Peqwilibre  dyna- 

mique  du  corps  heurtant  exprime  par  la  condition  —  ~  -^  -f-  Ea^  =  o 

pour  X  =  a,  ce  qui  s'exprime,  en  remplacant  dans  cette  derniere  EGg 
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parco'-?  (le  la  maniere  suivante  : 


//  =  o  pour     x=  o; 


-T-  =  V  pour     t  =  o     et  pour  .r  =  a ; 

—  =:  o  pour     ^  =  o     et  pour  toute  autre  valeur  de  x ; 

Qd^u  oP  dtt 

-T-T     (0'*     -     -;r-    =    O  DOUF  .r  =   «. 

oi^  a  ax  ^ 

L'equatioii  Indeliriie  et  les  conditions  limites  sont  satisfaites  par  la  so- 
lution de  Navier  (en  mettant  t  au  lieu  de  -  ] 


(3)  /.^Vt2 


2  COS  ni  .     JHX    *     mt 

Sin  —  sm  — J 


m  ( ///  4-  si II  m  cos  m )  a 


le  signe  2  s'etendant  a  toutes  les  valeurs  de  //?,  racines  reelles  et  positives 
de  Tequation  transcendante 

p 
(4)  wtangw=^. 

lia  premiere  chose  a  faire  est  de  trouver  ces  racines,  en  nombre  infini, 

pourune  valeur  donnee  du  rapport  pr«  Saint-Venant  a  opere  graphique- 

nient :  il  a  donne  des  courbes  (qui  ne  sont  pas  reproduites  ici)  qui  don- 
nent,  pour  une  valeur  quelconque  de  ce  rapport  comprise  entre  o  et  G, 
les  racines  cherchees,  ou  plutot  les  differences  m  —  mz^  entre  ces  racines 
et  les  multiples  successifs  de  u,  lesquelles  vont  en  diminuant  a  mesure 
que  n  augmente,  tandis  que  les  valeurs  des  racines  croissent  indefiniment. 
Le  calcul  graphique  des  racines  et  les  epures  subsequentes  ont  ete  faits 

P    I    I 
pour  cinq  valeurs  du  rapport—  :  --?  ->  i ,  2  et  4;  les  epures  preparatoires 

P        1 
ne  sont  reproduites  que  pour  le  premier  cas  ^^  =  -;  pour  les  autres,  on 

donne  seulement  les  resultats  definitifs. 

Les  racines  m  de  T equation  transcendante  (4)  etant  calculees  et  desi- 
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gnees  par  m^,  /;?,,  m^^  .  .  .  pour  la  valeur  ^  ==  -,  on  peut  d'abord,  pom- 

an  point  donne  de  la  barre  ou  pour  une  valeur  donnee  de  a:,  consideree 
comme  constante,  tracer  les  sinusoides  dont  les  ordonnees  sont 


2C0s/;i  .     mx    -     mt 

Sin —  sm — J 


m  ( m  -h  si  n  m  cos  m )  a 


et  les  abscisses,  le  temps  ou  plutot  les  rapports  ■^'  On  aura,  pour  chaque 

point  de  la  barre,  une  infinite  de  sinusoides  correspondant  a  toutes  les  ra- 
oines  a/?„,  m,  ^  fn^^  ....  Ces  courbes  ont  ete  tracees  pour  cinq  points  de  la 

barre,  ou  pour  cinq  valeurs  de  r,  ou  du  rapport  -  :  0,2,  o,4j  0,6,  0,8 

et  1 ,  cette  derniere  correspondant  au  point  heurte.  Ce  sont  les  courbes 
en  traits  legers  dela  PL  I ;  sur  chacune  d'elles  se  trouve  Tindication  m^, 
m^^  .  .  .  de  la  raciiie  a  laquelle  elle  s'applique. 

En  additionnant,  au  compas,  les  ordonnees  de  ces  sinusoides  pour  un 
nieme  point,  on  obtient  les  courbes  en  traits  plus  forts,  qui  representent 

les  deplacements  u  de  ces  points,  ou  plutot  les  rapports  ^-  II  n'a  et^  con- 

struit,  pour  chaque  point,  qu'un  petit  nombre  de  sinusoides,  parce  que, 
aussitot  que  m  devient  un  pen  grand,  ces  courbes  ne  different  plus  sensi- 
blement  de  Taxe  des  abscisses.  Pour  les  quatre  premiers  points 

^  =  0,2;  o,4;  0,6;  0,8, 

Saint-Venant  en  a  construit  cinq,  marquees  m^,  /??,,  aa?^,  m,,  m^,  et,  pour 

le  dernier  point  (le  point  heurte)  -  =  1 ,  il  en  a  trace  deux  seulement : 

m^  et  m,;  la  seconde  s'ecarte  deja  tres  pen  de  la  ligne  droite  comparati- 
vement  a  la  premiere,  et  les  ordonnees  de  la  troisieme  auraient  ete  abso- 
lument  inappreciables.  Les  courbes  sinueuses,  en  gros  traits,  ainsi  obte- 
nues,  presentent  des  formes  qui,  tout  d'abord,  paraissent  fort  irregn- 
lieres,  mais  dont  la  physionomie  se  slmplifie  par  les  remarques  suivantes. 
Chacune  de  ces  courbes  coupe  la  sinusoide  principale  m^  du  point  corres- 
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pondant  en  des  points  ayant  des abscisses  voisines  de  i ,  2, 3,  4?  5,  et  entre 
chacun  de  ces  points  d'intersection  elle  ne  presente  qu'un  maximum 
d'ecart  de  cette  sinusoide;  entre  deux  points  successifs  d'ecart  maximum, 
situes  de  part  et  d'autre  de  la.sinusoide  principale,  la  courbe  differe  pen 
d'nne  ligne  droite,  ou  du  moins  n'a  qu'une  courbure  ou  des  inflexions 
ties  faibles;  enfin,  les  points  d'ecart  maximum  ont  des  abscisses  qui  crois- 
sent  sensiblement  en  progression  arithmetique  lorsqu'on  va  de  la  courbe 
du  point  x=:  a  k  celle  du  point  x=o^  correspondant  a  Textremite  fixe, 
qui  n'est  pas  representee  sur  la  figure,  et  que  Ton  retourne  de  celle-ci  a 
celle  x  =  aj  et  ainsi  de  suite  (*).  Et  il  est  alors  facile  de  voir  que  ces 
courbes  sinueuses  ressemblent  beaucoup  aux  courbes  discontinues  (an- 
guleuses)  de  la  Jig.  3,  reproduite  ci-contre,  du  Memoire  cite  du  23  juil- 
let  1 883,  et  qui  representent  exactement  les  mouvements  des  divers 
points  de  la  barre  heurtee.  II  ne  faut  prendre,  dans  cette  figure,  que  la 
courbe  marquee  r  =  ^,  et  observer  que  Toriginedes  coordonnees  x=:o 
y  est  placeeau  point  heurte  au  lieu  d'etre  a  I'extremite  fixe  comme  dans  la 
PL  /,  et  aussi  que  cette  figure  ne  donne  les  deplacements  que  de  quatre 

points  -  =  0,  -:>  7;  -7  de  la  barre,  dont  aucun,  sauf  le  point  heurte,  ne 

coincide  avec  ceux  dont  le  mouvement  est  figure  dans  la  planche. 

(*)  Si  le  lecteur  veut  prendre  la  peine  de  marquer,   sur  les  ordonnees  des  abscisses 

t  X 

-  =  I,  3,  5,  les  points  correspondant  a  —  =  o,  lesquels  se  trouveront  au-dessous  du  cadre 

de  la  planche,  a  o^'jOiS  environ,  et  de  joindre  par  des  Hgnes  droites  successives  les  points 
ayant  pour  coordonnees 

ft  X  \  ft  X  \  ft  ^  \ 

il  reconnaStra  que  les  points  d'intersection  de  ces  lignes  droites,  avec  les  lignes  horizonlales 

correspondant  aux  di verses  valeurs  de  ->  ont  sensiblement  les  memes  abscisses  que  les 

points  ou  les  courbes  des  deplacements  s'^cartent  le  plus  de  la  sinusoide  principale  mo,  et 
oil  elles  ont  leur  plus  grande  courbure.  J'ai  indiqu^  par  des  etoiles  quelques-uns  de  ces 
points. 


io4 
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du 


Mais,  ce  qii'il  est  utile  de  connaitre,  c'est  la  dilatation  -7-  en  chaque 


Ur.o.57r 


point,  afin  d'en  dediiire  la  dilatation  maximum.  II  faut,  pour  cela,  eon- 
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struire,  pour  chaque  epoque  t,  la  courbe  ayant  pour  ordonnees  les  memes 
deplacements  u^  et  pour  abscisses  les  x  et  non  plus  le  temps.  On  pourrait 
deduire  ces  nouvelles  conrbes  des  precedentes,  supposees  constniites 
pour  un  tres  grand  nombre  de  points  de  la  barre,  et  non  pour  cinc}  points 
seulement;  mais  on  pent  aussi  les  construire  directement  corame  a  fait 
Saint- Venant,  au  moyen  des  figures  auxiliaires  des  PL  II  et  ///.  Les 
courbes  de  la  PI.  II  sont  des  sinusoides  analogues  a  celles  de  la  PL  I, 

dont  les  abscisses  sont  encore  les  temps  ou  les  rapports  -;  et  les  ordonnees 

111  1  cos  in  .     mt  1       J*  •  J     1' ' 

les  valeurs  de  —. ; rsin —  pour  les  di verses  racmes  de  I  equa- 

m  ( w  4-  SI n  m  cos  w)  t    *  * 

P  . 

tion  (4)  dans  laquelle  rz  est  fait  successivenient  egal  a  j,  |,  i ,  a  et  4«  Ces 
courbes  donnent,  pour  une  valeur  quelconque  de  t^  la  hauteur  de  la  sinu- 
soide  dont  les  abscisses  sont  les  rapports  ->  et  dont  Tordonnee  est 

2  COS/72  .     mi   .     mx 

sm  —  sm- 


//i(//i -}- sill m COS m)  t  a 

On  pent  done  construire,  pour  autant  de  valeurs  de  t  qu'on  le  voudra,  la 

sinusoide  correspondante,  dont  I'abscisse  sera--  Cest  ce  qui  a  ete  fait 

dans  la  PL  III,  dont  la  legende  expliqne  sufBsamment  la  signification. 

Au  moyen  de  ces  courbes  de  la  PL  III  ont  ete  dressees  celles  de  la 
PL  IVy  qui  donnent  la  solution  complete  du  probleme.  Cette  planche 
conlient deux  genres  de  courbes,  qui  ont  toutes  deux  pour  ordonnees  les 

deplacements  ou  plutot  les  valeurs  du  rapport^-  Les  premieres,  celles  en 
traits  legers,  ont  pour  abscisses  les  valeurs  de  -;  chacune  d'elles  corres- 
pond done  a  une  epoque  determinee  ou  a  une  valeur  du  rapport  -  qui  se 

trouve  inscrite  a  cote  d'elle.  Les  ordonnees  de  ces  courbes  ont  ete  obte- 
nues  par  Taddition,  au  compas,  de  celles  des  courbes  de  la  PL  III  pour 

Y  t 

une  meme  abscisse  -  et  une  meme  epoque  -  correspondant  aux  sept  va- 
leurs calculees  m^,  m, ,  /Wj,  ...,  ///p.  Ce  sont  les  coefficients angulaires  des 

LIX^  Cnhicr,  i\ 
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tangentes  a  ces  coiirbes  qui  peuventservir  a  donner  lesvaleursdu  rapport 


Cboe 


d'me  Jarre  P  de  longueur  a  par  un  corps  Q  avec  une  vitesse  V 

iois  ^s'dMitionswmtractioBS-d^^deses divers ilemeats.Courbes  apnt,pout  trois  supposilms ^t^i,}  et  ^elpoarks^ 
anqpoints  x=o,^a,ia,iaeta,dssabsasses^^mdiquantkstewpst,etdesoi^iumd^^  tlesdeformUons, 


Echelk  des  abscisses.  20'^pour  f^  1  ^^^''^ 

u   4bs  ordonnees   10"^  pour  d=; 


Fig.4 

FdntX-a  (Exlr^fixe) 


;46-4 ».-^lf»- a^ 


(It 


oil  de  la  dilatation  maximum  en  uu  point  donne  de  la  bane.  On  recon- 
nait  facilement  que  celle  des  courbes  pour  laquelle  linclinaison  de  la  tan 
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gente  est  la  plus  grande  est  celle  qui  correspond  a  I'epoqne  -  -—  3,25,  et 

que  le  maximum  se  produit  a  I'origine  des  coordonnees,  c'est-a-dire  a 
Textremite  fixe  de  la  barre.  Saint-Venant  a  trace  une  ligne  ponctuee  re- 
presentantia  tangente  a  I'origine,  et  dont  Tinclinaison,  mesuree  a  Techelle, 

Vt  .  Pi 

a  etc  trouvee  de  2,826  —  •  Telle  serait,  pour  ^  =  -,  la  valeur  de  la  plus 
grande  dilatation,  au  point  fixe  de  la  barre,  et  cette  dilatation  maximum  se 
produirait  a  Tepoque  -  =  3,25. 

Or,  si  Ton  se  reporte  a  la  fig.  4,  reproduite  ci-contre,  du   iMemoire 
(ire  des  Cimptes  rcndus  de  juillet  iS83,  on  verra  que,  pour   -==  -,  la 

dilatation  maximum  se  produit  effectivement  a  Tepoque  ;;  =  3,o  et  qu'elle 

V  Vt 

a  pour  valeur  3,2(3- =  3,2 1 3—^-  F.a  difference  tient,  evidemnient,  aux 

*  to  /i 

termes  negliges  des  series  qui,  quoique  tres  petitsetpresque  sans  influence 
sur  les  gnmdeurs  des  ordonnees  des  courbes  qui  sont  leurs  sommes, 
peuvent  neanmoins  modifier,  d'une  facon  assez  notable,  la  pente  de  ces 
courbes.  Celte  influence  est  evidente  pour  les  courbes  representant  les 
(ieplacements  des  points  de  la  b^rre  aux  instants  qui  suivent  immedia- 

tement  le  choc,  c'est-a-dire  aux  epoques  -  =  0,1,  0,2,  o,3,  . . .,  jusqu'a 


0,9.  Puisque  t  est  egal  a  -  et  que  co  est  la  vitesse  de  propagation  des 
ebranlements  dans  la  barre,  la  courbe  correspondant  a  i'epoc|ue;2  —  ^»^? 
par  exemple,  ne  devrait  pas  depasser  le  milieu  de  la  barre;  tandis  que  sur 
la  PL  IV  cette  courbe  rencontre  Taxe  des  abscisses  au  point  -  1=:  0,47 

environ,  distant  de  plus  de  o,5oa  de  Textremite  heurtee.  De  mcme  des 
autres.  Et  la  difference,  tres  aj)precial)le,  montre  quelle  pent  etre  Tin- 
fluence  des  termes  negliges  et  suffit  a  expliquer  le  desaccord  entre  le 
resultat  trouve  graphiquement  sur  la  PL  IV  et  celui,  rigoureusement 
exact,  que  donne  ^'^^Jlg'  l\  ci-contre. 

Sur  la  meme  PL  IV  se  trouvent  des  courbes  en  traits  plus  forts  qui 
out  pour  abscisses  les  temps  et  qui  correspondent  chacune  a  un  point  de 
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la  barre  :  ce  sont  les  courbes  de  la  PL  I  placees  sur  un  meme  axe  d'ab- 
scisses  an  lieu  d'etre  superposees. 

Les  PL  P' et  VI  sont  constrnites  de  la  meme  maniere  que  la  PL  IV  : 

P        1 
elles  donnent  les  resnltats  pour  les  valeurs  de  r^  = ->   i,  --^  et  4-   On  y 

voit  que  la  plus  grande  pente  des  courbes  faisant  connaitre  la  plus  grande 

dilatation  a  ete  trouvee,  pour  ^^  =  - ?  egale  a  2 , 1 097  — >  et  que  cette  va- 

leur  correspond  a  I'epoque  -  =  2,25  et  a  un  point  voisin  de  I'extremite 

heurtee  de  la  barre.  Ce  resultat  est  en  contradiction  avec  celui  que  donne 
le  calcul  exact.  La  plus  grande  dilatation  se  produit  toujours  a  Textremile 

P         I  .  Vt  V 

fixe,  et,  dans  le  cas  de  tt  =  -?  elle  a  pour  valeur  2,786  —  =  2,786  -^ 

comme  le  montre  \^fig*  4-  ^'^^^  cette  meme  figure  fciit  voir  que,    dans  le 

meme  cas,  il  se  produit,  a  I'epoque  -  =  2,  el  a  Textremite  heurtee,  une 

dilatation  egale  a  2,36o  —  peu  inferieure  a  la  plus  grande,  2,7^6  —^,  qui 

se  produit  a  I'epoque  ::  =  3.   Les  courbes  de  la  PL  V,  applicables  au 

cas  de  r^  =  -J  ne  sont  d'ailleurs  dressees  que  jusqu'a  I'epoque  2  =  ^ » 7^ 

et  ne  pouvaient  donner  cette  plus  grande  dilatation ,  que  I'incertitude  de 
la  direction  de  la  tangentc  a  I'origine  n'aurait  pent  etre  |)as  permis,  d'ail- 
leurs, de  decouvrir. 

p 
Pour  les  autres  cas,  ^  =  1 ,  2  et  4?  dont  les  circonstances  sont  figurees 

sur  la  PL  VI^  la  dilatation  maximum  est  bien  a  I'extremite  fixe;  mais  la 
valeur  que  donne  la  plus  grande  pente  des  tangentes  est  notablement  infe- 
rieure a  la  dilatation  calculee  par  les  formules  exactes. 

Saint -Venant  avait  compare,  dans  les  divers  cas,  cette  dilatation 
maximum  a  la  dilatation  moyenne  de  la  barre,  au  moment  oil  elle  est  la 
plus  grande.  II  avait,  pour  cela,  niesure  la  plus  grande  ordonnee  de  la 

courbe  representant  les  deplacements  ^~  de  lextremite  heurtee,  c'est- 
a-dire  de  la  courbe  marquee  -  =  1 ,  et  cette  plus  grande  valeur,  divisee 
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par  la  longueur  a  de  la  barre,  lui  donnait  cette  plus  grande  dilatation 
moyenne.  Appelant  i^  (p.  ccxxxv  de  V Historique  place  en  tete  de  son 
edition  de  Navier)  la  dilatation  maximum  trouvce  par  la  pins  grande  pente 
des  courbes,  et  /,„  la  dilatation  moyenne  la  plus  grande,  tronvee  comme  il 
vient  d'etre  dit,  il  avait  calcule  que,  dans  les  cinq  cas  qu'il  avait  etudies, 

le  rapport  -^  avait  les  valeurs  suivantes  : 

p       I  I  , 

Q=4'  V  ••  *»  ^^5 

i5L  =  i,48,     1,59,     1,84,     2,(>7'     ^Z*?- 

'm 

Or,  si,  au  moyen  des  formules  (jj  de  la  page  4*^'ogg  de  Tedition  fran- 
caise  deClebsch,  on  calcule  la  plus  grande  dilatation  (J^  =  /j„  qui  se  pro- 
duit  toujours  au  point  heurte,  on  trouve  respectivement  les  valeurs  sui- 
vantes pour  le  rapport  -^  - 

3,2i3,     2,736,     2,271,     2,o36,     2,0007; 

P 
re  rapport  tend  vers  la  valeur  2  lorsque  tt  augmente  indefiniment  ('). 

Dun  autre  cote,  la  plus  grande  dilatation  moyenne  /,„,  calculee  par  la 
formule  ({x)  de  la  page  48ox  du  meme  Onvrage,  donne,  pour  le  rap* 

port  ^7  les  valeurs 

(0 

1,907,      i,33o,     o,8()(),     o,4;)i,     0,260; 

p 

(*)  Les  epiires  de  la  PL  F/donnent,  pour  les  cas  de  ^  =  1,  2,  4>  les  valeurs 

1,5949,     i,3ii6,     0,8741, 
au  lieu  de  celles 

2,271,     2,o36,     3,0007; 

j> 
on  voit  que  le  procede  graphi((ue  devient  de  moins  en  moins  exact  a  inesure  que    -  au<i:- 

inenle,  ou  plutot  que  Tinlluence  des  termes  negliges  augmente.  Peul-elre  eut-il  fallu,  pour 
obtenir  des  resultats  plus  approches,  adopter  une  echelle  beaucoup  plus  grande  pour  les 
figures,  ce  qui  aurait  permis  de  representer  un  beaucoup  plus  grand  nombre  de  termes  des 
series. 
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ce  rapport  tend  vers  ^  loisque  q  grandit.  II  en  resulte  alors,  pour  les 
valenrs  exactes  dn  rapport —  ?  les  nonibres 

'7^  =  1,08,     2,o5,      a,Gi.,     4'*'i»     8,01, 

hit 

ail  lieu  cle  ceiix  que  Saint -Venant  avait  trouves  par  ses  methodes  gra- 
phiques  (*).  L'erreur  que  Ton  commet  en  ne  tenant  compte  que  de  la 
dilatation  moyenne  est  d'autant  plus  grande  que  le  poids  P  de  la  barre 
est  plus  grand  par  rapport  a  celui  Q  du  corps  lieurtant.  La  dilatation 
moyenne  est  alors  tres  faible,  tandis  que  la  dilatation  maximum  ne  des- 

cend  jamais  au-dessous  de  9.-  '  =  2--   Si  le  travail  de  Saint- Venant  ne 

•'  ti  to 

lui  a  pas  donne  les  valeurs  exactes,  il  Ini  a  permis,  au  moins,  de  montrer 
comment  on  se  tromperait  grossierement  si  Ton  prenait  la  dilatation 
moyenne  d'une  barre  heurtee  pour  la  dilatation  maximum,  etsi  Ton  s'en 
servait  pour  determiner  les  dimensions  que  doit  avoir  une  barre  pour 
resister  a  des  chocs  determines.  Ce  qu  il  faut  y  voir,  ce  ne  sont  done  pas 
les  resultals  absolus,  mais  la  mise  en  evidence  de  cette  cause  d'erreurs; 
mais  surtout  ce  qui  doit  attirer  Tattention,  c'est  le  travail  en  lui-meme, 
rimmense  labeur  dont  il  fait  preuve,  et  Texemple  qui  pent  en  etre  tire. 

II.  —  Choc  transversal. 

Considerons  encore  une  barre  prismatique  homogene  doiit  nousappel- 
lerous 

la  longueur  ou  Tintervalle  de  ses  appuis,  qu'on  pent,  avec  Ruler,  suppo- 
ser  ctre  deux  styles  penetrant  au  milieu  de  son  epaisseur  et  autour  des- 
(juels  elle  puisse  tourner  en  iiieine  temps  qu'un  pen  glisser  au  raoyen  de 


(  ')  C'est  eel  ecarl,  entre  les  resultals  de  son  travail  et  ceii\  dii  calcul  exact,  qui  avait 
fail  renoncer  Saint-Venant  a  le  publier. 
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pelites  rainures,  afin  qii'on  puisse  abstraire  toute  resistance  a  rextensioii 
tie  son  plan  moyeii  flevhi.  Supposons-la  placee  liorizontalement  etheurtee 
en  son  milieu  par  un  corps  de  poids  Q,  anime  d'une  vitesse  horizontale  \  . 
IVenons  pour  axe  des  z  la  ligne  snpposee  droite  nnissant  les  centres  de 
gravite  des  sections  de  la  harre  faites  perpetidiculairement  a  cette  ligne, 
et  dont  nous  designerons  encore  par  a  la  snperficie  snpposee  constante, 
I'origine  de  ces  coordonnees  etaiit  a  Textremite  de  gauche. 

Supposons  encore  que  la  direction  de  la  vitesse  V,  parallelement  a 
laquelle  nous  prendrons  I'axe  des  x^  soit  celle  de  Tun  des  deux  axes  prin- 
cipaux  d'inerlie  de  la  section  transversale,  et  appelons 

I  le  moment  d'iuertie  et  \  le  rayon  de  giration  de  cette  section  transver- 
sale par  rapport  a  son  autre  axe  principal;  I  =:  orV. 

u  le  deplacement  subi  a  Tepoque  t  par  le  centre  de  gravite  d'une  section 
quelconque  d'abscisse  r,  dans  le  sens  transversal  parallele  aux  a:, 

p,  g^  P,  Q,  V,  E  et  CO  ayant  les  memes  significations  que  precedemnient; 
seulement  la  longueur  de  la  barre  etant  2a,  le  poids  P  =  upgaa. 
Enfin,  posons,  pourabreger, 


Ecrivons  Tequilibre  de  translation,  dans  le  sens  transversal  de  x  on  u 
d'une  tranche  de  longueur  dz  comprise  eutre  deux  sections  paralleles, 

dont  la  masse  est  —  (h  et  dont  Tacceleration  dans  le  meme  sens  est  -r^* 

Le  moment  slatique,  autour  de  I'axe  d'iuertie  I  trace  sur  le  plan  de  la  sec- 
tion a,  des  forces  elasliques  on  tensions  exercees  a  travers   cette  section 

a  pour  expression,  a  un  instant  quelconque,  El  y— >  et  la  derivee  de  ce 

moment,  par  rapport  a  I'abscisse  z,  EI  j—  represente  I'effort  transversal 

exerce  dans  le  sens  de  x  on  u  par  la  matiere  situee  d'un  cote  de  cette  sec- 
tion a  sur  celle  qui  est  situee  de  Tautre  cote.  Sur  la  section  suivante,  dis- 
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tante  de  rfz,  cet  efFort  transversal  est  augmente  de  sa  differentielle  par 
rapport  a  z;  il  en  resulte  que  la  matiere  de  Telement  compris  entre  ces 
deux  sections  voisines  est  soumise,  sur  ses  deux  bases,  a  des  forces  mo- 
leculaires  dont  la  somme  des  projections,  sur  Taxe  des  a;,  a  pour  valeur 

cette  differentielle  changee  de  signe,  soit  —  EI  -t;^  dz\  et  la  somme  de  ces 

forces  et  de  Tinertie  de  Telement ^^  ^  dz  doit,  d'apres  le  principe 

de  d' Alembert,  etre  egale  a  zero,  ce  qui  donne  Tequiilion 

ou  bieii,  d'apres  I'expressiou  (5)  deT, 


equation  generale  qui  doit  etre  integree  de  maniere  a  satisfaire  aux  con- 
ditions definies,  savoir  I'immobilite  des  points  d'appui.  Mais,  vu  la  sy- 
metrie,  on  peut,  et  c'est  ce  que  nous  ferons  dans  tout  ce  qui  suivra,  ne 
considerer  qu'une  seule  des  deux  moities  de  la  barre,  celle  qui  est  com- 
prise entre  z  =  o  et  z  =  a,  a  la  condition  d'exprimer  que  la  tangente  a  la 
courbe  affectee  par  I'axe  de  la  barre  reste  constamnient,  au  point  z  =  /?, 
parallele  a  la  ligne  des  appuis  qui  est  Taxe  des  z,  Cela  nous  donne  les 
deux  premieres  des  equations  (8)  ci-apres.  Nous  devons  exprimer  qu'au 
point  crap|)ui,  2  =  0,  le  moment  de  flexion  est  nul,  ce  qui  fournit  la  troi- 
sieme,  et  enfin  ecnre  Tequiiibre  d'inerlie  du  poids  Q  avec  les  efforts  trans- 
versaux  qui  s'exercent  tant  en  deca  qu'au  dela  du  point  oil  il  touche  la 
barre  et  dont  chacun  a  pour  valeur,  d'apres  ce  que  Ton  vient  de  dire, 

I.es  conditions  definies  sout  alors  les  suivantes,  dont  les  deux  dernieres 
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expriment  Ics  vitesses  pour  t  =  o  des  divers  points  de  la  barre, 

//  =  o,  pour     r.  =  o, 

dii 

^  =  o,  pour     z  =  a, 

^r^o,  pour     z  =  o, 

-T-   =  V,         pour     ^=0       et  pour     z  =  a, 

—  :=  o ,         pour     f  =  o,     pour  toute  autre  valeur  de  z, 

L'equation  indefinie  (7),  avecces  conditions  particulieres,  est  satisfaite, 
conime  il  est  facile  de  le  verifier,  par  la  solution 


.     mz          .,   mz 

sin sih 

a                  a 

u 

cosm           colif?! 

2    ^ 

Vt~ 

'     ,  ^ 

(9)  ..       _... 

cos^/ii        coli^m    '    m^  Q 

le  signe  S  s'etendant  a  toules  les  valeurs  de  m  raciues  reelles  et  posi- 
tives de  ['equation 

'A  P 

(10)  m(tangm —  tahm)  =  ^r* 

Les  epures  representant  les  deplacements  //  ont  ete  dressees  par  Saint- 

Venant  dans  les  trois  cas  P  =  ^,  P  =  Q,  P  =  5.Q.  La  premiere  chose  a 

faire  etait  de  resoudre  Tequation  caracteristique  (10)  pour  ces  trois  va- 

leurs  du  rapport  tt«  II  a  dresse  une  epure  a  grande  echelle  permettant 

d'effectuer  graphiquement  ce  calcul  pour  toutes  les  valeurs  de  ce  rap- 
port; mais  ce  procede  graphique,  ne  donnant  pas  une  exactitude  suffi- 
sante,  a  ete  complete  par  la  methode  des  approximations  successives  qui 

LIX^  Cahier.  i5 
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a  fourni  les  valeurs  suivaiites  pour  les  sept  premieres  racines  m  de  cette 
equation  dans  les  trois  cas  consideres  : 

V  I 

..  .-.  I.  a 

Q 

rtH 1, 04799  i,i9»6'  1,31965 

m, ii>o3652  4>ii972  4  >  28720 

mj 7,1 3400  7 , 1 8994  7 , 28084 

7723 10,25664  10,29889  10,87041 

m^ 18, 88770  1 8 , 42098  1 8 , 48020 

/Wg 16,52269  i6,55o2i  16,60043 

me 19,60969  19,68824  19,72671 

On  pent  alors,  pour  un  point  quelconque  de  la  barre,  c'est-a-dire  pour 

une  valeur  donnee  de -^  construirelessinusoides  dont  chacune  represente 

un  des  termes  de  la  serie,  e'est-a-dire  correspond  a   une  des  valeurs 
de  m. 

Ces  sinusoides  sont  les  courbes  en  traits  legers  des  PL  VII  et  VIII ; 
elles  sont  tracees  pour  cinq  points  de  la  demi-barre  correspondant  aux 

valeurs  de  -  =  0,2 ;  o,4  ;  0,6 ;  0,8  et  i  ;  cette  derniere  etant  relative  au 

milieu  de  la  barre  ou  au  point  heurte.  On  a  trace,  sur  une  meme  ligne 

des  abscisses,  a  Textremite  de  laquelle  se  trouve  I'indication  ^  =  o,  les 

cinq  sinusoides  correspondant  a  ces  cinq  points  et  a  la  premiere  et  plus 
petite  valeur  m^  de  m\  les  sinusoides  relatives  aux  valeurs  suivantes  m,, 
m^,  ...  out  ete,  en  vue  d'eviter  la  confusion,  tracees  sur  des  lignes 
d 'abscisses  speciales  pour  chacun  des  cincj  points  et  placees  au-dessus  des 
premieres.  Puis,  par  Taddition  au  compas  des  ordonnees  des  sinusoide 
se  rapportant  a  chaque  point,  on  a  obtenu  les  courbes  sinueuses,  en  traits 
plus  gros,  dont  chacune  represente,  pour  Tun  des  cinq  points  de  la  barre, 
les  deplacements  a  une  epoque  quelconque  mesuree  par  I'abscisse. 
Ces  courbes  donnent  lieu  aux  remarques  suivantes  : 

Toutes  les  sinusoides  correspondant  a  une  meme  valeur  de  m  out  meme 

base  \y  quel  quesoit  le  point  de  la  barre  auquel  elles  s'appliquent;  elles 

ne  different  les  unes  des  autres  (pie  par  la  hauteur.  En  particulier,  celles 


s 
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qui  representent  le  premier  terme  de  la  serie  ou  qui  correspondent  a 

__  p        . 

ia  valeur  m^  out  pour  base  — ^  =  2,86o46  dans  le  cas  de  t^  =  -;   leur 

ordonnee  maximum  se  trouvedonc  a  Tabscisse  -  =  i  ,43o23,  quel  que  soil 
le  point  considere. 

Or  le  premier  terme  est  toujours  preponderant,  principalement  lors- 
qu'il  approche  de  son  maximum;  il  en  resulte  que  le  deplacement  maxi- 
mum de  tons  les  points  de  la  barre  se  produit,  a  fort  pen  pres,  a  la  menie 
epoque,  f=i,43o23T.  II  y  aurait  peut-etre  exception  pour  les  points 
tres  voisins  des  points  d'appui,  mais  cette.  loi  se  verifie  encore  tres  bien 
pour  le  point  js  =  0,2 «.  On  voitimmediatementsurrepure  que  le  deplace- 
ment maximum  des  quatre  points  -=0,2;  o,4;  0,6  et  0,8  se  trouve 
entre  -  =  1 ,4^  et  -  =  i  ,45.  Pour  le  point  -  =  1 ,  le  maximum  d'ecart 

se  produit  a  Tepoque  -=  i,35.  11  se  produit  done,  vers  cette  epoque, 

t  =  1 ,4'iT,  nne  sorte  de  deplacement  lateral  maximum  dans  toute  la  lon- 
gueur de  la  barre.  Cette  vibration  principale  n'a  pas  la  memeneltete  que 
dans  les  cordes  vibrantes,  car  les  vibrations  secondaires  qui  s' y  superposent 
ont  des  durees  qui  ne  sont  pas  des  parties  aliqnotes  de  la  sienne. 

Toutes  les  courbes  sont,  pour  ^  =  o  ou  a  Torigine,  tangentes  a  Taxe 
des  abscisses,  avec  lequel  meme  elles  se  confondent  dans  de  tres  petites 
etendues,  parce  que  Tebranlement  ne  se  transmet  j)as  instantanement  du 
point  milieu  aux  points  d'appui.  II  y  a  exception,  bien  entendu,  pour  les 
courbes  relatives  li  z  =  a  ou  au  point  heurte  :  la  tangente  a  Torigine  y  fait 
un  angle  de  45*"  «'^vec  Taxe  des  abscisses;  car,  a  Tinstant  initial  f  .=  o,  on 

a,  en  ce  point,  ^  =  V.  Or  les  ordonnees  etant  ^^^ :;  et  les  abscisses  ^^  la 

valeur  du  rapport  ^  s'obtiendra  en  mesurant  le  coefficient  angulaire  de 

la  tangente  et  en  le  multipliant  par  V,  ce  qui  exige  bien  que  ce  coefficient 
angulaire  ait  la  valeur  i  a  Torigine. 

Les  courbes  des  deplacements  pour  les  points  voisins  des  appuis  s'ele- 
vent  d'abord  au  dessus  de  I'axe  des  abscisses  u  =  o  aussitotqu'elles  a'en 
sont  detachees,  etmontrent  que,  par  une  sorte  de  reaction,  les  u  commen- 
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lent  par  etre  negatifs.  Pour  rendre  cet  effet  plus  sensible,  Saint-Venant 
a  dresse,  a  une  echelle  1 2  fois  et  demie  plus  grande,  le  commencement  des 

P 
courbes  relatives  au  cas  —  =  1.  Ces  courbes   amplifiees  constituent  la 

PL  /A',  qui  n'est  ainsi  autre  chose  que  ce  qui  se  trouve  deja  sur  la 
PL  Vllly  dans  Tangle  superieur  de  gauche  :  les  2*""  qui,  surcette  Planche, 
expriment  les  deplacements  depuis  I'epoque  f --  o  jusqu'a  ^  =  o,  1  Tsont 
amplifies  de  maniere  a  occuper  2  5"""  de  largeur  de  la  PL  IX ^  et  les  or- 
donnees  sont  agrandies  dans  la  meme  proportion. 

On  voit  alors  que  le  mouvement  de  recul  on  de  reaction  est  deja  appre- 
ciable au  point  J3=  0,8a,  c'est-a-dire  presdu  point  heurte;  il  augmente 
a  mesure  que  Ton  s'approche  du  point  d'appui  z  =  o  et,  pour  z  =  o,  2a, 
Tecart  —  w,  en  arriere  de  la  position  primitive,  atteint  environ  0,01 3  Vt, 
alors  que  le  deplacement  positif  du  meme  point,  a  Tinstant  oil  il  est  le 
plus  grand,  estd*environo,i7  Vt.  Ce  point  :;  =  0,2a  recule  doncd'abord 
d'environ  -^  de  son  deplacement  maximum  ulterieur. 

Une  autre  particularite,  revelee  par  les  epures  de  Saint-Venant,  est  que 
le  troisieme  lernie  de  la  serie  correspondant  a  la  valeurde  m^  est  tres  petit 
pour  z  =  o,4«  el  pour  z  =  a,  ce  qui  tient  a  ce  que  ce  terme  change  de 

signe  aux  environs  des  points  -  =  o,4  et  ^  =  i .  II  en  resulte  alors  que  les 

sinuosites  dues  a  ce  troisieme  terme  sont  tres  peu  sensibles  et  que  la  courbe 
des  deplacements  de  ces  deux  points  affecte  une  forme  beaucoup  moins 
serpentante  ou  ondulee  que  celles  des  autres  points.  Elle  ne  presente  pour 
ainsi  dire  que  de  grandes  ondulations,  tandis  que  les  autres  sont  bien 
plus  sinueuses. 

Mais  ces  courbes,  ayant  pour  abscisses  les  temps,  ne  sont  pas  propres  a 
donner  ce  que  Ton  cherche,  savoir  la  courbure  maximum  de  Taxe  de  la 
piece  mesuree  par  la  derivee  seconde  du  deplacement  par  rapport  a  la 
coordonnee  z.  II  faut  done  construire  de  nouvelles  courbes  ayant  toujours 
pour  ordonnees  les  deplacements,  mais  ayant  pour  abscisses  les  valeurs 

de  -»  c'est-a-dire  tracer  les  courbes  representant,  a  di verses  e[)Oques,  la 

forme  deTaxe  longitudinal  de  la  barre  heurtee. 
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Ces  courbes  sont  figurees  sur  les  denx  dernieres  planches.  La  PL  X 
contient  celles  relatives  aux  deux  cas  P  =  1Q  et  P=  uQ;  les  courbes  y 

sont  coustruites  a  des  intervalles  -  =  o,io,  depuis  I'instant  du  choc 
-  mz  o  jusqu'au  moment  oil  lesdeplacements  ontatteint  leurs  phis  giandes 

valenrs  et  commencent  a  diminuer,  c'est  a-dire  jusqu'a  /^=  i  ,5t  pour  le 
cas  de  P  =  |Q,  et  jusqii'a  t=  i ,  i  t  pour  celui  de  P  =  :iQ.  Les  ordon- 
nees  sont  toujours,  comme  sur  les  feuilles  precedentes,  les  deplacements 

ou  les  rapports  ^\  mais  les  abscisses  sont  les  distances  -  des  points  de  la 

barre  a  son  extreniite  de  gauche.  La  PL  XI  contient  les  courbes  analo- 
gues pour  le  cas  de  P  =  Q,  mais  elles  y  sont  construites  a  des  inter- 
valles -  =  o,o5  moitie  moindres,  et,  de  plus,  on  a  represente  le  second 

quart  de  periode  ou  les  etats  successifs  de  la  barre,  depuis  le  moment  oil 
les  deplacements  out  atteint  leurs  plus  grandes  valeurs  jusqu'a  celui  oil 
elle  est  revenue  a  sa  position  primitive  et  I'a  meme  un  pen  depassee. 
Les  courbes  du  premier  dessin  correspondent  aux  epoques  comprises 
entre  ^  =  o  et  f=i,25T,  et  celles  du  second  aux  epoqnes  comprises 
entre  f  =  i  ,3ot  et  i  =  9.,!2  5t. 

Toutes  ces  courbes  des  PL  X  et  XI  tournent  generalement  leur  con- 
cavite  en  haut;  cependant,  pres  des  appuis,  pour  z  =  o,9.a  et  s  =  i  ,8r/, 
elles  tournent  leur  convexite  par  suite  des  reactions  dont  il  a  ete  parle. 

Si  meme  ou  avait  trace  les  courbes  correspondant  a  des  epoques  plus 
voisines  de  ^  =  o,  le  reboud  ou  recul  se  serait  trouve  a  des  points  plus 
rapproches  du  milieu  de  la  barre;  ainsi,  sur  la  PL  XI ,  oil  Ton  a  trace, 
exceptionnellement,  en  ligne  ponctuee,  les  courbes  correspondant  a 
t  =  o,025t  et  ^  =  o,o5t,  on  voit  que  la  courbe  est  convexe  vers  le  haut 
aux  points  o,6a  et  \^[\a  a  la  premiere  de  ces  epoques.  On  retrouve  ici, 
sous  une  forme  plus  visible,  ce  que  Ton  avait  appris  de  Texamen  des 
courbes  des  PL  J  II,  VIII  et  IX. 

Dans  les  trois  cas,  la  courbe  correspondant  a  Tepoque  f  =  o,3t  pre- 
sente  cette  siugularite,  que  la  courbure  au  milieu  de  la  barre  disparait  et 
se   presente   meme   dans   un   sens  oppose   a  celui  qu'elle  avait  depuis 
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Tepoque  ^  =  o  et  qu'elle  reprend  ensuite  a  partir  de  t  =  o^^t.  On  peut 
remarquer  aussi  que  la  courbe  t  =  0,4*^  est  tantot  au-dessus,  tantot  aii- 
dessoiis  de  ses  deux  voisines  et  qu'elle  affecte  une  forme  generale  plus 
reguliere  que  les  autres. 

La  plus  grande  fleche,  calculee,  differe  tres  peu  de  ce  qu'elle  serait  si  la 
serie  S  etait  reduite  a  son  premier  terme,  ou  m  a  la  valeur  m^  de  la  plus 

petite  racine  :  c'est  la  valeur  de  u  pour  z  =  a  et  pour  sin  —^  =  i .  En 

la  designant  pary,  on  a  done,  approximativenient, 

sin  mo  silimo 

r. ^^       4  roswo  cnUwo 

COS' ttiQ  coll- mo  mjj  Q 

mais,  puisque  m^  est  racine  de  Tequation  caracteristique  (lo),  le  numera- 
teiu^  cle  cette  fraction,  on  tangm^  =  tah/??^,  est  egal  a  tt — ;  d'oii,  en  sub- 
stituant  et  rednisant, 

(*0  /= 7\ ' 

^    -f-  -T^  ^«     ; rr. —   I 

"         aP      0  \cos'^mo  coli^mo/ 

formule  qui  donnera  la  fleche  avec  une  approximation  suffisante.  Pour 
ies  trois  cas  pour  lesquels  le  calcul  a  ete  fait,  la  difference  entre  la  valeur 
exaete,  trouvee  an  moyen  d'un  grand  nombre  de  termes,  et  la  valeur  ap- 
prochee  ci-dessns,  ou  Terreur  relative,  est  de  i  a  3  centiemes.  Voici  les 
resultats  de  la  comparaison  : 

Pour  TT -  I  2 

Va\eurs^.f\  '';'''; ^'^^^  ^'^'^  ^''^^^ 

▼  T  (  d*apres  (i  i)  . . .      0,782  0,478  o^nSg 

L'epoque  oil  se  produit  la  plus  grande  fleche  est,  dans  les  memes  cas, 

- i,'ii  1,18  o,8:* 
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Mais,  ce  qui  est  plus  interessant,  comme  nons  Favons  dit,  au  point  de 
viie  de  la  resistance  de  la  barre,  c'est  la  pbis  grcuide  courbure  prise  par 

sa  fibre  moyenne,  on  le  maximum,  en  valeurabsolue,  de  .-',  car  ce  qu'il 

convient  de  limiter,  au  point  de  vue  de  la  securite,  c'est  la  plus  grande 
dilatation  des  fibres  de  la  barre,  laquelle  a  pour  valeur,  connne  on  sait, 
cette  d^rivee  seconde  multipliee  par  la  demi-epaisseur  de  la  barre  dans  le 
sens  de  u  ou  de  sa  flexion.  Les  courbes  des  PL  A^et  A I  peuvent  donner 
cette  plus  grande  courbure  avec  une  approximation  tres  suffisante  pour 
les  applications.  Voici  comment  a  opere  Saint -Venant. 

Pour  mesurer  la  courbure  d'un  petit  arc  N^^NN,  d'une  qnelcon(|ue  de 
ces  courbes,  il  suppose  d'abord  que  le  milieu  N  de  cet  arc  est  au  point  le 
plus  bas  de  la  courbe,  et  il  Tassimile  a  une  portion  de  parabole  ayant  son 
axe  vertical,  son  sommet  en  N  et  une  corde  N^N,  =  c;  Fequation  de 

cette  courbe,  de  la  forme  z^=  2  Aw,  fournira  3--  =  -r?  valeur  de  la  conr- 

bure,  et,  comme  la  flecheyde  cet  arc  est  liee  a  sa  corde  c  par  la  relation 

(  -  )  =  ^  Ay,  on  obtient,  pour  la  courbure,  y-^  :=  -^ .  Or  il  est  facile  de 

voir  que,  si  le  petit  arc,  remplace  par  une  portion  de  parabole  a  axe  ver- 
tical et  dont  N  est  le  milieu,  est  pris  partout  ailleurs  qu'au  bas  dune  des 
courbes,  on  aura  la  meme  expression  pour  sa  courbure,  a  la  condition 
que  c  represente  alors  la  projection  de  sa  corde  sur  Taxe  des  z  ou  la  dif- 
ference z,  —  Zq  des  abscisses  de  ses  points  extremes  N,,  N^  et  que/\soit 
sa  fleche,  mesuree  parallelement  aux  n  entre  son  point  milieu  N  et  sa 
corde.  On  a  done,  avec  toute  I'approximation  desirable,  en  mesurant  ces 
petites  lignes  c  et/en  un  endroit  quelconque  de  Tune  des  courbes  des 
PI.  JTet  XI,  la  valeur  absolue  de  la  courbure 

d^u  _  8/ 

Or  on  reconnait  facilement,  par  I'examen  de  ces  planches,  que  le  point 
de  la  plus  grande  courbure  n'est  pas,  pour  toutes  les  courbes,  a  leur  mi- 
lieu; mais,  dans  la  courbe  oil  cette  courbure  maximum  a  sa  grandeur  la 


laO  FLAM  ANT. 

plus  considerable,  cest  au  milieu  quelle  se  trouve.  Jl  s'agit  alors  de 
trouver  la  plus  grande  fleclie,  au  milieu,  sur  un  arc  egal  a  deux  divisions 
0,2a  de  la  barre,  et  cette  fleche  se  mesure  plus  facilement  sur  les  courbes 
des  PL  VII  et  VIII  que  sur  celles  des  PL  A^et  XI :  il  suttit  de  reclier- 
cher  les  points  oil  la  conrbe  z  =  0,8a  s'ecarte  le  plus  de  celle  z=a.  On 
reconnait  ainsi  cpie  : 

Pour  le  cas  de  P  =  ^Q,  la  plus  grande  courbure  a  lieu  aux  instants 
t  =  I  ,25t  et  ^=:  1  ,65t,  un  pen  avant  el  un  pen  apres  celui  {t  =  i,34t) 
oil  la  fleche  dela  barre  atteint  sa  plus  grande  valeur; 

Pour  le  cas  de  P  =  Q,  la  plus  grande  courbure  a  lieu  a  I'instant 
/^  =  i,20T,  a  pen  pres  en  nieme  temps  que  la  plus  grande  fleche 
(^  =  i,i8t); 

Pour  le  cas  P  =  2Q,  elle  a  lieu  aux  instants  t  =  o,75t  et  /  =  i  ,  i  t,  ou 
tres  pen  avant  et  sensiblement  apres  Tinstant  (f  =  o,82t)  de  la  plus 
grande  fleche. 

Les  courbures  maximum  mesurees,  comme  il  vient  d'etre  dit,  ont  ete 
trouvees  respectivement  : 

Pour  r^ -  I  A 

Q  2 

Plus  grandes  courbures  3—7 •      2,60 — ^  1,75 — "-  i,3o — - 

az"  a-  '     a-  a- 

On  a  des  coefBcients  numeriques  bien  moins  differents  les  uns  des 

autres  quand  on  divise  ceux-ci  par  les  trois  valeurs  correspondantes  de 

/Q  .     . 

i/  p;ona  amsi 

(la)     raax.de^  =  i,839^y/'^,     1,^5X2^^,     x.«38ij^/Q. 

Kn  appelant  b  la  largeur  de  la  barre  dans  le  sens  u  ou  de  la  flexion,  la 
plus  grande  dilatation  des  fibres  sera,  comme  on  a  dif,  la  plus  grande 

courbure  multipliee  par  7?  et  c'est  a  ce  produit  qu'on  doit  imposer  une 

limite  qui,  si  R^  designe  la  charge  de  securitea  I'extension  de  la  matiere 
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constituant  la  barre,  est  exprimee  par  le  rapport  -^-  Ecrivons  cette  ega- 
lite  dans  les  trois  cas,  elevens  au  carre  et  remplacons  t*  par  sa  valeur 
— ™;  reduisons  et  tirons  la  valeur  de  -^^ —  on  de  la  force  vive  dii  corps 
heiirtant  :  nous  obtenons  respectivement 

(o,o4q28\  (^ 

QV^  .,,     RJ  24«I  P 

^  =  .o,o544a   f -^,         pour     Q=<i. 


(0,04933 

Si  la  piece  de  longueur  aa  est  rectangulaire,  de  largeur  b  et  de  hau- 
teur h.  son  moment  d'inertie  I  =  —  et  le  facteur  —nr  =  ^abh  n'est  au- 

tre  chose  que  son  volume.  On  retrouve  done  ainsi,  a  peu  pres,  le  theo- 
reme  de  Young,  etabli  par  lui  en  negligeant  Tinertie  de  la  barre,  etd'apres 
lequel  la  resistance  vive  d'une  piece  rectangulaire  heurtee  au  milieu,  ou  la 
limite  a  imposer  au  produit  du  poids  du  corps  qui  la  heurte  par  la  hau- 
teur de  chute  generatrice  de  sa  vitesse  de  choc  est  egale  au  ~  =  o,o5555G 

R* 
du  produit  de  son  volume  par  le  coefficient -—;  qu'il  appelle  le  module  de 

resilience  transversale  de  la  matiere  dont  elle  est  composee. 

«  Mais  on  conqoit  qu'il  faudrait  un  plus  grand  nombre  de  calculs  ri- 
goureux  portant  sur  d'autres  exemples  pour  s'assurer  de  Tapproxiniation 
de  cette  sorte  de  compensation  des  causes  d'augmentation  et  des  causes 
de  diminution  du  coefficient  numerique  quand  le  rapport  des  poids  Q  et 
P  varie.  »  (Note  du  §  61  de  la  traduction  fran^aise  deClebsch,  p.  56 1). 

Sous  la  meme  reserve,  on  pent  donner  aux  expressions  (12)  une  autre 

forme,  eny  remplagant  t  par  sa  valeur  ^>  X  etant  le  rayon  de  giration  de 

la  section  transversale  de  la  barre  par  rapport  a  Taxe  principal  perpendi- 
culaire  au  plan  de  flexion.  On  a  ainsi 

max.de^  =  i,839^^y/p,     ..jSj^^/^,     .,838^\/S, 
et,  pour  la  dilatation  maximum,  produit  de  la  plus  grande  courbure  par 

LIX^  Cahier.  i6 
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la  demi-largeur  -  de  la  barre, 

Ii,83q^  ^ 

1,75    I  "T"  ""l/¥' 
1,838]  ""    "^^ 

Le  rapport -TT- est  toujours  plus  grand  que  T  unite  :  il  est  egal,  pour 

une  section  rectangulaire,  a  y/3  =  i ,  782 ;  la  plus  grande  dilatation,  pour 
des  barres  de  cette  forme,  serait  done  exprimee  approximativement  par 

(3,o3  ou  3,18)  ~4 /^ou,  en  chiffres  ronds,  par 


:-v/?' 


Dans  ies  memes  conditions,  c*est-a-dire  pour  une  meme  valeur  du  rap- 

P  . 

port  g  (comprise  entre  •;  et  2),  la  dilatation  maximum  produite  par  un 

choc  longitudinal  a  pour  expression 


V/  =P\ 


de  sorte  que  Ies  valeurs  respectives  du  rapport  a  —  de  la  dilatation  maxi- 
mum sont,  dans  Ies  trois  cas,  de 


p 
Q' 

I 
2 

I. 

2. 

longitudinal  . . 

•  2,74 

2,27 

2,04 

transversal. . . . 

.    4,48 

3,o3 

2,24 

Pour  le  choc 

Ces  dernieres  sont  egales  aux  precedentes  multipliees  par 

1,63,      1,33,      1,10. 

Par  consequent,  si  une  barre  prismatique  rectangidaire  est  d'abord 
fixSe  a  une  extremity  et  heurtee  longitudinalement  a  son  extremite  libre^ 
puisfixee  a  ses  deux  extremites  et  heurtee  transversalement  en  son  milieu 
par  un  corps  dont  le  poid^  soit  egal  au  sien^  la  securite  de  sa  resistance 
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sera  Sgalement  compromise  si  la  vitesse  da  corps  heurtanty  dans  le  choc 
longitudinal^  depasse  d'un  tiers  celle  da  meme  corps  dans  le  choc  trans- 
versal^ on  est  egale  aux  |  de  cette  derniere.  Ge  rapport  des  vitesses  aug- 
mente  et  diminue  en  meme  temps  que  le  poids  du  corps  henrtant  :  il 
atteint  a  peu  pres  |  lorsque  ce  poids  est  double  de  celui  de  la  barre  et 
descend  a  \^  lorsque  le  corps  heurtant  ne  pese  que  la  moitie  de  la  barre 
qu'ilheurte.  Et,  si  la  memeloi  se  continue,  on  peut  dire  que,  lorsque  le 
poids  du  corps  heurtant  est  un  peu  moindre  que  la  moitie  de  celui  de  la 
harrCy  il  y  a  sensiblement  egalite  entre  les  vitesses  qui  mettent  la  securite 
en  peril  soit  par  choc  transversal^  soit par  choc  longitudinal. 

Ges  chiffres  ne  s'appliquent,  bien  entendu,  qu'a  une  barre  dont  la 
section  est  rectangulaire.  Pour  les  sections  d'une  autre  forme,  on  aurait 
des  proportions  differentes.  Ainsi,  par  exemple,  si  la  barre  a  une  section 
circulaire  ou  elliptique,  le  rapport  des  vitesses  d'un  meme  corps  heurtant, 
qui  produirait  dans  cette  barre  une  meme  dilatation  maximum  par  choc 
longitudinal  et  par  choc  transversal,  serait  respectivement,  pour  les  valeurs 

precedentes  du  rapport  tt: 

1,88,     1,53,     I527. 

Enfin,  dans  la  comparaison  de  ces  deux  sortes  de  choc,  il  y  a  une  con- 
sideration qu'il  me  parait  important  de  signaler  :  c'est  la  difference  qui 
existe  entre  les  durees  des  periodes  des  vibrations  principales  represen- 
tees par  le  premier  terme  des  series. 

Dans  le  choc  longitudinal,  la  demi-periode  ou  la  duree  de  Tintervalle 
qui  separe  une  dilatation  maximum  de  la  contraction  maximum  qui  la 

suit  ou  la  precede  est  egale  a >  a  etant  la  longueur  de  la  barre  et  m^  la 

plus  petite  desracines  de  I'equation  transcendante  (4). 

Dans  le  choc  transversal,  cette  meme  demi-periode  est  egale  a  ^>  et  t, 

d'apres  (5),  est  egal  a  <--\  mais  a  ne  represente  plus  ici  que  la  demi-lon- 
gueur  dela  barre.  Pour  comparer  les  deux  cas,  nous  devons  doncrempla- 
cer  a^  par  -ry  et  la  demi-periode  du  choc  transversal  devient  alors  t-t^— > 
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m^  etant  la  plus  petite  racine  de  requation  (lo).  En  viie  de  simplifier  la 
coniparalson,  admettons,  ce  qui  est  vrai  pour  certaines  valeurs  du  rap- 

P 
port  ^}  quem^,,  dans  les  deux  cas,  soit  egal  al'unitey  le  rapport  des  deux 

demi-periodes  se  reduira  a  —  Pour  peu  que  la  barre  prismatique  ait  une 

certaine  longueur  par  rapport  ases  dimensions  trans versales,  "ky  inferieur 

a  la  demi-epaisseur,  sera  une  tres  petite  fraction  de  jj  c'est-a-dire  que, 

en  general,  les  vibrations  longitudinales  se  succedent  beaucoup  plus  rapi- 
dement  que  celles  qui  sont  dues  a  un  choc  transversal.  Les  premieres  ne 
peuvent  etre  percues,  le  plus  ordinairement,  que  par  leur  effet  acous- 
tique,  tandis  que  les  autres,  pour  des  barres  un  peu  longues,  deviennent 
distinctes  a  la  vue  et  surtout  au  toucher. 

En  terminant,  je  crois  devoir  faire  observer  que,  de  meme  que  dans  la 
theorie  du  choc  longitudinal,  la  solution  qui  vient  d'etre  donnee  pour  le 
choctrahsversal  suppose  que  les  sections  transversales  de  la  barre  restent 
planes  et  se  meuvent  tout  d'une  piece  sans  se  deformer.  Or  celte  hypo- 
these  est  certainement  plus  eloignee  de  la  realite  dans  le  second  casque 
dans  le  premier;  car,  le  choc  transversal  ne  pouvant  avoir  lieu  que  sur  une 
portion  limitee  du  contour  de  la  section,  les  particules  de  cette  section, 
situees  du  cote  oppose,  ne  peuvent  etre  mises  en  mouvement  qu'apres 
qu'il  s'est  deja  produit,  au  point  heurte,  une  deformation  plus  ou  moins 
grande,  laquelle  se  propage  sans  doute,  dans  la  barre,  suivant  des  sur- 
faces spheriques  ou  ellipsoidales  ayant  ce  point  pour  centre  et  qui  ne 
peuvent  etre  assimilees  a  des  sections  transversales  planes  qu'a  une  dis- 
tance superieure  a  un  assez  grand  nombre  de  fois  Tepaisseur  de  la  barre. 

L' etude  de  la  propagation  du  mouvement,  a  Tinterieur  d'une  barre 
elastique  heurtee  en  un  point  de  sa  surface,  a  ete  faite  par  M.  Boussinesq 
dans  son  Ouvrage  sur  TApplication  des  potentiels,  mais  elle  conduit  a  des 
formules  trop  compliquees  pour  qu'il  semble  possible  d'en  deduire  des 
resultats  pratiques. 
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Planche  I.  —  Choc  longitudinal. 

P        I 
Cas  de  ^  =  -•  Courbes  dormant  le  mouvement  des  cinq  points 

-zz=o,2,     0,4?     0)6,     0,8     et     I. 

Les  abscisses  sont  les  temps,  ou  plutdt  les  rapports  -  a  I'^chelle  de  o'",o5  par  unite. 
Les  ordonn^es  des  courbes  en  gros  traits  sont  les  d^placements,  ou  plut6t  les  rap- 
ports y-  a  Techelle  de  o™,o5  par  unit^. 

Les  courbes  en  traits  Idgers  sont  les  sinusoides,  dont  chacune  donne  une  portion  de 


mx   .     mt 
■  sin sin 


I  m(/n -+- sinm  cosw)  a  t 

ou  un  des  termcs  de  la  serie  \^  repondant  a  Tune  des  racines  //io,  m,,  . .  .  de  T^qua 

tion 

P        I 
/ntangm  =  q  =  7* 

Planche  II.  —  Choc  longitudinal. 
Courbes  priparatoires  ou  sinusoides  auxiliaires, 

Les  abscisses  sont  les  temps  ou  les  rapports  -  a  I'echelle  de  o™,io  par  unite. 
Les  ordonndes  sont,  a  la  meme  ^chelle,  les  valeurs  de 

a  cos //I  mt 

sin 


m(/n -f- sin  m  cos /w)  x 

pour  m  =  mo,  m,,  . . .,  racines  de  Inequation 

P 
m  tangm  =  -rry 

P  .  .  II 

le  rapport  ^  etant  pris  successivement  ^gal  ^  7  ,  ->  i ,  2  et  4- 

Les  demi-bases  ou  quarts  de  periode  sont  les  valeurs  de  — 
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Les  hauteurs  des  sinusoi'des  sont  les  valeurs  de 


2cosm 


ni{m  ■+-  sinm  cos/n) 


Sur  chaque  sinusoide  est  inscrite  I'indication  mo,  mi,  ...  de  la  racine  a  laquelle  elle 
se  rapporte. 

( Au  lieu  de  m^,  m^^  . .  . ,  on  a  mis  slmplement  Tindice  3,  4>  •  •  •  •) 

ft 

Planche  III.  —  Choc  longitudinal. 

P        I 
Courbes  preparatoires  (sinusoides)/?Of/r  le  cas  rfc  ^  =  -  • 

Les  abscisses  sont  les  valeurs  de  -  ^  r^chelle  de  o™,25  par  unite.  La  ligne  des 

abscisses  repr^sente  done  la  barre  heurt^e. 
Les  ordonn^es  sont  les  valeurs  de 

2G0SWI  .     mt   .     mx 

sm  —  sin 


m(/n -H  sinm  cos m)  t  a 

pour  diverses  valeurs   de  -  et  pour  les  valeurs  successives  de  m  =  mo^  m^,  ....  Cos 
ordonn^es  sont  k  reclielle  de  o",io  par  unit^. 

Chaque  sinusoide  repond  k  une  valeur  particuli^re  du  rapport  -  comprise  entre  o  el 
3,3o;  quelques-unes  conviennent,  a  tr^s  peu  pres,  k  plusieurs  valeurs  de  ce  rapport. 
On  a  ecrit  sur  chaque  courbe  la  valeur  correspondante  de  ->  ou  bien,  lorsqu'il  y  aurait 

eu  confusion,  on  a  6crit  ces   valeurs  au-dessus  ou  au-dessous  de  la  figure,  dans  le 
m^me  ordre  que  les  lignes  auxquelles  elles  se  rapportent. 

Les  hauteurs  des  sinusoi'des  sont  prises  au  compas  sur  la  PL  IL 

Planche  IV.  —  Choc  longitudinal. 

Cas  ae  7^  =  7- 
V       4 

Les  courbes  en  traits  lagers,  dont  chacune  repond  a  un  instant  d^lermin^  ou  a  une 
valeur  de  -  inscrite  sur  elle,  ont  pour  abscisses  les  -,  k  Fechelle  de  o",25  par  unite, 
et  pour  ordonn^es  les  deplacements  contemporains  ou  pliit6t  les  valeurs  du  rapport 

u         v^  'icosm  mx   .     mt 

77—  =    >  — -, : :  sm Sin  1 

Vt       ifaii  m(m  + sin m  cos/n.)  a  x 

•A  Techelle  de  o™,  10  par  unit6. 
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Les  courbes  plus  sinueuses,  en  gros  traits,  ont  aussi  pour  ordonn^es  les  ^»  mais 
pour  abscisses  les  temps -»  a  T^chelle  de  o™,o5  par  unit^,  en  sorte  que  chacune  est 
relative  a  un  point  d^termin^  de  la  barre,  ou  k  une  valeur  de  -• 

Pr^s  de  la  courbe  correspondant  a-  =1,  se  trouve  trac^e  une  courbe  ponctu^e  : 

c'est  la  sinusoide  que  Ton  aurait  pour  x  =  a,  si  la  s^rie  ^tait  r^duite  a  son  premier 
lerme. 

Planche  V.  —  Choc  longitudijnal. 


Cos  de  j^  =  -' 
Q        2 


(M^me  l^gende  qu'^  la  PL  IV.) 


Planche  VI.  —  Choc  longitudinal. 


P  P  P  P 


(M^me  l^gende  qu'a  la  PL  IT,)' 

Planche  VII.  —  Choc  transversal. 

Cas  de  P=  -•  Courbes  dormant  les  deplacements  transs^ersaux,  a  une  epoque 
quelconquCy  de  cinq  points  de  la  barre  heurtee. 

Les  courbes  en  traits  fins  sont  des  sinusoides,  dont  chacune  donne  un  terine  de  la 
serie 


mz         ..    mz 

sio sin 

a  a 


j^m^        I 


cosm           coh/?i            .     ni^t 
sin 


1  2    P 


cos^m        coh*m        m'  Q 

pour  la  valeur  de    -  qui  est  inscrile  a  la  gauche  du  cadre  et  pour  la  valeur  de  m  inscrite 

sur  la  courbe. 

Les  courbes  en  traits  plus  gros,  dont  les  ordonnees  sont  les  sommes  de  celles  des 
premieres,  rcpresentent  les  deplacements  de  cinq  points  de  la  barre. 

Les  abscisses  sont  les  temps,  ou  plutot  les  rapports  -  a  Techelle  de  o°',2o  par  unite. 

Les  ordonnees  sont  les  deplacements,  ou  plutot  les  rapports  -^  k  I'^chelle  de  o™,2o  par 
unite. 
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Planche  VIII.  —  Choc  tKans-vehsal. 
CasdeP  =  q,         P  =  2Q. 
(M^me  l^gende  qu'a  la  PI.  VIL) 

Planche  IX.  —  Choc  transversal. 
Ca5  rfeP=Q. 
Epure  d^une  portion  de  courbes  ayant  pour  abscisses  les  temps  f  ou  plul6t  les  -  j  et 
pour  ordonn^es  les  d^placements  (ou  plut6t  les  ^  j  4  une  ^chelle  12  \  fois  plus  grande 
que  celle  des  PL  VII  al  VIII ^  soil  a  r^chelle  de  2",5o  par  unite. 

Planche  X.  —  Choc  transversal. 

CasdeV  =  \q^,         P=2Q. 

Courbcs  repr^senlant  les  ^tats  successifs  des  barres  depuis  Tinstant  du  choc  jusque 
un  peu  apres  celui  oh  le  premier  quart  de  la  p^riode  d'oscillation  est  r^volu. 

Chaque  courbe  correspond  a  un  instant  ou  k  une  valeur  de  -  inscrite  h  cdt^  d'elle. 

Les  ordonn^es  sont  les  d^placements  ^  4  Techelle  de  o"*,25  par  unite. 

Les  abscisses  sont  les  longueurs  ou  plut6tles  -  ^  la  m^me  6chelle  de  o"*,25  par  united. 

Planche  XL  —  Choc  transversal. 

Cas  rfe  P=Q. 

Fif;.  I.  —  Courbes  repr^sentant  les  ^tats  successifs  de  la  barre,  depuis  I'instant  du 
choc  jusqu'^  celui  ou  les  d^placements  ont  atteint  leurs  plus  grandes  valeurs. 

Fig.  5t.  —  Courbes  repr^sentant  les  ^tats  successifs  de  la  barre,  depuis  Tinstant 
ou  les  d^placements  ont  atteint  leurs  plus  grandes  valeurs  jusqu'^  celui  ou  elle  est 
revenue  k  la  position  primitive  et  m6me  un  peu  au  dela.  Chaque  courbe  correspond  k 

un  instant  ou  a   une  valeur  de  -  inscrite  k  cdt6  d'elle. 

Les  abscisses  sont  les  rapports  -  a  T^chelle  de  o",25  par  unite. 
Les  ordonnees  sont  les  d^placements  r^  3i  la  m^me  ^chelle. 
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